Chapitre 3 Groupes, anneaux, corps 3.1 Structure de groupes

3.1 Structure de groupes

3.1.1 Définition

Soit G un ensemble muni d’une loi . (G, ) est un groupe si et seulement si :

1. La loi % est interne, c’est a dire :

Vee G)(Vy e G)(xxy € G)

2. La loi x est associative, c’est a dire :

VMeeG)VyeG)(VzeG)((xxy)xz=ax(y*z) =xxy*2)

3. La loi x admet un élément neutre ¢, c’est a dire :

(FeeG)Ve eG) (v e=e*z =1)

4. Tout élément x € GG, admet, pour la loi x un symétrique 2/, c’est a dire :

(Vz e G)(F2' € G) (zxa' =2’ xxz =e)
Si, de plus, la loi x est commutative, c’est a dire si :
Ve eG)(Vy e G)(xxy=y*zx)

Le groupe (G, x) est dit groupe commutatif ou groupe abélien

Remarque 1 :

1. Les notions de loi de composition interne, d’associativité, d’éléments neutres et de symétriques

ont été rencontrées en étudiant les entiers naturels

2. Si ’ensemble G est fini et de cardinal n, on dit que n est 1’ordre du groupe

Exemple 1 :

Exemples de groupes
1. (Z,4), (Q,+), (R,+) et (C,+) sont des groupes commutatifs pour I'addition

2. (Q*, x), (R*, x) et (C*, x) sont des groupes commutatifs pour la multiplication

3. Est ce que Z* est un groupe pour la multiplication ?

Exercice 1 :

1. Montrer que U = {z € C tels que |z| = 1} est un groupe pour la multiplication.

2. Soit E un ensemble et B (F) 'ensemble des bijections de E. Montrer que (B (E), o) est un groupe.

En étudier la commutativité

3.1.2 Théoreme : propriété fondamentale d’un groupe

Soit (G, *) un groupe. Alors :
Pour tout a € G les applications :

{'Ya:G > G {(%ZG — G
et
— 0

xr: > ’Ya(l’):a*l‘ HIAN a(x):x*a

Sont bijectives
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Démonstration

Au vu de la similarité de v, et 64, nous ne démontrons le théoréme que pour une seule application 0,
par exemple !'!
Soit donc a € G; nous notons e I’élément neutre de G

1. Démontrons que J, est injective

Soient € G et y € G tels que §, (x) =0, (y) ; alors, zxa =y xa.

Comme a € G, a admet pour la loi x un inverse a~'. Composons & droite par a~!

rxa=yxa= (zxa)xa ' = (yxa)xa
De T'associativité de la loi x, nous avons :
zra)ka t=(yra)xa 'l =zx(axa ) =yx(axa!) = zre=yre=—=x =
Y Y Y Y

Nous avons donc I'implication 4, (z) = d, (y) = & = y, ce qui montre que J, est injective
2. Démontrons que J, est surjective

Soit y € G; existe-t-il € G tel que &, (x) = y.

Sil existe, alors :  xa = y; en composant & droite par ¢!, nous avons :

zxa=y= (zxa)xa ' =yxa "

De I'associativité, nous avons :

-1 1 1

(xxa)xa t=y*xat <:>sc*(a*a_1) =yxa <= r=yxa_

Ainsi, pour tout y € G, il existe x = yxa~! tel que d, (v) =y
d, est donc surjective

0, étant injective et surjective, est donc bijective

Remarque 2 :

1. Le théoreme [3.1.2] peut aussi s’énoncer différemment :
Pour tout a € G et tout b € G, les équation a xx = b et  x a = b ont une unique solution

2. Le théoreme|3.1.2| permet de dire que dans un groupe, tout élément est régulier , c’est a dire que :
axb=axc=b=cetbrxa=cxa=0b=c

3. Si G est un groupe fini, dans la table de multiplication du groupe, les éléments ne doivent ap-
paraitre qu'une seule fois

Exercice 2 :

Un ensemble E est muni d’une loi x interne et associative; on suppose que, pour tout a € G, 7y, et d,
sont surjectives. Montrer que (E,*) est un groupe

3.1.3 Définition de sous-groupe

Soit (G, *) un groupe. On appelle sous-groupe, toute partie H C G telle que :
> H est non vide
> H est stable pour la loi x, c’'est a dire: (Ve € H) (Vy € H) (xxy € H)
> (H,x) est un groupe

Remarque 3 :

1. Les sous-groupes de (G, *) ont tous le méme élément neutre e

2. Les sous-groupes triviaux de (G, ) sont (G, *) lui méme et ({e}, %)
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Exemple 2 :

Des exemples de sous-groupes
1. (Z,+) est un sous-groupe de (R, +)
2. (Q*, x) est un sous-groupe de (R*, x)

3. Pour n € N*, les ensembles nZ,des multiples entiers de n, muni de I’addition sont des sous groupes
de (Z,+)
3.1.4 Caratérisation d’un sous-groupe

Soit (G, *) un groupe. Alors H C G est un sous-groupe de (G, *) si et seulement si :
1. H est non vide
2. Pourtout t € Hettoutyc H, cxy '€ H

Démonstration

1. On suppose (H,*) sous-groupe de (G, %)
> Alors, comme e € H, H #
> D’autre part, si y € H, comme H est un groupe, y~! € H et pour 2 € H, comme * est une loi
de composition interne, x xy~! € H

2. Réciproquement, on suppose H # ) et que pour tout x € H et tout y € H, xxy~* € H

Montrons que (H,*) est un groupe.
> Tout d’abord, la loi x étant associative dans (G, x), elle I'est, aussi, & fortiori dans H
> D’autre part, comm eH # (), il existe x € H; comme H C G, x € G et ™! existe, et nous
avons méme z~! € G
De la propriété zxy~! € H vraie pour tout x € H et tout y € H, en faisant y = z, nous avons
zxx~t € H,cest adiree € H
> Soit y € H; comme e € H, alors exy~! € Hie. y~! € H, c’est & dire que tout élément y € H
a son inverse dans H
> Soit z € H et y € H ; nous allons montrer que x xy € H et que donc la loi x est interne dans
H
Nous venons de montrer que si y € H, alors y~! € H et donc, d’apres la propriété de H,
—1\—1 —1y—1
x*(y ) € H. Comme (y ) =y, nous avons T xy € H
Donc, (H,*) est un groupe, et comme H C G, (H,*) est un sous-groupe de (G, *)

Exemple 3 :

Montrons maintenant que pour n € N*, les ensembles nZ,des multiples entiers de n, muni de I’addition
sont des sous groupes de (Z, +)

Rappelons la définition de nZ pour n € N*
nZ = {T € Z tels que il existe u € Z tel que T = un}

Par exemple : 7Z = {T € Z tels que il existe u € Z tel que T' = Tu}
(nZ,+) est un sous groupe de (Z, +)
> nZ # () puisque 0 =0 x n € nZ
> Soient z1 € nZ et zo € nZ; avons nous z; — 29 € nZ
Comme 21 € nZ, alors, il existe k1 € Z tel que z1 = k1 X n
De méme, comme zo € nZ, alors, il existe ko € Z tel que zo = ko X n
Donc : z1 — 20 = kin — kan = (k1 — ko) x n. Comme k; — ko € Z, nous avons z; — 2o € nZ
Et donc, nZ, muni de 'addition est un sous groupe de (Z, +)

On peut démontrer que les seuls sous-groupes de Z sont de la forme nZ ou n € N*
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Exercice 3 :

Soit E un ensemble quelconque et a € E un élément de E. Nous savons que (B (F),o) est un groupe.
Nous appelons A 'ensemble des bijections de B (E) laissant a fixe (¢’est a dire f € A< f(a) = a).
Démontrer que (A, o) est un sous-groupe de (B (F), o)

Exercice 4 :

Soit (G, *) un groupe. On appelle centre de G l'ensemble Z (G) des éléments de G qui commutent avec
tous les éléments de G, c’est a dire :

Z(G)={ceGtelsque Vr € G)(zxc=cxx)}
Démontrer que (Z (G),*) est un sous-groupe de (G, *)

3.1.5 Théoréeme

Soit (G, *) un groupe,(H;,*) et (Hy,*) 2 sous-groupes deG
Alors H; N Hy est un sous-groupe de GG

Démonstration

1. Premierement, Hy N Hy # ()
En effet, e € Hy et e € Hy et donc e € Hy N Hy
2. Soient z € Hy N Hy et y € H; N Hy. Montrons que J;*y‘l € HiNHy
> Comme x € Hy et y € Hy, nous avons ¢y~ € H;
> Et comme = € Hy et y € Hy, nous avons zy~ ' € Hy
Et nous concluons donc que zxy~ ! € H; N Hy

Donc, Hy N Hy est un sous-groupe de G

Remarque 4 :

n

Le théoreme est toujours vrai pour n sous groupes Hi,...,H, de G : nous avons () H; qui est un
i=1

sous-groupe de G

Exemple 4 :

Dans (Z,+), groupe additif, définissons 2Z N 3Z

27 et 37 sont des sous-groupes de Z et donc 27 N 3Z est aussi un sous-groupe de Z

Si m € 2Z N 3Z, alors m est un multiple de 2 et de 3, donc de 6, et donc m € 6%Z;
réciproquement, il est clair que si m € 67Z, m est aussi un multiple de 2 et m est un multiple
de 3, et donc m € 2Z N 3Z; en conclusion, 6Z = 27 N 37

3.1.6 Sous-groupes engendrés : définition

1. Soit (G, *) un groupe et A C GG, un sous-ensemble de . On appelle T' (A) le plus petit sous-
groupe de GG contenant A
On dit que I' (A) est le sous-groupe de G engendré par A

2. On appelle Groupe cyclique un groupe GG engendré par un seul élément : G =T ({a})
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Remarque 5 :

1. Si A est un sous-groupe de G, alors T' (4) = A
2. En utilisant la notation multiplicative, tout groupe cyclique est du type G =T ({a}) = {a™ ou n € Z}

En reprécisant les choses :

e a® = ¢ ol e est le neutre de G

e PourneN* a"=a*xa*xa*x---%a
—_—

n fois

e Toujourspour n e N;a™™ =a " *a " *xa " *---%a

Exemple 5 :

Exemples de groupes cycliques

1. L’ensemble {2™ avec n € Z}, muni de la multiplication est un groupe cyclique.

2. Plus généralement, pour tout b € Z, ensemble {b™ avec n € Z}, muni de la multiplication est un
groupe cyclique

3. U, = {e% avec k € Z}, I’ensemble des racines n-iémes de 1, muni de la multiplication est un

. . s 2ikm
groupe cyclique fini de générateur e =

3.1.7 Définition d’homomorphisme de groupe

Soient (G, *) et (G1,T) 2 groupes
I'application f : G — G est un homomorphisme de groupe si et seulement si

(Ve e G)(Vy € G) (f(zxy) = f(z)Tf(y))

Exemple 6 :

Nous livrons, ici, les exemples les plus classiques d’homomorphismes de groupe :
1. La fonction logarithme :In : (R**, x) — (R, +) est un premier exemple d’homomorphisme
2. La fonction exponentielle, réciproque de la fonction logarithme est aussi un homomorphisme :
exp: (R,4+) — (R**, x)
3. L’exponentielle complexe :
{ v:(R,+) — (C,x) 4
z — px)=¢"

4. La conjugaison dans C est un homomorphisme de groupe additif :

{f:((C,+) — (C,+)
z — f(z)=z2

5. La conjugaison dans C est aussi un homomorphisme de groupe multiplicatif :

{ft(C,X) — (G, %)

z — f(2)=z2
3.1.8 Vocabulaire
1. Si f: (G,*x) — (G, *) est un homomorphisme de groupe, on dit que f est un endomorphisme

2.Si f: (G,x) — (G1,T) est un homomorphisme de groupe bijectif, on dit que f est un
isomorphisme

3.Si f: (G,x) — (G,*) est un homomorphisme de groupe bijectif, on dit que f est un
automorphisme
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Exemple 7

Les fonctions logarithme :In : (R**, x) — (R, +) et exponentielle : exp : (R, +) — (R*T, X) sont des
exemples d’isomorphismes de groupe

Exercice 5 :

Soit (G, *) un groupe de neutre e et a € G ; on considere les applications f, définies par :

{fa:G — G

r +— fo(x)=axx*al

Montrer que f, est un automorphisme

3.1.9 Théoréme

La composée de 2 homomorphismes de groupes est un homomorphisme de groupe.

Autrement dit :

Soient (G, *), (G1,T), (G2, 1) 3 groupes.

Soient f : G — G, et g : G; — G2 2 homomorphismes de groupes, alors g o f est aussi un
homomorphisme de groupe

Démonstration

Soient f: G — G7 et g : G; — G2 2 homomorphismes de groupes, z € G et y € G.
Il faut donc montrer que go f (zxy) =go f(z) Lgo f(y)

gof(xxy) = g[f(w*y)]
= g|[f(x) Tf(y)] car f est un homomorphisme
= g[f(@)]Lglf ( )] car g est un homomorphisme
= gof(z)Lgof(y)

Ce que nous voulions, g o f est donc un homomorphisme de groupe

3.1.10 Théoréme

Soient (G, *) et (G, T) 2 groupes.
f:(G,x) — (G1, T) un homomorphisme de groupe.
On appelle ¢ de neutre de G et ¢’ celui de G;. Alors :

1. Nous avons f (e) = ¢’

2. Pour tout z € G, nous avons f (z7') = (f ()"
3. f(G) est un sous-groupe de (G, appelé image de [ et noté Imf
4. Plus généralement, si H C GG est un sous groupe de G, alors f (H) est un sous-groupe de G
5. Si X C G, est un sous-groupe de G, alors f~! (X) est un sous-groupe de G
6. On note ker f = {x € G tel que f (r) = €'}, alors ker f est un sous-groupe de G appelé noyau
de f
Démonstration

1. Démontrons que f (e) = ¢’

?o(it)x € G. Alors, f(x) = f(xxe) = f(x) Tf(e). Or, f(x) = f(x) Te' et done f(x) Tf(e) =
x) Te'.

Par régularité des groupes, on en déduit que f (e) = e

!
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2. Démontrons que f (z7!) = (
Soit © € G. Alors, f(e) = f
que f (z) = (f (2)) "

3. Démontrons que f (G) est un sous-groupe de G4

> Premierement, f (G) # 0 puisque €’ = f (e) € f(G)
> Soient y; € f(G) et y2 € f(G); il faut montrer que y; T (yg)f1 € f(G)
Il existe 1 € G tel que f (x1) = y1 et 22 € G tel que f (x2) = ya
Done g1 T (y2) " = f (@) T (f(@2)) " = f (@) Tf (25") = f (w1 x23")
Comme z7 € G et x5 € G, alors x *acgl € G, et de yl'l'(yg)_1 =7f (331 *x;l), nous en
déduisons que 11 T (12) " € f(G)
Donc, f (G) est un sous-groupe de G

4. Si H C G est un sous groupe de G, alors f (H) est un sous-groupe de G;

La démonstration de cette affirmation est tres semblable & celle qui est ci-dessus, et je la laisse
faire par le lecteur en exercice

5. Démontrons que si X C G est un sous-groupe de G, alors f~! (X) est un sous-groupe de G Qu’est
ce que f~1(X)?
Nous avons f~1 (X) = {x € G tels que f (z) € X}
> Premierement, f~1 (X) # () puisque f(e) = ¢’ et ¢/ € X ; donc e € f~1 (X)
b Soient 21 € f~1 (X) et my € 71 (X); il faut montrer que z1 * (z2) ' € f~1(X)
Comme 71 € f~1(X) et x5 € f71(X), alors f(z1) € X et f(x3) € X, et X étant un
sous-groupe de Gy, alors f (x1) T (f (z2)) ' € X
Or, f (@) T(f (@2)) " = f @) T (£ ((22)7))
f étant un homomorphisme, nous avons f (z1) T (f (($2)71)) = f (ml*(xg)%) et donc
f (331 * (xg)_l) € X et donc 21 % (z2) ' € 71 (X)
Donc, f~!(X) est un sous-groupe de G

6. ker f est un sous-groupe de G

Il suffit de remarquer que ker f = f=! ({e'}) et que et donc que ker f est un cas particulier du
point ci-dessus
Remarque 6 :

On peut résumer 'égalité f (:v_l) =(f (x))fl par : < Limage de l'inverse est l'inverse de l'image >

Exemple 8 :

1. On retrouve, a l'aide de ce théoreme, les propriétés de la fonction logarithme :
> L’image du neutre de (R**, x) qui est 1 est le neutre de (R, +) quiest 0:In1 =0

. . . . 1
> L’image de l'inverse est 'inverse de I'image et donc, pour tout > 0, nous avons In — = —Inx
x

2. Nous retrouvons les mémes propriétés pour la fonction exponentielle.

3.1.11 Théoréme

Soient (G,x) et (G1, T) 2 groupes ¢ est le neutre d eG et ¢, celui de Gy et f: (G,*x) — (G1,T) un
homomorphisme de groupe.Alors [ est injective si et seulement si ker f = {e}

Démonstration

1. Supposons f injective

Et bien sir, le seul antécédent de ey par f est e, et donc ker f = {e}
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2. Supposons ker f = {e}

Démontrons que f est injective.
Soient z € G et y € G tels que f (z) = f (y) Alors,

f@)=f(y) <:>f(37)T(f(y))71 =€ <:>f(m*y_1) —e <= xxy L Ekerf

1

Comme ker f = {e}, x xy~' =, c’est a dire x = y et donc f est injective

Exemple 9 :

Soit ¢ : R — C, définie par :
{ ¢:(R,+) — (Cx)
x — px)=e"

¢ n’est pas injective; en effet, ker o = {x € R tels que ¢'* = 1} = {2kw ou k € Z}. Le noyau de ¢ n’est
pas réduit au seul élément neutre de (R, +) et n’est donc pas injective

3.1.12 Théoréme

Soient (G, *) et (G1,T) 2 groupes et [ : (G,x) — (G1, T) un isomorphisme de groupe.Alors
f71:(G1, T) — (G, *) est aussi un isomorphisme de groupes
On dit que les 2 groupes (G, *) et (G1, T) sont isomorphes

Démonstration

Soient y; € Gy et yo € G1. 11 faut donc montrer que f—* (11 Tya2) = ft (y1) * ! (y2)
Il existe 21 € G, unique, tel que f (21) = y1 <= 21 = f~" (y1), tout comme il existe x> € G, unique, tel
que f(z2) = yo <> w2 = f~! (y2) Donc :

S nTy) =1 (f (@) T (z2) = FH (f(wrxaa)) =a1 %@ = [ (11) « 7 (12)

Nous venons de démontrer que f~! (y1 Tye) = fF~1 (y1) * £~ (y2)

~1:(G1,T) — (G, ) est donc un homomorphisme de groupe, bijectif, et est donc un isomorphisme

Remarque 7 :

La notion d’isomorphisme est forte; elle sous-entend que les deux groupes ont méme structure, et que,
quelque part, moralement, ce sont les mémes.
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