Chapitre 3 Groupes, anneaux, corps 3.4 Exercices complémentaires

3.4 Exercices complémentaires

3.4.1 Structure de groupe

Exercice 9 :

Soit a € R On définit, sur R la loi x définie par :
rTxy=xr+y-+a

Démontrer que (R, ) est un groupe commutatif

Exercice 10 :
Dans R*t x R, on définit la loi * par :
(a,b) x (¢,d) = (ac,ad + b)

Vérifier que (R*T x R, ) est un groupe

Exercice 11 :
Dans R?, on définit la loi * par :
(a,b) * (¢,d) = (a+ ¢, be® + de™®)

Vérifier que (RQ, *) est un groupe

Exercice 12 :

Soit n € N*
Dans R* x R, on définit la loi x par :

(a,b) x (¢,d) = (ac,ad + bc™)

Vérifier que (R* x R, *) est un groupe

Exercice 13 :

Soit (G, ) un groupe de neutre e tel que, pour tout = € G, xxx = e. Démontrer que (G, x) est commutatif

Exercice 14 :

Soit a € N fixé.On considere :

1+am
1+4+an

Ha:{qe@telsqueq: oﬁmEZetnEZ}

Il faut montrer que H, est un sous-groupe de (Q*, x)

Exercice 15 :
Soit (G, *) un groupe et H C G, un sous-groupe de (G, *). On consideére, dans G, la relation R suivante :
(Vz € G) (Vy € G) ((aRy) < (y 'z € H))

1. Montrer que R est une relation d’équivalence

2. Montrer que les classes d’équivalence modulo R sont du type z « H, ou x € G et ou :
xxH={geGtelsqueg=axxhouhe H}

3. Quelle est la classe d’équivalence de 1’élément neutre e ?

4. On suppose que G est un groupe d’ordre fini n (¢’est d dire Card G = n).Montrer que l'ordre
d’un sous-groupe de G divise 'ordre du groupe G (C’est le théoréme de Lagrange)
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Exercice 16 :

Soit (G, *) un groupe non forcément commutatif de neutre e.
1. On définit, dans G la relation R définie par :

(Vz € G) (Vy € G) ((aRy) < (Ja€ G tel que y =axxxa™ "))

Montrer que R est une relation d’équivalence. Si Ry on dit que x et y sont conjugués

2. Soit @ € G et H C G un sous-groupe de G. Montrer que ’ensemble ax H xa~! est un sous-groupe
de G

3. Un sous-groupe H C G est dit distingué si, pour tout a € G, H =ax H xa™!
(a) Montrer que le centre de G,Z (G) est un sous-groupe distingué de G
(b) Montrer que l'intersection de 2 sous-groupes distingués est distinguée

(¢) Démontrer que H C G est un sous groupe distingué si et seulement si, pour tout x € G,
rxH=Hxx

Exercice 17 :

Soit (G, *) un groupe de neutre e, Hy et Hs, 2 sous-groupes de (G, *).

On dit que Hy et Hs sont somme directe de G si et seulement si H; N Hy = {e} et, pour tout = € G, il
existe x1 € Hy et x9 € Hy tels que x = x1 *x x5

Démontrer que, dans ce cas, la décomposition z = x1 * x2 est unique

Exercice 18 :

Soit (G, *) un groupe de neutre e et on considére I’application ® définie par :

(G,x) — (G,*)
{

r — ®(z)=2""!

Montrer que si ® est un homomorphisme de groupe, alors (G, *) est un groupe commutatif

Exercice 19 :

1. Soient (G,*) et (G1,T) 2 groupes et f : (G,x) — (G1,T) un homomorphisme de groupe.
Démontrer que ker f est un sous-groupe distingué de G

2. On définit, dans (G, *) une relation R définie par :
(Ve € G) (Vy € G) ((zRy) <= (f (x) = f (v)))

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence

(b) Donner une autre définition de la condition f (x) = f (y)

Exercice 20 :

Soit (G, *) un groupe non commutatif et Z (G) le centre de G. On appelle Int (G) 'ensemble des auto-
morphismes intérieurs de G :

Int(G):{faoﬁaeGet{fa:G — ¢ 1}

x — fo(x)=axz*a”

1. Montrer que (Int (G), o), ol o est la composition des applications, est un groupe

2. On considere I'application ¢ définie par :
{ p:G@ — Int(G)
a — p(a)=fa
Montrer que ¢ est un homomorphisme de groupe.

3. Donner ker ¢. Quand donc ¢ est un isomorphisme ?
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Exercice 21 :

Démontrer qu'un sous groupe H C G d’'un groupe (G, x) est distingué si et seulement si il est stable par
tous les automorphismes intérieurs de GG

Exercice 22 :

2im

Soit n € N* et w =e™» et ¢, une application définie par :

{@:(Z,—i—) — (C*, %) .

k — pk)=w

1. Montrer que ¢ est un homomorphisme de groupe

2. Rechercher ker ¢ et Imgp

3.4.2 Structure d’anneaux et de corps

Exercice 23 :

Soit r = V/2 et K = {z € R tel que & = a+ br + cr? avec (a,b,c) € Z3}. Montrer que (K, 4, x) est un
sous-anneau de (R, +, x)

Exercice 24 :

On considere (Z x Z,®,®) ou 'addition @ est une addition définie par :
(a,b) @ (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

Et la multiplication ® par :
(a,b) ® (¢,d) = (ac,bd)

Montrer que (Z X Z,®,®) est un anneau commutatif unitaire. Est-il integre ?

Exercice 25 :

Soit (A, +, X) un anneau, non forcément commutatif, non forcément unitaire. Soit :
C={ceAtelsque Vr€ A)(zx xc=cxux)}

11 faut montrer que C est un sous-anneau de (A, +, X)

Exercice 26 :
Anneaux de Boole
Soit (A, +, x) un anneau tel que, pour tout z € A, 22 =z
1. Démontrer que, pour tout € A, 2z =z + x = 0 et que (A4, +, X) est un anneau commutatif

2. Démontrer que, pour tout z € A et tout y € A, zy(x +y) =0

Exercice 27 :
1. Soit (4,4, x) un anneau commutatif. Soit © € A tel qu'il existe n € N tel que 2™ = 0 (z est
nilpotent). Montrer que si et y sont nilpotents, alors zy et x + y sont nilpotents

2. On suppose que (4, +, X) est un anneau commutatif et unitaire. Soit € A tel qu’il existe n € N
tel que ™ = 0. Montrer que 1 — x est inversible

3. Soit (A, +, x) un anneau non forcément commutatif. Soient u € A et v € A tels que uv soit
nilpotent, c’est & dire qu’il existe n € N tel que (uv)™ = 0. Il faut montrer que vu est nilpotent
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Exercice 28 :

Soit (A, +, x) un anneau unitaire d’unité 1 et U ’ensemble des éléments inversibles de A. Il faut montrer
que U, X est un groupe.

Exercice 29 :

On considere Z [ﬁ] = {a +bv/2avecacZetbe Z}

1.
2.

Montrer que (Z [\/ﬁ] ,+, ><) est un anneau

Pour 2 = a + by/2, on note C (x) = a — by/2; montrer que, pour tout x et tout y de Z [\/5], on a
C(zy) = C(x)C(y)

Pour x € Z [\/ﬂ, on note N (z) = zC (z) = a® — 2b%. Montrer que, pour tout x et tout y de
Z V2], ona N (zy) = N (z) N (y)

En déduire que les éléments inversibles de Z [\/ﬂ sont ceux qui s’écrivent a4 by/2 avec a? —2b% =
+1.
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