Chapitre 3 Groupes, anneaux, corps 3.5 Exercices corrigés

3.5 Exercices corrigés

3.5.1 Structure de groupe
Exercice 1 :
1. Montrer que U = {z € C tels que |z| = 1} est un groupe pour la multiplication.

Voila qui n’est pas si difficile!!
> On montre que si z € U et 2/ € U, alors 22’ € U
En effet, nous avons |z2'| = |z| x |[2/|, et si z € U et 2’ € U alors |z| = |2'| =1 et donc |22/ =1,
et donc, 22/ e U
> D’autre part, 1, le neutre pour la multiplication est élément de U
> Siz € U, alors |,z\2 =2z =1, et donc 27! = Z et comme Z € U, 2z~ € U ; ainsi, tout z € Y
admet un symétrique 2~ € U
> Pour conclure, la multiplication est aussi commutative dans U/
U = {z € C tels que |z| =1} est donc un groupe commutatif pour la multiplication

2. Soit E un ensemble et B(E) I'ensemble des bijections de E. Montrer que (B (E) o) est un groupe.
En étudier la commutativité

> La composition de deux bijections étant une bijection, la loi o est bien une loi de composition
interne de B (F)
> D’autre part, la loi o étant, de maniere générale, associative ; elle I’est donc, en particulier dans
B(E)
> L’élément neutre pour o est 'application identique de F, notée Idg
> Comme tout f € B(E) est bijective, il existe donc f=! € B(E) telle que fo f~1 = f~lo f=
Idg. £~ est donc le symétrique de f dans B (E)
(B(E),o) est donc un groupe.
Par contre, (B(E), o) n’est pas un groupe commutatif.

Prenons, par exexemple E = {A; B;C} et soient f € B(F) et g € B(E) telles que :
A B C A B C
f«0 4 4 g+ 4
A C B C A B
Alors :
A B C A B C
fog:i| L L | gof: [ L 1 1
B A C C B A
On voit bient que fog # go f; il suffit de voir que fog(A4) = f(g(A)) = f(C) = B, alors

=J g

que go f(A)=g(f(A)=g(A)=C;onadonc fog(A)#gof(A)
On peut remarquer que fo f =Idg et donc f = f~1.

D’Oﬁ(gof)o(fog):go(fof)ogzgoldEnggog.Nousavons:

A B C

gog=g*:| L 1 |

B C A

Démontrer que ¢> = Idg et que donc, g2 = g~ !

Exercice 2 :
Un ensemble E est muni d’une loi x interne et associative; on suppose que, pour tout a € G, v, et d, sont

surjectives (Voir 3.1.2). Montrer que (E, %) est un groupe

1. Existence d’un élément neutre
Soit a € FE
Ya €t 0, étant surjectives :
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> Il existe e € F tel que §, () =a <= a=exa

> Ilexiste f € Etel que v, (f) =a<=a=axf

Quelque part, ici, e et [ jouent un réle d’élément neutre, mais, c’est un meutre qui, a priori,
dépend de a; ce n’est pas ce que nous cherchons. Ce que nous voudrions démontrer, c’est qu’il
existe un €lément e tel que, pour tout x € B, xxe=e*xx =x

Soit donc x € £
Il existe @ € E tel que §, (o) = a*a = x; de méme, il existe § € F tel que v, (8) = Brxa==x

Alors :
exr= ex(axaq) zxf= (Bxa)xf
= (exa)x« et = B*(axf)
= axa==z = fxa==zx

Ainsi, pour tout € E, nous avons e xx = x et z x f = x. En particulier :
> Sixz=f,alorsexf=f
> Siz=e,alorsex f=¢e
Et donc : f = ex f = e Et donc, pour tout x € E, xxe = exx = x, et e est bien I’élément neutre
de (E,x)
2. Existence d’un élément symétrique pour tout « € F
Soit x € E
Il faut montrer qu’il existe x1 € F tel que x x x1 = x1 xx = e ou e est I’élément neutre pour

Comme 7, et §, sont surjectives, il existe u € F et v € E tels que :
0z(uy=e<=urxx=cety,(v)=e<=ax*xv=c¢

Nous avons alors :
v=exv= (uxx)*v
= ux(z*v)
= ux*e
= u

Ainsi, pour tout = € F, il existe u € F tel que xxu = uxx = e, c’est a dire que pour tout x € E,
il existe un symétrique.

Exercice 3 :

Soit E un ensemble quelconque et a € E un élément de E. Nous savons que (B (E), o) est un groupe. Nous
appelons A I'ensemble des bijections de B (E) laissant a fixe (c'est a dire f € A<= f(a) = a).
Démontrer que (A, o) est un sous-groupe de (B (E) , o)

Pour le démontrer, nous allons utiliser la caractérisation des sous-groupes vue dans le théoreme 3.1.4

1. Tout d’abord, A #
En effet, Papplication identique Idg est un élément de A

2. D’autre part, si f € A, alors f~! € A

En effet, si f € A, f est une bijection et f (a) = a et sa bijection réciproque f~1 vérifie :

fla=ae=flofla)=f"(a)= f"(a)=a

Et donc f~' e 4
3. Soient f € Aet g€ A, alors fog~le A
Nous avons fog™(a) = f g7 (a)] = f(a) =a
Donc fog~le A
Ainsi, (A, o) est un sous-groupe de (B (E), o)
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Exercice 4 :

Soit (G,*) un groupe. On appelle centre de G I'ensemble Z (G) des éléments de G qui commutent avec
tous les éléments de G, c'est a dire : Z (G) = {c € G tels que (Vx € G) (x xc=cxx)} Démontrer que
(Z (G) ,*) est un sous-groupe de (G, x)
Une nouvelle fois, nous allons utiliser le théoreme 3.1.4
1. Nous avons Z (G) # 00
En effet, ’élément neutre e est tel que, pour tout © € G, exx =z xe; donc e € Z (G)
2. Siye Z(G), alors y=! € Z(G)
En effet, soit y € Z (G) et u € G quelconque; alors y * u = uxy. En composant & droite par y—
nous obtenons :

1

)

-1 -1 1

= (yru)ry ' =ux(yxyl) = (yru)ry ' =u
1

yxu =ukxy <= (yru)*xy " = (u*y)*y

En composant maintenant a gauche par y~*, nous obtenons :

-1 -1

=u<s=y x(yxu)y T =y T = (YT xy)rury T =yt L=yt

(y * u)*y =Y AU URY =Y KU

Et donc y~! € Z (G)
3.S8ireZ(G)etye Z(GQ),alorsxxy~ ! € Z(G)
Soient donc z € Z (G), y € Z (G) et u € G, quelconque. Alors :

(zry N ru=ax(y 'xu)=ax(urxy™ ) =@ru)xy = (ura)xy  =ux(zxy”")
Et donc zxy~! € Z(G)
(Z (G) ,*) est donc un sous-groupe de (G, x)
Exercice 5 :

Soit (G, *) un groupe de neutre e et a € G ; on considere les applications f, définies par :

{ fo: G — G
r — fo(x)=axx*al
Montrer que f, est un automorphisme

1. Nous allons montrer que f, est un homomorphisme de groupe (un endomorphisme donc)
Soient x € G et y € G. Alors :

falexy) = ax(zxy)xa™!

= (axx)x(y*at)

= (axaz)*ex(yxat)

= (axx)*(a "t xa)*(y*xa™t)
(a*x*a‘l)*(a*y*a_l)

= Ja(x) X fa(y)

Nous avons donc, pour tout € G et tout y € G f, (x*xy) = fo () X fo (y)
fa est bien un endomorphisme de (G, *)

2. IL faut maintenant montrer que f, est bijectif

(a) Montrons que f, est injective
Soient x € G et y € G tels que f, (x) = fo (y); alors :

fo(@)=foly) = axz*xa ' =axyxa’
En composant & gauche par a~!, nous avons :
-1 _ -1 -1 -1 _ -1 -1 -1 _ -1
A*T*A" =axYka a4 xa*Txka  =a  Kkakyxa < xr*a  =yxa
En composant a droite par a, nous obtenons :
-1 _ -1 -1 _ -1 _
Tha T =yYkaT =S ka  ka=Yxa xa<=Tr=Yy

fa est donc injective
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(b) Montrons que f, est surjective
Soit y € G; existe-t-il © € G tel que f, (x) =y?
Si cet x € G existe, alors y = axxxa~', en composant & droite par a et & gauche par a~ !, on
trouve z =a ' xyxa

Nous avons alors fo (#) = ax (a™' xy*a) xa™' =y, et donc f, est surjective.

fa est donc bijective

fa est donc un automorphisme

Correction des exercices complémentaires sur les groupes

Exercice 9 :

Soit a € R On définit, sur R la loi x définie par : © xy = = + y + a Démontrer que (R,x) est un groupe
commutatif

La loi % est de maniere évidente interne et commutative.
> Montrons qu’elle est associative
Soient t e R,y € Ret z€ R
e rx(yxz)=z*xy+z4+a)=c+y+z+a)+a=x+y+z+2a
o (zrxy)xz=(x+y+a)rxz=(r+y+a)+z+a=x+y+z+2a
Nous avons donc : z * (y *z) = (z *y) * z; la loi * est bien associative.
> Montrons que la loi x admet un élément neutre
Si cet élément neutre existe, appelons le e, alors x x e = x, c’est a dire :

rxe=r+et+a=xr—e=—a

Donc, si 1élément neutre existe, il est égal & —a; et réciproquement, nous avons z * (—a) =
x4+ (—a)ta==x
> Existe-t-il un symétrique pour la loi * pour tout z € R

Si ce symétrique existe, appelons le x1, alors = x x1 = —a, et nous avons donc :
TxT1=—a<=r+r1+ta=—a<=xr1=—2—2a
Réciproquement, il est clair que = * (—z — 2a) = —a et donc que tour réel , admet pour la loi *,

un symétrique
(R, %) est donc un groupe commutatif

Exercice 10 :
Dans R** x R, on définit la loi % par : (a,b) * (c,d) = (ac,ad + b) Vérifier que (R*T x R, ) est un groupe

1. C’est clairement une loi interne
Nous avons (ac,ad + b) € R? et comme a > 0 et ¢ > 0, nous avons ac > 0 et donc (ac,ad + b) €
R** xR
2. La loi x n’est pas commutative
En effet :
e (1,2) % (3,4) = (3,44 2) = (3,6)
o (3,4)x (1,2) = (3,6 +4) = (3, 10)
Nous avons (1,2) x (3,4) # (3,4) x (1,2) et la loi x n’est donc pas commutative
3. Montrons que la loi est associative Soient (a,b) € R*T x R, (¢,d) € R*T x R et (e, f) € R*T x R

e Premierement :

(a,0) x ((c,d) * (e, f)) = (a,b) * ((ce,cf +d))
= (ace,a(cf+d)+Db)
(ace,acf + ad + b)

e En second lieu :

((a,b) x (¢,d)) * (e, f) (ac,ad + b) * (e, f)
= (ace,ac x f+ad+b)

(ace,acf + ad + b)
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Nous avons donc bien (a,b) * ((¢,d) * (e, f)) = ((a,b) * (¢,d)) * (e, f) et mla loi x est associative.

4. Existence d’un élément neutre

S’il existe un élément neutre noté (e, f), nous devons avoir, pour tout (a,b) € R** x R :
(a,b) x (e, f) = (a,b)
Or, (a,b) * (e, f) = (ae,af + b) et
(a,b) * (e, f) = (a,b) < (ae,af +b) = (a,b)

D’ol nous avons le systeme déquations, vrai pour tout a > 0 et tout b € R :

ae = a
{af—i—b: b < e=let f=0

D’ou, le couple (1,0) est le neutre pour *

5. Existence d’un symétrique

Soit (a,b) € R** x R; si (a,b) admet un symétrique pour la loi %, alors, ce symétrique (c,d) €
R**T x R est tel que :

(a,b) x (¢,d) = (1,0)
Nous avons alors :

1 —b
(ac=1et ad+b=0) < (c:fetd:—)
a a

1 —b
Ainsi, le symétrique de (a,b) € R** x R pour la loi x est donné par : (7, —)
a’ a

(R*+ x R, %) est donc un groupe non commutatif

Exercice 11 :
Dans R?, on définit la loi x par : (a,b) x (¢,d) = (a + c,be® + de™*) Vérifier que (R?, %) est un groupe
C’est clairement une loi de composition interne

1. Ce n’est pas une loi commutative
En effet :
e (L0)x(0,1) = (L1,e7!)
o (0,1)%(1,0) = (L,e)
Nous avons (1,0) % (0,1) # (0,1) = (1,0) et la loi star n’est pas commutative.

2. Elle est associative
Soient (a,b) € R?, (¢,d) € R? et (g,h) € R?
e Premierement :

(@)% (e d) % (0. 1) = (a,5) % ((c+ g, de? + he=))
= (a+c+g,beT9 + (de? + he™¢) ™)
(a+c+g,beT9 +ded™% + he %)

e En second lieu :

((a,0) x (¢, d)) x (9,h) = (a+c,be® +de™) x (g, h)
= (a+c+g,(be+de ) eI + he (@)
= (a+c+g,becT9 + de 29 + he™27°)
Nous avons done bien (a,b) x ((¢,d) x (g, h)) = ((a,b) x (¢,d)) * (g, h) et mla loi x est associative.

3. La loi x admet un élément neutre

S’il existe un élément neutre noté (c,d), nous devons avoir, pour tout (a,b) € R? :

(a,b) x (¢,d) = (a,b)
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Ce qui se traduit par :
(a,b) * (¢,d) = (a,b) <= (a+c,be® +de™*) = (a,b)
Nous obtenons donc le systeme :

{ a+c= a

bet 4 de—a — b —c=0etbt+de " =b=c=0etd=0

D’oty, le couple (0,0) est le neutre pour *

4. Existence d’un symétrique
Soit (a,b) € R?; si (a,b) admet un symétrique pour la loi x, alors, ce symétrique (c,d) € R? est
tel que :

(a,b) * (¢,d) = (0,0)
Nous avons alors :
(a+c=0etbe®+de *=0) < (c=—aet d=—b)
Ainsi, le symétrique de (a,b) € R? pour la loi x est donné par : (—a, —b)

(RQ,*) est donc un groupe non commutatif

Exercice 12 :
Soit n € N*. Dans R* x R, on définit la loi x par : (a,b) x (¢,d) = (ac,ad + be™) Vérifier que (R* x R, x) est

un groupe

1. C’est une loi de composition interne
Sia#0etc#0, alors ac # 0 et donc, nous avons bien (ac,ac + bc™) € R* x R

2. Elle n’est pas commutative si n > 2
Soient (a,b) € R* X R, (¢,d) € R* x R; alors :
e (a,b) % (c,d) = (ac,ad + bc™)
e (¢,d)*(a,b) = (ac,bec + da™)
Bien entendu, & priori, nous avons (a, b) * (¢, d) # (¢, d) x (a, b)
> Sin =1, alors (ac,ad + bc™) = (ac,ad + be) et (ac,be+ da™) = (ac,bc + da) et nous avons
(a,b) * (¢,d) = (¢,d) * (a,b)
La loi x est commutative pour n =1
> Si n > 2, prenons un cas particulier :
o (2,0)%(3,1) = (6,240 x 3") = (6,2)
o (3,1)%(2,0) = (6,0+1x2) = (6,2")
Sauf si n = 1, nous avons toujours 2" # 2
Ainsi, si n > 2, la loi x n’est pas commutative

3. La loi x admet un élément neutre
S’il existe un élément neutre noté (¢, d), nous devons avoir, pour tout (a,b) € R* x R :

(a,b) x (¢,d) = (a,b)
Ce qui se traduit par :
(a,b) * (¢,d) = (a,b) <> (ac,ad + bc™) = (a,b)

Nous obtenons donc le systeme :

{ad—i—b?’fi Z =c=letad+b=b=c=1letd=0

D’ot, le couple (1,0) est le neutre pour *
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4. Existence d’un symétrique

Soit (a,b) € R* xR ; si (a,b) admet un symétrique pour la loi «, alors, ce symétrique (¢, d) € R* xR
est tel que :
(a,b) * (¢,d) = (1,0)

Nous avons alors :

n 1 -b
(ac =1 et ad + be :O)Q(C:getdzm)

1 —b
Ainsi, le symétrique de (a,b) € R* x R pour la loi x est donné par : <77 T—i—l)
a’ a

Ainsi, (R* x R, ) est un groupe (commutatif si et seulement sin =1)

Exercice 13 :

Soit (G, %) un groupe de neutre e tel que, pour tout x € G, xxx = e. Démontrer que (G, *) est commutatif

Nous devons donc montrer que, pour tout x € G et tout y € G, xxy =y *x
De I'égalité = x x = e, on peut déduire que tout x € GG est son propre inverse.
Soient donc = € G et y € G; alors, (xxy) * (x*y) =e.

Composons a droite par y; alors :

(zry)*x(zxy) =< (zxy)*(Tzry)xy=exy < o*x(y*xz)xy*xy=y<=zx(yxz) =9y
Composons a gauche par x; alors :
(zxy)x(xxy)=e<=a*x(yrxz)=y<=s*xrx(y*xa) =axy<e*x(yxx) =x*y

Nous avons donc yxx = z *y. (G, *) est bien commutatif

Exercice 14 :

y s 1 .
Soit a € N fixé.On considére : H, = {q € Q tels que q = am ouméeZetnc Z} Il faut montrer que

1+an
H, est un sous-groupe de (Q*, x)

1. Une premiere remarque si a = 0
Alors, Hy = {1} et Hy est un sous groupe trivial de (Q*, x)

2. Supposons maintenant a € N*

1+0xa
1+0xa
nous aurions pu trés bien ne faire que m = n)
(b) Soit ¢1 € H, et g2 € H,.
1+am 1+ amg

Alors gy = ——oumi € Zetny € Z; de méme, gg = —— oumg € Zet ng €7
1+an; 1+ ans

(a) Dans tous les cas, H, # () puisque 1 = € H, (Nous avons fait m = n = 0, mais

_l4+amy_ 1+any  (14+ami)(14anz)  1+a(ny +my+aming)  1+aM
S dl4ang  14amy  (14any)(1+amg)  1+a(ng +mo+ameny) 1+aN

Q1><(CI2)71

ou M = ny +mi1 +aming et N = nqy + mso + amony ; nous avons M € Z et N € Z et donc
—1i
q1 % (q2) € H,
H, est bien un sous-groupe de (Q*, x)
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Exercice 15 :

Soit (G, *) un groupe et H C G, un sous-groupe de (G, ). On considére, dans G, la relation R suivante :

(Vz € G) (Vy € G) ((#Ry) < (yil *xx € H))

1. Montrer que R est une relation d'équivalence

> Elle est réflexive
Soit € G. Alors, 7! xx = e € H et donc, nous avons xRz
> Elle est symétrique
Soient x € G et y € G tels que xRy ; alors y~' xx € H. H étant un sous groupe, 'inverse de
y~! %z est aussi dans H. Or,(y ! *x)_l =zl xy.
Donc 27! xy € H et nous avons yRzx
> Elle est transitive
Soient x € G, y € G et z € G tels que Ry et yRz. Alors y 'z € Het 27 xy € H.
La loi x étant interne & H, nous avons donc : (27!« y) (y~' x2) € H. de l'associativité, nous
avons :

1

(7' xy)x (v xa) =2 x (yry ) xa =2 %

Et donc 27! 2 € H et donc 2Rz
R est donc bien une relation d’équivalence

2. Montrer que les classes d’équivalence modulo R sont du type x x H, ou x € G et ol :

xxH={geGtelsqueg=xzxh ol heH}

Nous appelons ¢ la classe de x modulo R ; il faut donc montrer que & = x x H
> Soit y € & ; alors yRa et donc ™'y € H, c’est a dire qu’il existe h € H tel que 2~ 'y = h <=
y=xxh;etdoncycaxxH
Nous en déduisons que & C xx H
> Soit maintenant y € x % H ; il existe donc h € H tel que y =z« h et donc = ! xy = h, c’est &
dire 7! xy € H ; nous avons donc yRx, c’est & dire y € &
Nous en déduisons que xx H C &
Nous avons donc x x H = & ; les classes d’équivalence modulo R sont donc du type x x H, ou
x€G.

3. Quelle est la classe d’équivalence de I'élément neutre e 7
Clairement, H = ¢é

4. On suppose que G est un groupe d’ordre fini n (c'est a dire Card G = n).Montrer que I'ordre d'un
sous-groupe de G divise I'ordre du groupe G

Soit H C G un sous-groupe de G de cardinal p. Alors, p < n

Si nous considérons 6, : H — = *x H (¢f 3.1.2), 0, est une bijection de H sur x x H et donc
CardxzxH =Card H =p

D’autre part, les classes d’équivalence modulo R forment une partition de G et elles sont en
nombre fini k. Comme toutes les classes d’équivalence ont le méme nombre d’éléments, nous
avons n = k X p et donc p divise n

D’ou le résultat
Exercice 16 :
Soit (G, *) un groupe non forcément commutatif de neutre e.

1. On définit, dans G la relation R définie par : (Vz € G) (Vy € G) ((zRy) <= (Ja € G tel quey = axxxa"'))
Montrer que R est une relation d'équivalence.
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> Elle est réflexive
Soit z € G. 1l existe a = e tel que x = e x x x ; comme e est son propre inverse, nous avons
TRz

> Elle est symétrique
Soient x € G et y € G tels que 2Ry
Il existe donc a € G tel que y = a*xxa~
En composant a droite par a, nous avons y xa = (a*x *ail) *a = (axx)* (a’l *a) =ax*xT
En composant, maintenant, & gauche, par a~!, nous avons a ! xyxa = a ! x (axx) =
(atxa)xz ==z
Il existe donc u = a~! tel que x = uxyxu~"! et donc yRzx

> Elle est transitive
Soient x € G, y € G et z € G tels que xRy et yR=z
Il existe donc a € G tel que y = axxxa" ' et il existe u € G tel que z = uxy*u~
Alors z=uxy*u ' =ux (axzxa ) xu™l = (uxa)xz* (a™' xu™t)
Or, (uxa) ' =a? !

1

1

*u .
Ainsi, il existe W € G, W = uxa tel que z =W sz x W~ et donc, nous avons Rz
La relation est bien transitive

R est donc une relation d’équivalence.

2. Soit a € G et H C G un sous-groupe de G. Montrer que I'ensemble a x H x a~!

de G

est un sous-groupe

Rappelons ce qu’est a * H xa~ ' :

axHxa ' ={g € tel quil existe h € H tel que g=axhxa" '}

> Tout d’abord a « H x a~! n’est pas vide
Eneffet, e caxHxa ' care=axexa ! et comme e € H, nous avons e € ax H xa~
> Montrons quesiz €axHxa letycaxHxa ', alorszxy ' €axHxa
Soient donc z € ax Hxa ' ety caxH xa™*
Alors il existe hy € Htel que z =axhi*xa ' et hg € Htel que y=axhgxa™ .
Nous avons y ' = a*hy ' xa~! et donc

1

axy = (axhixa M )*(axhyt xa”") = (axhi)x(a"t xa)x(hy "t xa) = ax(hy xhy ' )xa!

Comme H est un sous-groupe, h *h;l € H, et en posant U = h; *h;l, nous avons rxy ! =

axUxa tetdoncaxxy ' €axHxa !
a* H xa~! est donc un sous-groupe de G

3. Un sous-groupe H C G est dit distingué si, pour tout a € G, H = ax H xa™*
(a) Montrer que le centre de G,Z (G) est un sous-groupe distingué de G

Il faut donc démontrer que, pour tout a € G, Z (G) = a*x Z (G) xa™!

Soit donc a € G

— Nous avons Z (G) Cax Z (G)xa™?
En effet, soir z € Z (G); alors ax zxa™' € ax Z(G) xa™'. Or, comme z € Z (G), nous
avons :

(a*z)xa ! = (z%a)xa”! :z*(a*cfl) =z

Donc z € ax Z (G)*a~t et donc Z (G) CaxZ(G)xa~!
— Nous avons a x Z (G) xa™! C Z (G)
Soit u € ax Z (G) xa~! il existe z € Z (G) tel qie h = ax zxa~!; comme z € Z (G), nous
avons h = z et h € Z (Q)
Et donc, pour tout a € G, nous avons Z (G) = a* Z (G) xa~! et Z(G) est un sous-groupe
distingué de G
(b) Montrer que I'intersection de 2 sous-groupes distingués est distinguée

Soient H; et Hs 2 sous-groupes distingués de (G, %) et posons X = Hy N Hy
Tout d’abord, X est un sous-groupe de (G, *) comme intersection de sous-groupes. Montrons
que pour tout a € G, X =ax X xa~!
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> Soit x € X
e Alors z € Hy et, Hy étant distingué, il existe hy € Hy tel que z = a*xhy xa~
e De méme, xz € Hs et, Hs étant distingué, il existe aussi ho € Hs tel que x = axhyxa™
Alors, nous avons = axhy xa~! = axhy*a~! et donc, d’apres les propriétés de groupe,
hi = ho = h, ce qui veut dire que h € H; N Hy autrement dit h € X et z € ax X xa~*
En conclusion, X C a* X xa~!
> Soit, maintenant, € a * X xa~
Alors, il existe y € X tel que x =a*xyxa~
e Comme y € X, alors y € Hy, et H; étant distingué en G, axyxa~' € H;
e De méme, comme y € X, alors y € Ho, et H, étant distingué en G, axyxa~' € Hy
Donc x € HHNHsy, cest aditez € X et ax X xa™ ' C X
Ainsi, X =ax X xa~ ! et X = H; N H; est distingué en G
(c) Démontrer que H C G est un sous groupe distingué si et seulement si, pour tout v € G, x x H =
Hxx

1
1

1
1

i. Supposons que H est un sous-groupe distingué, alors pour tout = € G, nous avons x * H x
T '=H
Montrons que xx H = H x x
Soit iy € &« H ; alors, il existe h € H tel que y = = x h; en composant & gauche par z !,
nous avons y x ' =z xhxx "L
Nous avons zxhxx~ ' € x Hxx ™!, et H étant distingué, zxh+x™' € H < yxz~ ' € H.
11 existe donc h; € H tel que yxx ' = hq, c’est a dire tel que y = hyxx; et donc y € H *z.
Nous avons donc xx* H C H *x ; nous démontrerions de la méme maniere que H xx C x*x H
Et doncxxH = H*x

ii. Supposons que tx H = H xx

Montrons que H est distingué, c’est & dire que zx Hxz ' = H
> Montrons que H C x x H xx ™!
Soit y € H et considérons y * x
yxx € H*x, et comme v x H = H %z, il existe hy € H tel que yxx = z x h1. En
composant & droite par !, nous obtenons y =z xhy xx "' et doncy € x x H x ™!
Nous concluons que H C xx H x 27!
> Montrons, maintenant que x x* H xx~' C H
Soit donc y € x x H %z~ *
11 existe donc h € H tel que y = xxhxx ™1, c’est & dire, en composant a droite par «,
que nous avons y xxr =x* h et donc yxx € x x H
Comme z x H = H * z, il existe hy € H tel que y xx = hy * x; en composant une
nouvelle fois & droite par 2!, nous obtenons y = h; et donc y € H
Et doncxxHxxz ' C H
En conclusion,  * H x ™' = H et H est distingué.

Exercice 17 :

Soit (G,*) un groupe de neutre e, Hy et Hy, 2 sous-groupes de (G,*). On dit que H, et Hy sont somme
directe de G si et seulement si Hy N Hy = {e} et, pour tout x € G, il existe x1 € Hy et w9 € Hy tels que
xr = x1 % x9 Démontrer que, dans ce cas, la décomposition © = x1 * xo est unique

Soient donc H; et Hy deux sous-groupes de G qui sont somme directe de G
Soit x € G et supposons qu’il y ait 2 décompositions de x, c’est a dire :

T=x1*Ta =y *yaouxy € H , x0 € Hy et y; € Hy , y2 € Ho
Alors, en composant & droite par l'inverse de x5, nous avons :
-1 -1 -1
Qfl*aigzyl*yg@‘ﬂ?l*l‘g*(l‘g) :yl*yg*(mg) <:>$1:y1*y2*(1'2)
Composons maintenant & gauche par 'inverse de y; ; nous avons :

a1 =y kg x (2) == (1) T xr = (1) kykye x (22) T = (1) k= yo ok (a2) )
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Appelons z = (yl)_l * X1 = Y2 % (932)_1

H, étant un sous-groupe, nous avons (yl)_1 *x1 € Hy; de méme, Hy étant un sous-groupe, nous avons
Yo * (.732)_1 € Hs, c’est a dire z € Hy et z € Hy; en d’autres termes : z € H; N Hs.

Comme H; N Hy = {e}, z =€ et donc :

(yl)il*xl =e<= Yy =1 et yz*(xz)fl =€ <= Y2 = T2

Il y a donc unicité de la décomposition

Exercice 18 :

Soit (G,*) un groupe de neutre e et on considére I'application ® définie par :

{ (G, * (G, %)

—
r — ®(z)=2""!

Montrer que si ® est un homomorphisme de groupe, alors (G, *) est un groupe commutatif

Nous supposons donc que ® est un homomorphisme de groupe (c’est méme un endomorphisme)
Il faut donc montrer que, pour tout x € G et tout y € G, cxy =y *x

Comme @ est un homomorphisme, nous avons ® (z 7' xy™') =@ (z71) x @ (y~!) = *y
Comme z ' xy~! = (y*x)_l, NOUS avons :

Pz txy ) =9 ((y*x)_l) =y*x

Et nous avons donc z xy = y * x et (G, *) est bien un groupe commutatif

Exercice 19 :

1. Soient (G, ) et (G1,T) 2 groupes et f : (G,x) — (G1, T) un homomorphisme de groupe. Démontrer
que ker f est un sous-groupe distingué de G

Il faut donc montrer que, pour tout z € G, ker f = x xker f xx ™!

> Soit z € ker f; alors, f(2) =eet 271 % zxx € ker f. En effet :

f(x’l*z*x) :f(x’l)*f(z)*f(m):(f(x))fl*e*f(x):e

Il existe donc k € ker f tel que z ' xzxx =k, et donc z = xxk*z ! et donc z € xxker fz !

Vous avons donc ker f C zxker f x 27!
> Réciproquement soit z € z x ker f x 2~
Il existe donc k € ker f tel que z =z *xkxx~
que z € ker f
Nous avons donc z % ker f x 21 C ker f
Et donc pour tout 2 € G, ker f = x xker f xz~!

1+ on démontre facilement que f (z) = e et donc

2. On définit, dans (G, *) une relation R définie par :

(Vz € G) (Vy € G) ((¢Ry) <= (f (z) = [ (y)))

Donner une autre définition de la condition f (z) = f (y)

> Il est parfaitement évident que R est une relation d’équivalence
> La relation f (z) = f (y) peut effectivement étre définie autrement :

F@=f@) = f@*f@)  =ea <:>f($*y71) =6 <= axy ' Ckerf

Effectivement, nous avons ((zRy) <= (z*y~' € ker f))
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Exercice 20 :

Soit (G, *) un groupe non commutatif et Z (G) le centre de G. On appelle Int (G) I'ensemble des automor-
phismes intérieurs de G :

- N fn,:G — G }
Int(G)_{faouaeGet RN fa(:c):a*x*cfl

1. Pour commencer, un automorphisme intérieur est un automorphisme de groupe

> Pour tout a € G, f, est un homomorphisme de groupe
En effet, soient z € G, y € G et un automorphisme intérieur f,. Alors :

falxxy)= ax(@xy)*xa?!

(axx)* (yxa™t)
(a*m)*e*gy*a*)
(axz)* (™' xa) * (yx)
(axzxa™t)* (axy*)

= fa (x)*fa (y)

> Pour tout a € G, f, est injective
Soit z € ker f, ; alors, f, (2) = e, cest Adite axzxa™! =e
En composant & droite par a, nous obtenons : axzxa ! =e << axz=a
Puis, en composant & gauche par ¢~ !, nous obtenons axz =a <z =e
Dong, ker f, = {e} et f, est injective.

> Pour tout a € G, f, est surjective
Soit y € G; existe-t-il € G tel que f, (x) =y?
S'il existe, x vérifie 'équation a x x x a~! =y, et on trouve, facilement, z = a ! xy*a
fa est donc surjective

fa est donc bien un automorphisme de groupe; c’est donc une bijection et f; ' = f, 1

2. Montrer que (Int (G) ,0), oll o est la composition des applications, est un groupe

> Pour commencer, on peut dire que Int (G) # @ puisque Idg € Int (G) puisque Idg = f. ol e
est le neutre de G

> Ensuite la composition des applications étant associative, elle le sera, en particulier pour les
automorphismes intérieurs

> Le plus intéressant c’est la question de la composition interne.
Soit doncx € G,aeGetbe G :

fao fo(x) =" falfo(2)]
fa [bra* b*j
ax(bxzxb~t)xa™?
(axb)xz*x (b~ xa™t)
(axb)xzx(axb)™"

= fa*b (.’E)
Nous avons donc f, o f = faxp €t la loi o est bien de composition interne

> Le neutre pour o est bien Idg = f. et 'inverse de f,, pour .irc est f,—1 qui est bien un élément
de Int (G)

(Int (G), o), est bien un groupe pour la composition des applications.

3. On consideére I'application ¢ définie par :
{ p:G — Int(G)
a — ¢(a)=fa
Montrer que ¢ est un homomorphisme de groupe.
On utilise les questions précédentes :
@ (axb) = faxs = fao fo = (a)op(b)

@ est bien un homomorphisme de groupes
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4. Donner ker ¢. Quand donc ¢ est un isomorphisme ?

> Nous avons ker ¢ = {z € G tels que f, =Idg}
Donc, si 2 € ker ¢, pour tout 2 € G, f, (2) =z == r*xzx2" 1 =2
Nous avons donc, pour tout z € G, x xz = zxx, ce qui veut dire que x commute avec tous les
éléments de G et donc z € Z (G) et donc ker f C Z (G)
Réciproquement,
Siz e Z(@G), alors, pour tout z € G :

1 -1

fo(2)=axz%a” *z) = (zxa ) xz=2

Et donc f, =Idg et € kerp d’ott Z (G) C ker g
Nous en concluons donc que ker f = Z (G)

>  est un isomorphisme si ker p = {e}, c’est & dire que le centre de G, Z (G) est réduit au seul
élément neutre

=z (z

Exercice 21 :

Démontrer qu'un sous groupe H C G d'un groupe (G, x) est distingué si et seulement si il est stable par tous
les automorphismes intérieurs de G

1. Supposons que H C G est un sous-groupe distingué

Ce veut donc dire que, pour tout a € G, ax H*a~! = H ou, ce qui est équivalent, ax H = H *a.
Démontrons que, pour tout a € G, f, (H) C H ; nous aurons ainsi montré que H est stable par
tous les automorphismes intérieurs de G
Soit y € f, (H); il existe donc h € H tel que y = f, (h) =axhxa™!
H étant distingué, axhxa™! € H et donc y € H. D’ou f, (H) C H
2. Supposons que H est stable par tous les automorphismes intérieurs de G
Montrons que H est un sous-groupe distingué.
> Soit y € H et a € G. Alors, f,-1 (y) € H, c’est Adirea ' xyxaec H
Il existe donc h € Htel que a ' xyxa=h<=y=axhxa 'etycaxH*a ! et donc,
HcCaxHxa™!
> Soit y € a % H xa~'; il faut montrer que y € H
Il existe h € H tel que y = axhxa™t = f,(h). Comme f,(h) € H, nous avons alors
axHxa ' CH
Donc ax Hxa~! = H et H est distingué en G

Exercice 22 :

2im

Soitne N* etw =¢e™n

et o, une application définie par :

{@:(Z,—i—) — (C*, %)
E— pk)=wh

1. Montrer que ¢ est un homomorphisme de groupe

C’est tres facile; il suffit d’utiliser les propriétés des puissances dans ’ensemble C des nombres
complexes :

Sp(k'+ kl) = whth — ok Wk = go(k) X go(lﬁ)
¢ est donc bien un homomorphisme de groupe
2. Rechercher ker ¢ et Imyp

> kerop = {k € Z tels que p (k) =1} = {kGZtels que %" = 1}

ik ; ™ .
Nous avons alors %™ = ¢2iP™ avec p € Z et donc =2ipt <=k =pn
Donc k est un multiple de n et ker ¢ = nZ
> Pour trouver Imy, il suffit de voir qui si z € Imy, alors |z| = 1 et donc Imy C U ot U est le
cercle unité : U = {z € C tels que |z| =1}
Imy est, en fait U,, ensemble des racines n-iémes de 1
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3.5.2 Structure d’anneaux et de corps

Exercice 7 :

(RR, +, ><) est I'anneau commutatif et unitaire des fonctions numériques d'une variable réelle a valeurs dans

R. Pour zo € R, on appelle A (zo) = {f € R telles que f (x9) = 0}. Il faut montrer que (A (x0),+, X) est
un sous-anneau de R®

1. Tout d’abord, A (z¢) # 0 puisque la fonction nulle sur R en entier O est telle que O (z) = 0, et
O est bien un élément de A ()

2. D’autre part, solent f € A(z) et g € A(x). Alors :
(f—9)(x0) = f(z0) —g(x0) =0—-0=0

Donc, f—g € A(xp) et :

(f xg) (x0) = f(w0) X g(x0) =0x0=0
Donc, f x g € A(xp)

D’apres le théoreme 3.2.5, (A (x0) , +, X) est un sous-anneau de (R¥, +, x)

Exercice 8 :
On appelle Q <\/§) = {33 +yv2avecx € Q ety € Q}. Montrer que (@ (ﬂ) ,+, ><) est un corps
Ce type d’ensemble (ou de corps) est treés intéressant. On peut remarquer que Q C Q (\@) CR

1. Tout d’abord, z = z +yv/2 avec z € Q et y € Q est tel que z = 0 si et seulement siz =0 et y =0
bSiz=y=0alorsz=x+yv2=0
> Réciproquement, supposons z = x +yv2 = 0 et & # 0; alors yv/2 = —z donc y # 0 et

V2= ;x. Or, — €Qet V2 ¢ Q, ce qui est impossible. Donc z =y =0
Y Y
2. Ce qui permet d’écrire que = + yx/i =z + ylx/i si et seulement si x = z1 et y = y;.
3. Montrons que (Q (\@) .+, x) est un sous anneau de (R, +, x)

> Tout d’abord, Q (\/5) £ () puisque 0 =0+ 0v/2 € Q (\/5)
> Soient z; € Q (\/5) et z0 € Q (\/5) Alors, z = :c—i—y\/? et 21 = a1 +y1\/§

2—21=$+y\f—($1+y1\/§>:($—$1)+(y—y1)\/§

Comme z € Q et 7 € Q, nous avons x — 1 € Q; de méme y — y; € Q, et nous en déduisons
que z—2z1 €Q

> De méme, pour z; € Q (\/Q) et z0 € Q (x/i), nous avons :
21 X%y = (35 + y\@) x (931 + yl\@> = zxy+tayV2+yr V2+2y1 = (zz1 + 2yy)+(2yn + yz) V2

Or, comme (x,21,y,%1) € Q* nous avons zx1 + 2yy; € Q et xy; + yx; € Q et donc 22 €
Q(v2)
(Q <\/§) ,+, ><) est donc un sous anneau de (R, +, x)
4. Montrons que (Q (ﬂy , x) est un groupe

> Tout d’abord, Q (\/5)* # () puisque 1 =1+ 0v2 € Q (\/5)* ; le neutre pour la multiplication
est donc un élément de Q (\/5)*

> On a montré que la multiplication était interne dans Q (\/i)
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> Montrons que si z € Q (\/5), alors 27! € Q (\/5)

1 r— /2 x

R -1 _ _ _
Soit z = & + yv/2 avec & # 0 et y # 0. Alors, z _x+y\/§_:v2—2y2_x2—2y2+
-y
—V2
x2—2y2\[

Comme z € Q et y € Q, nous avons _r €Qet Y €Qetdoncz e (x/i)
22 — 242 22 — 22

((@ (\/i) ,+, ><) est donc un sous-corps de (R, 4+, x), donc un corps.

Correction des exercices complémentaires sur les anneaux et les corps

Exercice 23 :

Soit 7 = V2 et K = {x € R tel que x = a + br + cr? avec (a,b,c) € Z3}. Montrer que (K, +, X) est un
sous-anneau de (R, +, )

1. Nous allons donc, d’abord, montrer que K est non vide. Il suffit de voir que 0 € K puisque
0 = 0+ Or + 0r2. De méme, 1 € K puisque 1 = 1+ 0r + 0r2
2. Soient z = a + br + cr? et x1 = a3 + bir + c17? 2 éléments de K. Alors :
o r—1; = (a+br+cr2) - (a1 +b17’+01r2) =(a—ay)+(b—=0b)r+(c—c)r? Comme a € Z
et ap € Z, nous avons a — a1 € Z;de méme b—by € Zetc—cy € Zetdoncx —x; € K
e En passant au produit, nous avons :

Tx] = (a + br + cr2) (a1 + bir + 017"2) = aaj+abir+acir?+bayr+bbir+beiri+ayer’+cby P +ceyrt
Or, 7> =2 et r* = 2r; donc :

xx1 = aa + (aby +bay)r + (acy + bby + aic) r? + 2 (bey + byc) + 2cerr
(aa; + 2 (bey + bie)) + (aby + bay + 2ccy) v + (acy + bby + ajc) r?

Or, (aay + 2 (bey + bic)) € Z, (aby 4 bay + 2¢c1) € Z et (acy 4+ bby + aic) € Z
Donc, xz1 € K

Donc, (K, +, x) est un sous-anneau de (R, +, X); ¢’est méme un anneau unitaire puisque 1 € K

Exercice 24 :
On considére (Z x Z,®,®) ou I'addition & est une addition définie par : (a,b) ® (¢,d) = (a +¢,b+d), et
la multiplication @ par : (a,b) ® (¢,d) = (ac, bd)
Montrer que (Z x Z,®,®) est un anneau commutatif unitaire. Est-il intégre ?
1. Tout d’abord, et tres clairement, (Z x Z,®,) est un groupe commutatif.
e On démontre facilement que la loi & est associative et commutative
e Le neutre pour @ est (0,0)
e Chaque élément (a,b) € Z x Z admet (—a, —b) comme symétrique pour .
2. Clairement, la loi ® est associative et commutative
3. ® admet comme neutre le couple (1,1)
4. Si (a,b) € Z x Z admet un inverse (a’,b’) € Z x Z pour la loi ®, alors, nous avons :

ad =1let b =1

Les seuls éléments inversibles pour ® sont (1,1) et (—1,—1); ils sont méme leur propre inverse.

5. Il faut maintenant montrter que ® est distributive par rapport a &
Soient (a,b) € Z x Z, (¢,d) € Z x Z et (e, f) € Z x Z. Alors!

(a,0) @ [(c,d) ® (e, f)] = (a,b) ® [(C+€d+f)]
(alc+e).b(d+ )
= (ac+ ae,bd + bf)
(
(a,

ac,bd) @ (ae,bf)
b) © (¢, d) @ (a,b) ® (ae, bf)
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Ce que nous voulions

(Z X Z,®,®) est donc un anneau commutatif unitaire.
Ce n’est, par contre, pas un anneau intégre : nous avons (2,0) # (0,0) et (0,8) # (0,0), mais

(2,0) ® (0,8) = (0,0)

Exercice 25 :

Soit (A, 4+, X) un anneau, non forcément commutatif, non forcément unitaire. Soit :
C={ceAtelsque V€ A)(x xc=cxux)}

Il faut montrer que C est un sous-anneau de (A, +, X)

1. Premierement, C # () puisque 0 € C; en effet : pourtout r € A, 0x x =2 x0=0

2. Soit ¢; € C et ¢y € C; il faut montrer que ¢; —cy € C

Soit donc ¢z € A
X (1 —ca) =xCy —xCa =18 —cax = (1 — C2) T

Donc ¢; — ¢o commute avec tout z € A et donc ¢; —cy € C

3. Montrons maintenant que ¢; X co € C. Soit donc z € A
x(c1ee) = (wer) g = (1) e = 1 (xe) = 1 (cx) = (c102) @

Et donc ¢y X ¢y €C

Ainsi, C est un sous-anneau de (A, +, X)

Exercice 26 :
Soit (A, +, x) un anneau tel que, pour tout v € A, 2% = x

1. Démontrer que, pour tout x € A, 2x =z +x =0

Par hypothése, nous avons : (z + z)* = z+x, et donc 22+ z+a+12 = v+ < r+r+a+z = v+,
et donc z + x = 2z = 0. Ceci sous entend que x est son propre symétrique pour addition (c’est
a dire : x = —x) et que Panneau est de caractéristique 2

2. Démontrer que (A, +, X) est un anneau commutatif

Il faut montrer que, pour tout = € A et tout y € A, nous avons zy = yx
Par hypothese : (z 4+ y)2 =x+y. Or:

(x + y)2 =2ty <= (z+v) (x +y) = 22 Faytyzt+y® = a2ty <= s+rytyrty = oty <= ry+yzr =0

Donc, yx est 'opposé de xy pour I’addition, c’est a dire yxr = —xy = zy.
L’anneau est donc commutatif

3. Démontrer que, pour tout x € A et touty € A, zy(x+y) =0

Il suffit de développer, d’utiliser I’hypothese et la commutativité de la multiplication :

vy(x+y) =ayr+ay’ =yrr+ay=yr+azy=0

Exercice 27 :

1. Soit (A,+, x) un anneau commutatif. Soit x € A tel qu'il existe n € N tel que ™ = 0. Montrer que
si x et y sont nilpotents, alors xy et x + y sont nilpotents

2. On suppose que (A, +, X) est un anneau commutatif et unitaire. Soit © € A tel qu'il existe n € N tel
que " = 0. Montrer que 1 — x est inversible
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3. Soit (A, +, x) un anneau non forcément commutatif. Soient u € A et v € A tels que uv soit nilpotent,
c'est a dire qu'il existe n € N tel que (uv)" = 0. Il faut montrer que vu est nilpotent

1. Soit (A4, +, X) un anneau commutatif.
(a) On montre que si = et y sont nilpotents, alors zy est nilpotent
Soient x € A et y € A tels que que z" =0et y™ =0
> Une premiére méthode consiste & calculer (zy)™" ; en effet, nous avons :

(xy)"™" =™ x y"™" = (2")" x (y")"=0x0=0

> Une seconde méthode, puisque 'anneau A est commutatif, consiste & juste calculer
(xy)". En effet :
En fait, lorsque ’anneau est commutatif, il suffit que 'un des éléments x ou y soit nilpotent
pour que le produit zy soit nilpotent
(b) On montre que si x et y sont nilpotents, alors « 4 y est nilpotent
Soient = € A et y € A tels que que " = 0 et y™ = 0 Il suffit de calculer (z 4 y)™ " ; du fait
de la commutativité de A, nous pouvons utiliser le binéme de Newton :

m+n Ay m+n k, m+n—k
()™=, )ty
k=0

> Pour k >n, k=n+rottr >0 et donc zF = 2" = 2" x 2" = 0 de telle sorte que

m+n = m+n k, m+n—k
()™ => (", )"y

k=0
> Sik<n—1,alorsn—k>+1et y™t"F =y x y"=% =0 et donc

n—1
T+ mtn _ (m + n) .’L‘k m+n—k _ 0
(z+y) kZ:O N y
Ainsi, x 4 y est nilpotent
2. Cette fois (A4, +, X) est un anneau commutatif et unitaire.
Soit & € A nilpotent. Montrer que 1 — x est inversible
Soit = € A tel qu’il existe n € N tel que 2™ = 0. Nous avons 1 — 2™ = 1. Or :

l=1-2"=(1-2)(1+z+2>+2°+- - +2"")
Ainsi, 1+ z + 22 + 2% + - .- + 27! apparait bien comme 'inverse de 1 — x

3. Soit (A, -+, x) un anneau non forcément commutatif. Soient u € A et v € A tels que uv soit nilpotent.

Il faut montrer que vu est nilpotent
n+1 |

Calculons (vu)

(vu)" ! = (vu) (vu) (vu) - - - (vu) (vu) = v (W) () - (uv) v = v (uw)" u = 0

n+1 fois n fois

Exercice 28 :

Soit (A,+, x) un anneau unitaire d'unité 1 et U 'ensemble des éléments inversibles de A. Il faut montrer
que U, x est un groupe.

1. Tout d’abord, (A, +, x) étant un anneau, la loi X est associative dans U

Ensuite, U # () parce que 1 € U
D’autre part, si z € U, x admet un symétrique pour x, qui est 71, et donc 2~ € U

W

Il faut, maintenant, montrer que la loi x est interne dans U.
Soient x € U et y € U. Alors :

(mxy)x(y_lxx_l):xx(yxy_l)xm
1 1

logrgxlxzl=zxz =1

L’inverse de = x y est donc y~ X &~
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Exercice 29 :

On considére 7 [\/5] = {a +bv/2avecaeZ ethe Z}
1. Montrer que (Z [\/5] ,+, ><> est un anneau

Nous allons montrer que (Z [\@} ,+, ><) est un sous-anneau de (R, +, x)
> Tout d’abord, Z [\/ﬁ] # () puisque 1 =1+ 0vV2€eZ [\/ﬂ, tout comme 0 € Z [\/5]
> Ensuite, soient x € Z [\/ﬂ etyeZ [\/ﬂ Alors :
ocx=a+b/2avecacZetbelZ
o EBty=d +bV2avecd €ZetV €Z
Donc z —y = (a + b\/§> - (a’ + b’\/i) =(a—a)+(b—0b)v2 Commea—a € Zetb-b €7,
nous avons x —y € Z [\/5]
> D’autre part, zy = (a + b\/ﬁ) (a’ + b’\/i) = (aa’ + 2bb") + (ba’ + ab') v/2. Comme aa’ +2bb’ €
Z et ba’ + ab’ € Z, nous avons zy € Z [\/ﬂ
Ainsi, (Z [\/5] , +, ><) est un anneau
2. Pour x = a + b\/2, on note C (z) = a — b\/2; montrer que, pour tout x et tout y de Z [ﬂ] on a
C(zy) =C(z)C(y)
Cette question se démontre en faisant les calculs

3. Pourx € 7 [\/ﬂ on note N (z) = 2C (x) = a® —2b%. Montrer que, pour tout x et touty de 7 [ﬂ]
ona N (zy) =N (z) N (y)

II suffit de faire le calcul :
N (zy) = 2yC (zy) = 2yC (z) C (y) = zC (z) yC (y) = N (z) N (y)
4. En déduire que les éléments inversibles de 7. [\/ﬂ sont ceux qui s'écrivent a+bv?2 avec a? —2b? = +1.

> Soit x € Z [\/QL inversible et d’inverse # 7! ; alors zz~! =1 et N (zz™!) = N (1) = 1.

Comme N (zz~') = N (x)N (27'), nous avons N (z7') = , ce qui sous entend que

1
N (x)
Pentier relatif N (z) doit étre inversible dans Z. Or, les seuls éléments inversibles de Z sont 1
et —1.

Donc, pour que xz € Z [\@} soit inversible, il faut que a? — 2b% = +1

> Réciproquement, si a® — 2b%> = 41, alors l'inverse de a + by/2 est donné par

1
—— 0
a+ b2 g
1 a—bV2 a—b\@_

+a —bV/2

a+b0v2 " (a+0v3) (a—bva)  oF -2

Ainsi, par exemple, inverse de 3 + 2v/2 est 3 — 2v/2
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