Chapitre 4 La division dans Z 4.5 Les théorémes de Fermat et de Wilson

4.5 Les théoremes de Fermat et de Wilson

4.5.1 Théoréme

Soit p un nombre premier.
Alors pZ, I'idéal de Z engendré par p est maximal, c’est a dire :
Il n’existe pas d’idéal I # Z tel que pZ S 1 G 7Z

Démonstration

Supposons que l'idéal pZ ne soit pas maximal.

Il existe alors x € Z tel que pZ g xZ; en particulier p € xZ et il existe ¢ € Z tel que p = cx, ce qui
signifie que ¢ | p; il y a donc contradiction avec le fait que p soit premier.

Donc pZ est maximal

4.5.2 Théoréme

Soit a € Z/nZ. Alors, a est inversible si et seulement a et n sont premiers entre eux

Démonstration

1. Supposons a et n premiers entre eux

Alors, il existe u € Z et v € Z tels que au + nv = 1, ce qui veut dire que au = 1[n]
Donc, dans Z/nZ, a admet un inverse qui est u modulo n

2. Supposons «a inversible dans Z/nZ

Il existe donc u € Z/nZ tel que au = 1[n], c’est a dire que au = 1 + kn avec k € Z. Or,
au =1+ kn <= au — kn = 1, ce qui traduit, d’apres Bachet-Bezout que a et n sont premiers
entre eux

4.5.3 Corollaire

Les générateurs du groupe additif (Z/nZ,+) sont les entiers a tels que a et n sont premiers entre
eux (e An=1)

Démonstration

1. Soit a € Z tel que a An = 1.
Alors, il existe u € Z et v € Z tels que au +vn = 1, et donc, au = 1 [n].
Ainsi, pour tout k € Z/nZ, kau = k [n], c’est & dire (ku) a = k [n]
a est donc un générateur du groupe additif (Z/nZ, +)
2. Réciproquement, soit a un générateur du groupe additif (Z/nZ,+).
Alors, pour tout p € Z/nZ, il existe k € N tel que ka = p [n]. En particulier si p = 1, nous avons
ka = 1[n], ce qui est équivalent & :

ka—1=M<=ka—n=1

Ce qui traduit que a et n sont premiers entre eux.

4.5.4 Théoréeme

Soit n € N

1. L’ensemble des éléments inversibles de Z/nZ noté (Z/nZ)" est un groupe commutatif pour
la multiplication.
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2. On appelle ¢ (n) la fonction indicatrice d’Euleur qui désigne le nombre d’entiers positifs com-
pris entre 1 et n qui sont premiers avec n, c’est a dire :

p(n) = Card {m € N* tels que m < n et pged (m,n) = 1}

Alors, Card (Z/nZ)" = ¢ (n)

Démonstration

— Que Card (Z/nZ)" = ¢ (n) est complétement évident puisque les éléments inversibles de (Z/nZ)
sont les entiers premiers avec n; ils sont donc en nombre ¢ (n)
— Démontrons donc que (Z/nZ)* est un groupe commutatif pour la multiplication.
> Tout d’abord, (Z/nZ)* # 0 puisque 1 € (Z/nZ)*
> Ensuite, si u € (Z/nZ)*, évidemment que v~ € (Z/nZ)* puisque (u‘l)f1 =u
> D’autre part, si u € (Z/nZ)" et v € (Z/nZ)*, alors uwv € (Z/nZ)" puisque uv est inversible et
nous avons : (uv) ' = vyt
Donc, (Z/nZ)* est un groupe pour la multiplication; la commutativité découle de celle de la
multiplication dans 7Z

Remarque 15 :

1. Il y a donc ¢ (n) générateurs du groupe additif (Z/nZ,+)

2. Si (R,+, X) est un anneau unitaire, I’ensemble des éléments inversibles de R noté R* forme un
groupe pour la multiplication (pas forcément commutatif).

4.5.5 Corollaire de [4.5.2]

Soit p € Z un nombre premier; alors, Z/pZ est un corps

Démonstration

La démonstration est une redite de[].5.9

Soit p € Z un nombre premier

On sait déja que (Z/pZ,+, x) est un anneau commutatif; il faut maintenant montrer que chacun des
éléments non nuls de Z/pZ est inversible.

Soit donc a € Z tel que 0 < a < p; alors, a et p sont premiers entre eux, et, d’apreés le théoreme de
Bezout, il existe u € Z et v € Z tels que au+pv = 1; or, pv = 0 [p] et donc ua = 1 [p]; il existe un inverse
a a; donc Z/pZ est un corps.

4.5.6 Théoréme

La caractéristique d’un corps K est zéro ou un nombre premier

Remarque 16 :

Qu’est ce que la caractéristique d’un corps ?
La caractéristique d’un corps est le plus petit entier positif m tel que m x 1 =10
C’est donc en fait 'ordre additif de 'unité.

Démonstration

Soit m la caractéristique du corps K

Supposons que la caractéristique du corps K soit non nulle et non premier, et on écrit m = hk. Nous
avons, évidemment, h < m et k < m; donc, m x 1 = 0 est équivalent a hk x 1 = 0, c’est a dire
(hx1)(kx1) =0; comme K est un corps, K est integre, donc h x 1 = 0ou k x 1 =0; i y a donc
contradiction ; donc m est premier.
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4.5.7 Le petit théoreme de Fermat

Soit p € Z un nombre premier; alors, pour tout a € Z, a? = a[p|

Démonstration

1. Sia =0, ou si a est multiple de p, c’est & dire a = 0 [p], le théoréme est démontré.

2. Supposons a # 0 et a non multiple de p
On appelle U = Z/pZ — {0}. U est Pensemble des éléments inversibles de Z/pZ qui est un groupe

multiplicatif d’ordre p — 1; alors, a?~! = 1[p], c’est & dire a? = a[p)
Remarque 17 :

Voici une autre démonstration du théoréme de Fermat 5.7 :
Nous appelons toujours U le groupe multiplicatif des éléments inversibles de Z/pZ.

Soit a € U. On appelle
{ U — U
x — @(z)=ax

® est un automorphisme (homomorphisme bijectif). Alors :
P xP(2)x - xP(p—1)=1x2x---%x(p—1)
Car ® est une bijection. Or :
P(I)xP(2)x--xP(p—1)=(ax1)x(ax2)x---x(a(p—1))

Or,
(ax1)x(@x2)x--x(a(p—1)=1x2x---x(p—1))al™!

Et donc :
Ix2x--x(p—1)=1x2x---x(p—1))aP"

Et, par simplification, a?~! = 1 dans U

4.5.8 Le théopreme de Wilson

Soit p un nombre premier; alors :

(p—D+1=0[pl <= (p-)!=-1]p| = p-D!'=p—1[p]

Démonstration

On considere Z/pZ et U le groupe multiplicatif des éléments inversibles de Z/pZ. p étant premier, Z/pZ
est un corps.

Done, (p — 1)! est le produit de tous les éléments de U. U ayant un nombre pair d’éléments, on peut les
regrouper 2 a 2, c’est a dire chaque élément et son inverse. Il se peut que des éléments soient leur propre
inverse.

Recherchons donc les éléments qui sont leur propre inverse. Il s’agit donc de résoudre 1’équation

X =1l X?*-1=0]p]
Or, X2 —1=(X —1) (X +1). Z/pZ étant un corps est intégre et nous avons :

(X-1)=0[p = X=1[p
(X+1)=0[p <= X=-1]pl==X=p-1[p

Dong, seuls 1 et p — 1 sont leur propre inverse. Donc (p — 1)l =p—1[p] <= (p—1)! = —1[p]
Ce que nous voulions.
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4.5.9 Quelques exercices
Exercice 34 :

Encore une autre démonstration du théoreme de Fermat
1. Soit n € N* et k£ € N tel que 0 < k < n.
(a) Montrer que si n est premier, alors n divise CfLE
(b) Démontrer que si n est premier, alors n divise 2" — 2

2. Soit n € N*, premier et a € N. Montrer que a™ — a est divisible par n

Exercice 35 :

La fonction indicatrice d’Euler
Cet exercice revient sur la fonction indicatrice d’Euler définie en[].53 Nous allons en donner une forme
explicite et travailler quelques unes de ses propriétés

1. Calculer ¢ (8) et ¢ (78)

2. Démontrer que p est premier si et seulement si ¢ (p) =p—1

3. Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 2
(a) Montrer que kAp* #1<=p |k
(b) Démontrer qu’il y a p®~! multiples de p entre 0 et p* — 1
(¢) En déduire ¢ (p®)
4. Soient m € N* et n € N* tels que m An = 1. On appelle U (Z/mnZ), les éléments inversibles de

Z/mnZ, tout comme on appelle U (Z/nZ), les éléments inversibles de Z/nZ et U (Z/mZ), ceux
de Z/mZ.

(a) Pour = € U (Z/mnZ), on appelle r le reste de la division de x par m. Montrer que r €
U(Z/mZ).
De la méme maniere, si € U (Z/mnZ) et s le reste de la division de = par n alors
s €U(Z/mZ)
(b) Soit :
{ f:UZ/mnZ) — U(Z/MmZ)xU(Z/nZ)
z — f(z)=(r>s)
Montrer que f est un isomorphisme de groupe multiplicatif.
(¢) En déduire que si m € N* et n € N* sont tels que m An = 1, alors ¢ (mn) = ¢ (m) ¢ (n)

5. Soit n € N*. Exprimer ¢ (n) en fonction de la décomposition de n en un produit de facteurs
premiers.

6. Montrer que, pour n > 3, nous avons ¢ (n) est un nombre pair

Exercice 36 :

nln2

Démontrer que, pour n > 3, ¢ (n _
due, p 3 (p()/lnn—i—ln?

Exercice 37 :

On appelle U (Z/nZ) Pensemble des éléments inversibles de Z/nZ. On sait que (U (Z/nZ), x) est un
groupe commutatif (voi de cardinal ¢ (n)

Montrer que pour tout a € U (Z/nZ), nous avons a¥(™) =1

1. Rappel : CE = (Z)
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Exercice 38 :
k
n

s . 1 2 n
Soit n € N*; en considérant les fractions { —, —,---, —, -+, — r, montrer que :
’ n’'n n

n=> ¢(d

d|n

Exercice 39 :

Soit n € N*
Montrer que si (n — 1) ! est un multiple de n, alors, n n’est pas un nombre premier ; la réciproque est-elle
vraie 7
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