Chapitre 5 Matrices, déterminants 5.10 Quelques exercices corrigés

5.10 Quelques exercices corrigés

5.10.1 Sur le calcul matriciel

Exercice 3 :

1. Soit A = ( le (5) g ) une matrice de My 3 (R). Existe-t-il une matrice B € M3z (R) telle que
AB =1dy 7
Soit B € M3 (R), telle que AB = Id,
a b
Posons alors B = ¢ d |.Nous avons :
e f
a b
c d
e f

(1 0 3)_ (a+3e b+3f)
4 5 0/) 4a +5c¢  4b+ 5d

e _ o ( a+3e b+3f)7(1 0)
De l'identité AB = Ids, nous pouvons écrire : ( da+5¢ 4b+5d ) =\o 1) de telle sorte

que nous obtenons un systeme 4 équations a 6 inconnues; il y en a beaucoup trop!!

at+3e= 1
b+3f= 0
da+5c= 0
4b+5d= 1
D’ou nous tirons :
b=-3f
a=1-3e
4 12
5c=—4a:—4(1—3e):4+1Qe:>c=—5+€e
1 12
5d:1—4b:1+12f:>d=g+€f
Nous obtenons ainsi comme matrice B :
1-—3e -3f 1 0 -3 0 0 -3
4 12 1 12 4 1 12 12
B = —— 4+ e -4+ = = —— = = — cRet fER
5+56 5+5f E = +e 5 0 |J+f| O s avec e et f
e f 0 O 1 0 0 1

Il y a donc une infinité de matrices B € Mz (R), telle que AB = Idy (une double infinité,
méme!)

2. Quel est I'inverse de la matrice ( 1 ; ) ?

Soit A € Mz (R) qui soit I'inverse de

Nous avons donc A = ( a b ) et ( 1
c d 1

2
2
Q)X(a b>:<1 O)
2 c d 0 1
b) 7<a+2c b+ 2d
d

a+2c b+2d ) Et nous avons donc le

Nous avons, par calcul ( 1 3 ) X

systeme d’équations :

a+2c= 1
a+2c= 0
b+2d= 0
b+2d= 1

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 185



Chapitre 5 Matrices, déterminants 5.10 Quelques exercices corrigés

)

.. . a b
3. Trouver les conditions sur a,b,c,d pour que les matrices de la forme A = ( ¢ d ) admettent un

N DN

Ce qui est impossible; il n’existe donc pas d’inverse a la matrice ( 1

inverse ; lorsque I'inverse existe, donner A~1

Soit X € My (R) qui soit I'inverse de A et posons X = < : ? )
(2?)
z 1
( a b ) ( ar +bz ay+ bt )
c d cx+dz cy+dt
Si X est 'inverse de A, nous avons AX = Ids, c’est a dire :
( ar +bz ay+ bt )_( 10 >
cr+dz cy+dt /) \0 1

Nous obtenons donc 2 systemes d’équations :
> Le premier d’inconnues z et z :

Nous avons donc :

{ ar+bz= 1
cx+dz= 0
> Le second d’inconnues y et t :
{ ay+bt= 0
cy+dt= 1
En multipliant la premiere ligne des systemes par —c et la seconde ligne par a, nous obtenons :
D{aﬂc—l—bz: 1 {—cam—cbz: “C . (ad—be)z = —c
cx+dz= 0 acx +adz= 0 a
ay+bt= 0 {—cay—cbtz 0 B B
D{cy+dt: 1 acy +adt = a = (ad —be)t =a
Ainsi, si ad — be £ 0 bt ¢y a 4 o b
insi, si ad — be nous obtenons z = ———, t = T = ety = ———.
’ ’ ad — bc’ ad — bc’ ad—be YT ad—be
1 _
Donc, si ad — bc # 0, alors, la matrice A est inversible et A~! = < d b >
ad—bc \ —c a

Supposons maintenant ad — bc = 0 <= ad = bc
o Sia=0,alorsbc=0etb=00ouc=0
Supposons b =0
Alors, les systémes deviennent :

{01:+Oz: 1 {OerOt: 0
cx+dz= 0 cy+dt= 1

Avoir 0z 4+ 0z = 1 est impossible, donc, si a = 0 et b = 0, la matrice A = < g 2 ) n’est pas
inversible

0

, . .
0 d ) n’est pas inversible

Si ¢ = 0, la discussion est semblable, et la matrice A = (

. . . . . . a 0
o La discussion est identique si d = 0, et dans ces cas, nous voyons que les matrices A = ( c 0 )

et A= ( g g ) ne sont pas inversibles

© Supposons ad # 0; alors, comme ad = bc, bc # 0, c’est a dire a # 0, b # 0, c # 0 et d # 0.
De ad = bc, nous tirons % = 2 = A#0 et donc a = Ab et ¢ = Ad.

On s’intéresse aux systemes d’équations :
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Pour le premier d’inconnues z et z :

{am+bz: 1 {)\bx—i—bz: 1 <:>{b()\ac+z)= 1
cc+dz= 0 Adzx+dz= 0 ddx+2z)= 0

Comme b # 0 et d # 0, nous avons Az + z = 0 et Az + z # 0; contradiction!!
Pour le second systéme, ce serait identique. La matrice A n’est donc pas inversible.

Donc
Ae My (R) avec A = ( (Cl d ) est inversible si et seulement si ad — bc # 0
. ) 1 1 d —b
La matrice inverse est donnée par A~ =
ad—bc \ —c a
1 0 0
4. Quel est I'inverse de la matrice A = -1 2 0
2 5 3

r1 T I3
Soit B € M3 (R) qui est I'inverse de la matrice. Alors B = Y1 Y2 Y3 et nous avons :
21 22 23

1 0 0 r1 T2 I3 1 0 0
-1 2 0 X Y1 Y2 Y3 = 0 1 0
2 5 3 Z1 Z9 z3 0 0 1
Tous calculs faits, nous avons :
1 0 0 r1 X9 I3 T ZTo T3
-1 2 0 X Y1 Y2 Ys = —x1 + 2y1 —I9 + 2y2 —X3 =+ 2y3
2 5 3 21 Z2 23 221 +5y1 + 321 22 +5y2 + 3220 2w3 + Sy3 + 323
1 0 0 T To T3
De I’égalité 0 1 0 = —x1 + 21 —Z9 + 2ys —x3 + 2y3 , nous
0 0 1 2x1 + 5y1 + 321 222 4+ 5ys + 329 2x3 + bys + 323
obtenons 3 systemes de 3 équations a 3 inconnues :
xry = 1 1 _3
> —14+2y1= 0 == xr1=1 y1==- 2z21=—
201 +5y1 +32z1= 0 2 2
o = 0 1 -5
> —To42y= 1 = 29=0 ygii 22:?
229 +5y2 + 322 = 0
r3 = 0 1
> —1‘3+2y3: 0 = x3=0 y3:0 z23 = -
2x3 +05ys +32z3 = 1 3
1 0 O
1 1
D’otut nous obtenons l'inverse A = by 55 (1)
2 6 3

Nous pouvons remarquer que si A est triangulaire inférieure, son inverse B = A~! est elle aussi
triangulaire inférieure

Exercice 4 :
2

n

01 0 O 01 0 O
0 01 0 o 0 01 0
1. Calculer 00 0 1 et généraliser pour calculer 000 1
0 00 O 0 00 O

Par simples calculs, nous obtenons
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01 00 0 010
. 0 0 1 0 o 0 0 0 1
0 0 0 1 o 0 0 0 O
0 0 0O 0 0 0O
01 00\° 000 1
. 0 0 1 0 . 0 0 0 O
0 0 0 1 - 0 0 0 O
0 0 0O 0 0 0O
010 0\" 000 0
J[foo1o )} (o000 )_,
00 0 1 “L oo0oo0oo0 | 1
0 0 0O 0 0 0O
01 0 0\"
. NRT . . 0 010
Il est donc possible de généraliser, en écrivant que si n > 4, alors 00 0 1 =04
0 0 0O
01 0 0
. 0 0 1 0 . .
2. La matrice : A = 00 0 1 est-elle inversible
0 0 0 O

Si cette matrice A € My (R) était inversible, il existerait B € My (R) telle que AB = BA = 1d,.
Or, pourn > 4, (AB)" = A" x B" = O4 x B" = Oy, alors que (Id4)" = Id4. C’est donc impossible,
et la matrice A n’est pas inversible

Exercice 5 :

1. Soit A = ( (1) ? ) . Calculer A™
N 0 2
Premierement, en posant X = 0 o ) bous avons A = 1Ids + X, et donc, comme Idy et X

commutent, par la formule du binéme :
k=0 k k=0 k

Or, nous avons X° = Id, et X2 = O, donc :

A" = (Idy + X)" = Ids + nX = < (1) 21” )

2. Calculer (A —1d,)*

De A = Idy + X, nous tirons que A — Idy = X ; comme X2 = Oy, nous avons (A4 — Id2)2 =0y
3. En déduire A1

Par la formule du binéme, nous avons (A — Id2)2 = A2 — 24 +1dy = Oy, c’est a dire :

A% —2A 4+ 1dy = Oy <= 2A — A? =1dy <= A (2ldy — A) = Id

Et done, A~! = 2Idy — A — ( (1) _12 )

Question complémentaire :

Montrer que pour tout n € 7, A™ = ( L 2n )
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Exercice 6 :

Calculer le produit AB et BA des matrices suivantes :

a b ¢ 1 a c
A= c b a et B = 1 b b
1 1 1 1 ¢ a
Par calcul, nous trouvons :
a+b+c a®+b>+c2 b + 2ac a+c+ac b+c+ab 2c+ad?
AB = at+b+e b2 + 2ac a® +b% + 2 et BA = a+b+be 2b + b? b+c+ab
3 a+b+ec at+b+ec 2a + 2 a+b+be 2a + ¢

Une nouvelle preuve de la non commutativité de la multiplication matricielle!!

Exercice 8 :

On consideére les matrices carrées d'ordre 2 de M5 (R) du type A = ( ? Z )

1. Trouver les matrices A € My (R) telles que A% = A

a’*+bc bla+d) )

cla+d) d®+bc

Pour touver les matrices A € Ma (R) telles que A% = A, nous devons résoudre le systeme :

Nous avons A2 = (

a?+be =

a
ba+d)= b
cla+d)= ¢
d>+bc= d

> Supposons b # 0
Alors, de I'équation b (a 4+ d) = b, nous tirons, par simplification, a +d=1<=d=1—-a
De I'équation a? + bc = a, nous tirons 1’équation du second degré a® — a + bc = 0 avec pour
parametres b et c.

Le discriminant est donné par A =1 —4bc. Ainsi, si A > 0<=1—-4bc > 0<=bc < —,ily

a 2 racines a cette équation, et nous avons :

_1+\/1—4bc 1—+1—4bc 1—+1—4bc _1+\/1—4bc
-2 - 2

dy = — 5 ou bien as = > dq

Nous avons donc 2 familles de solutions :

1+4++/1—4be

ai

b 1
- 2 * < =
S ) 1 - VT dbe avec b € R ethRetbc\4
2
1—+v1—4bc b

1
Sy = avecbeR*etceRetbcgi

1+ +/1—4be
2

Et si b # 0, Pensemble des solutions est S = &1 U S,
> Supposons b =0
Alors, le systeme devient :

2

a*= a
cla+d)= ¢
= d

D’ou nous tironsa=1oua=0etd=1oud=0
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o

o Sia=1etd=1, alors 2¢c = ¢ et donc ¢ = 0, et nous obtenons la matrice ( (1) 1 ) qui

est la matrice identité Id,
o Sia=1etd=0, alors, nous avons ¢ = ¢, ce qui veut dire que ¢ € R, nous obtenons donc

une famille de solutions :
1 0
71—{<C O)avecceR}

o Sia=0cetd=1, le probleme est identique et nous obtenons donc une seconde famille de
solutions :
T—{<O O) aeccER}
2= c 1 v

o Sia=0etb=0, nous avons Oc = ¢ et donc ¢ = 0 et nous obtenons la matrice ( 8

o O
N——

qui est la matrice nulle O

Les matrices A € M, (R) telles que A? = A sont appelées <« projecteurs > Nous
avons dong, ici, tous les projecteurs de My (R)

2. Trouver les matrices A € M (R) telles que A% = 1d,
Nous avons déja calculé A2, mais les nouvelles conditions nous donnent un nouveau systeme :
a’+bc=

bla+d) =

cla+d)=
d? + bc =

_ o O

> Supposons b # 0
Alors a +d = 0 <= a = —d, et le systéme devient : a®? + bc =1 et c € R, d’out a? = 1 — be.
V1 —be b

( . 7m>avecceﬂ%et

Dong, si b # 0, ’ensemble des matrices est de la forme

1—bc>0<«= bc <1 oude laforme ( N lc—bc \/% ) avecc€Ret 1 —bec >0 <
be <1
> Supposons b =0
Alors, le systeme devient :
a?= 1
cla+d)= 0
=1

Alors,a=1loua=—-letd=1oud= -1
© Sic#0,alors a+d=0<= a= —d, et nous obtenons comme matrices solutions :

1 0 -1 0
(c—l) (c 1)aweccER

— Sic # 0, alors a+d peut prendre n'importe quelle valeur, et nous avons 4 matrice solutions :

(é —01) (_01 (1)) (i ?)Zldz (—01 fl>=—1d2

Les matrices A € M, (R) telles que A? = Id, sont appelées < involutions > Nous
avons dong, ici, toutes les involutions de My (R)

3. Trouver les matrices A € My (R) telles que AB = BA, avec B = ( _21 1 )

Soit A € M3 (R); nous posons A = ( (CZ 2 )
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> Dans un premier temps, nous calculons AB :
(%)
-1 1
(a b) (Za—b a—I—b)
c d 2c—d cH+d
20— b a—I—b)

2c—d c+d
> Calculons, maintenant BA.

Un calcul simple donne BA = (

Donc, AB = (

—a+c —b+d
> En faisant 1’égalité BA = AB, nous tombons sur un systéme de 4 équations & 4 inconnues :

2a+c¢ 2b+d )

2a —b= 2a-+c

B b= ¢ b+c= 0
atb= 2b+d a= b+d << a-b—d= 0
2c—d= —a+c
ctd— —bad c—d= -—a at+c—d= 0
D’ou on trouve : ¢ = —b, a =b+d avec b € R et d € R. Ces matrices sont donc de la forme :
b+d b\ 1 1 1 0
< b d>_b<fl 0)+d(0 1>avecb€Retd€R

Exercice 10 :

. . . a 1 . .
Soit a un nombre réel non nul et soit A = ( 0 a > Calculer A™ pour tout entier relatif n.

1. Supposons n € N

Il est facile de voir que A = a x Idy + ( 8 (1) ) et d’apres le binéme de Newton (puisque Idy

commute avec toutes les matrices) :

o (5 0) =2 (et (0 0)

k=0

0 1
0 0 = 04, de telle sorte que

N——
=

Un calcul rapide montre que si k > 2, alors (

a® na""! )

n_ n n—1 O 1>7<
A" =a"lda +n xa X(O 0)=\ ¢ o

2. Supposons maintenant que n € Z~

C’est & dire que n est un entier négatif. Nous avons alors A" = (47!)"" avec —n € N
1 -1
1112 :a_1XId2+a_2><<O -1

-1 _
Nous avons A~ = 0 0

a > Un nouveau calcul rapide
0

a
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k
. -1 s oA
montre que si k > 2, alors ( 8 0 ) = O3, et en réutilisant la formule du binéme, pour n € N :

. 0 —13}\"
(A1) "= (afl x Idy + a2 x ( 0 0 ))
n k
n _1\n—k _o\k 0 -1
S (3) e e () )
k=0 .
n —n—k( 0 —1 >
k)¢ 0 0
k=0
0 -1
= a " xIds +na‘”_1< 0 0 )
B < a™™ —na "t )
a 0 a= "
a” na"! )
0 a”
3. En faisant la synthése des points 1 et 2 ci-dessus

a® nat )
0 a”

n

Ainsi, pour n € Z~, nous avons A" = <

Nous avons donc, pour tout n € Z, A™ = (

Exercice 12 :

On considére 'ensemble
A= {( vty Ay ) o&xeR,yeR}

—y Ty
Montrer que A, muni de I'addition et de la multiplication des matrices forme un sous-corps de My (R)
o . _(r+ty 4y
Pour plus de concision et de clarté, nous notons, pour z € Ret y € R, M (z,y) = Y a—y

Nous avons ainsi M (0,0) = O et M (1,0) = Ids
1. Tout d’abord, A # () puisque M (0,0) et M (1,0) sont des éléments de A
2. D’autre part, pour M (z,y) € A et M (x1,y1) € A :
r+y Ay r1+yr  4n r—r1+Y— 4(y—wn
> M (@,y)=M (@1,91) = < —y z—y )_( -y T -y > - < — (=) 9:—:; —yJ)ryl )
Et donc M (x,y) — M (z1,91) = M (z — z1,y — 41)
Do, si M (x,y) € A et M (z1,y1) € A, alors M (x,y) — M (z1,11) € A
> Calculons maintenant M (z,y) x M (21,y1)

<x1+y1 4y, )
—Y1 1 — Y1
<x+y 4y ): <($+y)($1+y1)*4yyl 4y1(x+y)+4y(x17y1)>

-y Ty —y(x1+y) —y@—y), —dyp+(r—y) (1 —y1)
Ainsi,
— 3yy1 + xy1 + Y1 4 (zy1 + yx1)
M (2,y) x M (z1,51) = ( S
(.9) (@131 — (zy1 + y21) zx1 — 3yyr — (zy1 + yz1)

= M (zz1 - 3yyr, zy1 + 71y)
Et donc, si M (z,y) € Aet M (x1,y1) € A, alors M (z,y) x M (x1,y1) € A
3. D’autre part, M (z,y) € A est inversible si et seulement si (z + y) (z —y) + 4y? = 22 + 3y* # 0.
Or, 2% + 3y? = 0 si et seulement si = y = 0. Ainsi, seule M (0,0) = O n’est pas inversible.
Supposons x # 0 ou y # 0, alors M (x,y) est inversible et :

M) = g (70 ) e (G )

x2 4 3y2 y x4y x? + 3y%’ 22 + 3y?

Donc A muni de 'addition et de la multiplication des matrices est un corps.

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 192



Chapitre 5 Matrices, déterminants 5.10 Quelques exercices corrigés

Exercice 13 :

Dans M3 (R), on considére I'ensemble G des matrices de la forme

1 0 0
M (a,b,e)=1a 1 0
b ¢ 1

oia € R, be R etce R Montrer que G muni de la multiplication des matrices est un groupe; est-il
commutatif 7
Il y a plusieurs conditions & vérifier !
1. Premiérement, G # @ puisque M (0,0,0) = Id3 est un élément de G; ceci est d’autant plus
intéressant que Ids est le neutre pour la multiplication des matrices.
2. D’autre part, comme la multiplication est associative dans M3 (R), elle l'est, en particulier dans
G
3. Montrons que la multiplication est interne & G.
Soient donc M (a, b, ¢) et M (a1, b1, c2) 2 matrices de G, avons nous M (a, b, c)x M (a1,b1,¢c2) € G?
Nous avons :

1 0 0
M (a,b,c) x M (a1,b1,¢1) = a+ap 1 0 ) =M(a+ai,b+b +aic,c+cq)
b+aic+by c+ep 1

La multiplication est donc une loi interne dans G
Avec ce résultat, la multiplication est-elle commutative dans G ?

M (ay,b1,¢1) x M (a,b,¢) = M (a1 + a,by + b+ acy,c1 + ¢)
On voit tout de suite que, pour que la multiplication soit commutative, il faut que
b+bi+aic=b+b+acy = a1c=acy
La multiplication n’est donc pas commutative : nous n’avons pas, en particulier
M (2,1,4) x M (3,1,3) = M (3,1,3) x M (2,1,4)

puisque M (2,1,4)x M (3,1,3) = M (5,14,7) et M (3,1,3) = M (3,1,3) x M (2,1,4) = M (5,8,7)
4. Les matrices de G sont-elles inversibles et leur inverse est-elle dans G ?[1

T Yy z
Il faut donc trouver une matrice [ =1 y; 21 | telle que :
T2 Y2 22
1 0 0 T Yy =z 1 00
a 1 0 x|x1 v1 22 |]=(0 1 0O
b ¢ 1 Ty Yo 2o 0 0 1
Tous calculs faits, nous arrivons aux systemes :
r= 1 y= 0 z= 0
ar+zx1= 0 ay+yr= 1 az+z1= 0
br+cri+xzo= 0 by+cy1r+y2= 0 bz+cz1+z2= 1
D’ol nous tirons, tres simplement, que zo =1, 2 =27 =0, puisque y =0, y; = 1 et yo = —c et,
enfin, v =1, z1 = —a et x5 = —b + ac, et donc :
10 0\ ' 1 0 0
a 1 0 = —a 1 0)=M(—a,-b+ac,—c)
b ¢ 1 —b4+ac —c 1

Ainsi 'inverse de M (a, b, c) qui est M (—a,—b+ ac, —c) est bien un élément de A
Ainsi, G est un groupe multiplicatif non abélien

1. Nous utilisons, ici, des outils forts rudimentaires. Dans les prochains cours, nous donnerons des méthodes
systématiques de calcul
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Exercice 14 :

2 -6 -1
SoitA=1[0 2 2
0 0 2

1. Trouver une matrice B telle que A = 2Id3 + B

Clairement, nous avons :

2 -6 -1 1 00 0 -6 -1
0 2 2 |1=210 1 0)J+(0 O 2
0 0 2 0 0 1 0o 0 0
0 -6 -1
En posant B=1{0 0 2 |, nous avons bien A = 2Id; + B
0 0 O

2. Calculer B? et B3

Par calcul, nous avons :

0 0 -12
>B2=(0 0 0
0 0 O
0 0 0
>B3=[0 0 0
0 0 0

Et donc, pour tout ngegslant3, nous avons B™ = O3

3. En déduire la valeur de A™ en fonction de n

Nous avons donc A™ = (2Id; + B)". D’aprés le bindme de Newton, nous avons :

n
A= (2ds + B)" =Y (Z) on—kqn—k gk — (g) 9"1d + (T) 1R 4 <Z> 9n—2 g2

k=0
1 n(n—1) —2p2 -1 —31R2
Et donc A™ = 2"1d3 + n2™ B+T2” B?=2"Id3+n2" *B+n(n—1)2""°B
D’ou
1 0 0 0 -6 -1 0 0 —12
A= 270 1 0| +n2»t[0 O 2 |+nn-12"3{0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 O
2" —3n2" —3n(n—1)2n71
= 0 2" n2"
0 0 2m
1 —3n —3"(7;_1)
= 2" 0 1 n
0 0 1

Exercice 16 :

Montrer que pour toute matrice A € M, , (R), le produit A x AT est symétrique
La résolution de cet exercice utilise 4 types de résultats :
> Le premier, c’est que si A € M, ,, (R), alors AT € M,,,, (R) et que, done, le produit A x AT est
une matrice carrée de M, (R)
> D’autre part, si A € M, ,, (R), alors (AT)T =A
> Le troisiéme résultat, c’est que (AB)" = BT x AT
> Le dernier résultat, c’est que X € M,, (R) est symétrique, si et seulement si X = X7
Donc, forts de ces remarques, nous avons : (A X AT)T = (AT)T x AT = A x AT,

Nous avons donc (A X AT)T = A x AT et la matrice A x AT est symétrique
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Exercice 17 :

Montrer que toute matrice carrée peut s'écrire comme somme d’'une matrice symétrique et d’'une matrice
antisymétrique

Soit A € M,, (R), une matrice quelconque. Nous notons : A = ((am)lgign)
1<j<n
. . Qij + aji
> Soit S € M,, (R), ot S = <(8¢,j)1<i<n> et s, = —
1<j<n
Clairement, s; ; = s;,; et la matrice S est donc symétrique
N -\ . N Qi — Qji
> De la méme maniere, soit S* € M,, (R), ou St = ((S;j)xign) et s ; = L
1<j<n 2
Tout aussi clairement, 511 = fs}i et la matrice S' est donc antisymétrique
Nous avons, de maniere évidente, a; ; = s; ; + sllj, et donc, au niveau des matrices A = S + ST, ce qui
montre que toute matrice carrée peut s’écrire comme somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice

antisymétrique

Exercice 18 :

On définit 3 suites de nombre réels (un ), cr » (Vn)pen » (Wn),en PAr la relation de récurrence :

Up = Up—1+ Un—1
Unp = Unp—1+ Wn-1
Wp = Wp—1

Le but du probléme est d’exprimer u,, vy, w, en fonction de ug, vy, wq

Up Unp—1
1. Trouver une matrice A telle que U, =A Vp—1
W, Wn—1
Clairement, nous avons :
Up = Up—1 + Up—1 + 0w, Unp 110 Up—1
Vp= Oup1+vp14+wp,1 <= \|v, | =10 1 1| x| voo1
Wy = Oup_1 +0vp_1 +wp_1 Wn, 0 0 1 Wn—1
1 1 0
Donc, A=10 1 1
0 0 1
Up, ()
2. En déduire que Un, = A" o
Wn, Wo
Voila un résultat assez évident :
U Uo %) Ui Uo Ug
v1 | =A| vy vg | =Al vi | =A| A v =A% [ u
w1 wWo wo w1 wo wo
Un %)
En généralisant par une récurrence simple, nous avons donc | v, | = A" | vy
W, wo
0 1 0 n(n—1)
3. Sit M=1| 0 0 1 |. Calculer (M +1d3)" et en déduire que A™ = Id3 +nM + ?]WQ ;
0 0 O

en déduire u,, ,v,, ,w,, en fonction de ugy ,vg ,wy

0 0 1
Par des calculs simples, nous avons M2 =10 0 0 | et M3 = 04
0 0 O
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Tout de suite, nous voyons que A = M +1ds, et que A™ = (M + Id3)" se calcule gréce au bindéme

de Newton :
A" = (M +1d3)"

(Y

k=0

n n n

= 1d M M?
-1

= Id3+nM + mM2

L n (n—1)
_ 2
- 0 1 n

0 0 1

D’ou nous obtenons :
n(n—1)

Up = Ug + Nvgy + 5 Wo
Up = Vg + Nnwg
Wy = Wy

Il y a une autre fagcon de résoudre, sans passer par le calcul matriciel
Reprenons la définition des 3 suites :

Up = Up—1+ Un—1
Un = Un—1+Wp—1
Wp = Wp—1

> De la derniere égalité w, = w,_1, nous déduisons que la suite (wy), y est une suite
constante. Donc, pour tout n € N, w,, = wyg

> L’égalité suivante v, = vp_1 +Wp_1 <= v, = V,_1 + W, montre que la suite (v”)neN est
une suite arithmétique de raison wg, et donc, pour tout n € N, nous avons v,, = vg + nwy

> Et, pour terminer, nous avons

Up = Up—1 + Up—1 < Up = Up—1 + 00+ (n — 1) wg <= up —Up—1 =vo+ (n— 1w
n

n
En passant aux sommations, nous avons : E (ug — up—1) g (vo + (k — 1) wp)
k=1 k=1

*;(%4-( — 1) wo) Z Z - 1w o—nvo+wo; —m}o+wwo

_1 n(n—1)

n
Douun—uo—nvo—i—iwo,cestadlreun—uo—i—nvo—i— 5 wo

Exercice 19 :
a1 ai2 ais

Soit A = | az1 a2 az3 | On appelle Trace de A , la somme des éléments diagonaux, c’est a dire le
as,1 a2 a33

nombre tr (A) = a1 + a2 +asgs

1. Montrer que pour toute matrice A et B de M3 (R), tr (A) + tr (B) = tr (A + B)

> Soit donc A = ((ai,j)lgigg) et tr (A) =a1,1 + a2+ ass
1<5<3

> Pour B = ((bi,j)1<i§3> et tr (B) = b171 +b2,2 —|—b373 ; d’ou tr (A) +tr (B) =a1,1 +b171 +ag o+
1<5<3
bao+ass+ b33
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> Nous avons A+ B = <(ai7j + bi,j)lgig:&) et donc tr (A + B) =a11+ b171 +az 2+ 62)2 +asz 3+
1<5<3
b3’3 =tr (A) + tr (B)
2. Montrer que pour toute matrice A € M3 (R) et tout A € R, tr (AA) = Atr (A4)

Rien de moins difficcile, puisque AA = ((/\ai7j)1<¢<3)
1<7<3

3. Montrer que tr (AB) = tr (BA)

3
> SiA= ((ai,j)lgz‘sa) et B = ((bi,j)1<i<3>7 alors AB = ((Ci,j)1<i< ) Ol ¢ij = kb,
< k=1

3
13 13 13

3
> Et BA = ((di,j)lgig?)) ou di,j = Zbi7kak7j
k=1

1<5<3
> Et donc

tr (AB)

3
E Cii
i=1

3 3

= Z( ai,kbk,i>
i=1 \k=1
3 3

= Z (Zai,kbk,i

k=1 \i=1
3

- )
k=1 \i=1
3
= 2 dis
k=1
= tr(BA)
Nous en concluons donc que, pour toute matrice A € M3 (R), tr (AB) = tr (BA)

4. Montrer que si P est une matrice inversible de M3 (R), tr (A) = tr (P~'AP)

Par la question précédente, nous avons :
tr (P7'A) P) =tx (P (P7'A)) =tr ((PP™') A) = tr (A)

Exercice 22 :

Cet exercice est, en fait, I’étude d’une équation du second degré dans un anneau; étude qui peut nous
donner quelques surprises!!

Dans ce probléme, on ne considére que les matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels; 'ensemble de ces
matrices est noté Ms (R)

. -1 7
/ T2
1. Trouver toutes les matrices M € My (R) telles que M* = ( " )
a® + be b(a+d)>

, . fis s _(a b 2 _ (
C’est un type de question déja résolue. Nous appelons M = (c d) et alors M~ = cla+d) d+be

L’égalité M? = < J_r,l? +7 4 ) nous conduit au systeme :
a>+bc= -1

bla+d)= 7

cla+d)= 17

d> +bc= 4
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Des équations b(a+d) =7 et c(a+d) =7, on déduit b # 0, ¢ # 0, a+d # 0 et b = ¢; nous
obtenons donc un nouveau systeme, équivalent au premier :

a2+ = -1
bla+d)= 7
b= ¢
P+ = 4
Systeme qui est impossible puisque nous ne pouvons pas avoir a® + b = —1. Il n’existe donc pas
-1 7
: 2 _
de matrice M € My (R) telle que M= = < T 44 )

2. Trouver toutes les matrices A € My (R) telles que A? = ( (1) S )

_fa b o [ a*+bc b(a—i—d))
Nous appelons A = <c d) et alors A° = <c (a+d) E+be)

L’égalité M? = ( (1) 9 ) nous conduit au systeme :
a?+bc= 1
bla+d)= 8
cla+d)= 0
d?>+bc= 9

Des équations b(a+d) = 8 on déduit b #0 et a+d # 0. De c(a+d) =0et de a+d # 0 on

déduit ¢ = 0; nous obtenons donc un nouveau systeme, équivalent au premier :

a?= 1
bla+d)= 7
c= 0
d? 9

Dot a = +1 et d = £3. Ainsi :
> Sia=+41et d=+43, alors b(a+ d) = 8 <= 4b =8 d’olt b = 2 et la matrice A est du type :

1 2
A1:<0 3)

>Sia=+1letd= -3, alors b(a+d) =8 <= —2b =8 d’ou1 b = —4 et la matrice A est du

type :
1 —4
Az = (0 —3)

> Sia=—1etd=+43, alors b(a+ d) =8 <= 2b =8 d’olt b = 4 et la matrice A est du type :

-1 4
A?’:(o 3>

>Sia=—-1letd= -3, alors b(a+d) =8 <= —4b = 8 d’ou1 b = —2 et la matrice A est du

type :
-1 -2
A= ( 0 —3)
. . PN . 1 8
Il existe donc 4 racines carrées a la matrice 0 9 ) De plus, nous pouvons remarquer que

A4 = —A1 et A3 = _A2
3. Nous voulons trouver toutes les matrices X € My (R) telles que X? —6X + B = Oy ot B =

8 -8 0 0
(o 0 )em?*(o 0)
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(a) Trouver C € My (R) tel que X% —6X = (X — 3Idy)” + C ot 1dy est la matrice identité d'ordre
2

11 suffit d’utiliser le bindme de Newton !
(X —3Idy)* = X2 — 6X + 9Idy <= X2 — 6X = (X — 3Idy)* — 91d,

Et donc C' = —91d,
(b) En déduire toutes les matrices X € Mo (R) telles que X? — 6X + B = O

X2 —6X 4+ B =0, < (X —3Idy)* —9Idy + B = Oy < (X — 3Id,)* = 91d, — B
Il faut donc trouver des matrices A € My (R) telles que A? = 9Idy; — B. Or, 9Idy — B =
(9 0) (8 —8)_(1 8)
09/ \o o /) \0o 9
Nous avons donc X — 3Idy = Ay, X —3Ids = A3, X —3Idy = —Aj; ou X —3ldy = —A5. Ily a
donc 4 racines a cette équation du second degré qui sont :

i. X7 =3Ids + A1, cest a dire X = (g 2)

ii. Xy = 3Idy + Ay, c’est & dire Xy = (g *04)

i, X3 = 3Tdy — Ay, cest & dire X = (g *02)

iv. Xy = 3Idy — As, c’est a dire X, = (g g)

4. Résoudre X? +10X + C = O OL\’CZ( E67 ;17)

Nous allons utiliser la méthode précédente :
X2 410X 4 C = (X + 51dy)* — 251dy + C
Et donc, X2 + 10X + C = Oy <= (X + 5Idy)* — 25Idy 4+ C = Oy <= (X + 5ldy)* = 25Id, — C
Or 2 251d, = €' = (205 205> *( 367 517 ) :( _71 Z )
-1 7

+7 +4
matrices. L’équation matricielle X2 + 10X + C = O, n’admet donc pas de solution

Il faut donc trouver M € My (R) telles que M? = ( ) Or, il n’existe pas de telles

5.10.2 Calcul des déterminants
Exercice 24 :

Par des méthodes de combinaisons linéaires, calculer le déterminant de la matrice d’ordre 3 suivante :
1 1 -1

2 2 3
-1 1 3
1 1 -1
On considere le déterminant | 2 2 3 |.
-1 1 3

Si nous faisons des combinaisons linéaires sur les lignes, nous ne changeons pas le déterminant :

Lll — In
L/Q — L2 — 2L1
Lé — L3 + L,
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Nous obtenons alors :

1 1 -1 11 -1
2 2 =3|=/0 0 5
-1 1 3 0 2 2
En permutant 2 lignes, le déterminant change de signe; donc :
11 -1 11 -1
00 5|=—-0 2 2
0 2 2 0 0 5
11 -1
Or,| 0 2 2 | estune matrice triangulaire supérieure dont le déterminant est le produit des éléments
0 0 5
diagonaux. donc :
1 1 -1 1 1 -1
2 2 =3=-10 2 2|=-10
-1 1 3 0 0 5
Exercice 25 :
r+2y+z= 8
Résoudre le systeme { x —2y+z2z= —4
—r+2y—z =2
1 2 1
Le déterminant du systeme est | 1 —2 1 | qui, visiblement, est nul.
-1 2 -1
8 2 1
A,=|-4 -2 1 |.Nous avons :
2 2 -1
-2 1 2 1 2 1
Ax=8’ 9 _1‘—&-4’2 _1’ 2‘_2 1‘ =04+4x(-2-2)+2%x(2+2)=-16+8= -8

Donc A, # 0, et le systéeme n’admet pas de solutions

Exercice 26 :

Résoudre et discuter, en fonction des valeurs du paramétre m € R les systémes suivants :

L {mx—&—y: 1

r+my= 1

Le déterminant du systéme est A = T ! =m?2-1

> A # 0 si et seulement si m # 1 et m # —1.
Donc,sim#letm;«é—l,alorsAx_H 1‘—m—letx_§_:;_11_m:_1
Delamémemaniére,Ay:m 1:mflety:ﬂ:m_l— L

1 1 A m?2—-1 m+1

Et donc S = {(#,L>}
m+1"m+1

> Sim =1, alors A =0, et le systeme devient :

{1:+y:

rty— 1 T rty=1

Il y a donc une infinité de solutions donnée par Pensemble : S = {(z,1 — z) avec x € R}
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> Sim = —1, nous avons toujours A = 0, et le systéme devient :
{ —z+y= 1
r—y= 1

Systeme qui est impossible. Il n’y a donc pas de solutions
{ (m—2)x+my= —m
mr+(m—2)y= 3m—2

Le déterminant du systeéme estA:’mWZQ mri2’:(m—2)2—m2:4—4m
> A # 0 si et seulement si m # 1.
: | -m mo|_ oy oy 2 _
Donc,&m;«fé1,alorsAgE—‘Bm_2 m—Z‘_ m(m—2) —m(3m —2) m* + 2m
A 4m (1 —m)
3 2 2 :4 —4 2:4 1— t :7a;: —
m* +2m = 4m — 4m m(l—m) et A i
. N m — 2 -m 9 9
De la méme maniere, A, = =(m—2)(3m—2)+m?* =3m* —2m — 6m +
m 3m —2
A, 4(m—1)°
4+m2:4m278m+4:4(m272m+1):4(m71)2ety:Ky:im_74m):lfm

Et donc S = {(m,1 —m)}
> Sim =1, alors A =0, et le systeme devient :

{ —rx+y= -1

r—y= 1 < zr—-—y=1

Il y a donc une infinité de solutions donnée par ensemble : S = {(z,2 — 1) avec x € R}

Exercice 27 :

—r+y+z= 1
1. Résoudre le systéme suivant : r—y+z= 1
r+y—z= 1
> On calcule donc le déterminant du systéme en développant suivant la premiere ligne :
-1 1 1
A=|1 -1 1 ——‘_1 1'—1><1 1’+1><1 _1‘——(1—1)—(—1—1)+(1+1)—4
1 -1 1 -1 1 1
1 1 -1
> Nous calculons le déterminant en x :
1 1 1
A,=1 -1 1 ‘_1 1‘ x|t 1’+‘1 _1‘(11)+(1+1)4
1 -1 1 -1 1 1
1 1 -1
A, 4
D’oﬁontrouvex:X:Z:1
> Nous calculons le déterminant en y :
-1 1 1
Ay,=11 1 1 |11 1 b ! 1:—(—1—1)—(—1—1)—1—024
Y 1 -1 1 -1 11
1 1 -1
A 4
D’otlontrouvey:—yzzzl
> Nous calculons le déterminant en z :
-1 1 1
Ay=|1 1 1 =—P o e oo =4
Y 1 1 1 1 1 1
1 1 1
D’ott on t A, _4 1
ol on trouve z = —— = — =
A 4
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Nous ontenons donc comme solution, t =y =2 =1

Il y a une autre fagon de résoudre ce systéme (peut-étre plus simple!!)
On part du systeme de départ :

—x+y+z= 1
r—y+z= 1
c+y—z= 1

On fait des combinaisons linéaires entre les lignes :
Ly =1, Ly=1Ly+ L, Ly=1Ls+ L,

Nous obtenons alors le systeme :

—r4+y+z= 1
2z = 2
2= 2

Doiz=y=2=1
2. Résoudre et discuter, en fonction des valeurs du paramétre m € R le systéme suivant :

mr+y+z= 1
r+my+z= 1
r+y+mz= 1

> Toujours pareil, on commence par calculer le déterminant du systeme qui, cette fois-ci, dépendra
d’un parametre m.

mo 11 m 1] |1 1| |1 m
1 m 1|= mx — +
1 m 1 m 1 1
1 1 m
= m(m?—1)—(m—1)+(1-m)
= m=1)(m(m+1)-2)
= (m—1)(m*+m-2)
(m —1)* (m+2)
Donc A = 0 si et seulement sim =1oum = -2
e Sim = —2, alors, le systeme devient :

—2x+y+z= 1
r—2y+z= 1
r+y—2z= 1

En additionnant les lignes, nous obtenons 0z + Oy 4+ 0z = 3, ce qui est impossible. Donc, si
m = —2, le systéme n’admet pas de solution.
e Sim =1, alors le systéeme devient ;

r+y+z= 1
r+y+z= 1
z+y+z= 1

qui se réduit a une seule équation : x +y + z = 1. Le systéme admet donc une infinité de
solutions :
S={(z,y,1 —x—y) avecz € Ret y € R}

> Sim # 1 et m # —2, alors le systéme admet une unique solution :
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e Calculons A,

= (m—1)?

11 1
A,=1 m 1 ‘m 1H1 1‘+‘1 1‘m21(m1)+1m
1 m 1 m m 1
1 1 m

Dou z =

e Calculons

m 1 1
. . 1 1 1 1 1 1 T oy 2
Ay=|1 1 1 mx |y m‘ '1 m+’1 1'—m(m 1)=(m—1)=(m—1)
1 1 m
y (m—1)2 1

mo 1 m 1] |1 1] |1 1
A,=|1 m 1ll=mx — + =mm—-1)+1-m)=(m—-1)°
1 1 1 1 m 1
1 1 1
A, —1)? 1
Dol z = — = (m2 ) =
A (m=1)7(m+2) m+2
1
Ainsi, si m # 1 et m # —2, alors le systéme admet une unique solutionx:y:z:j
m

Exercice 28 :

a—b—c 2a 2a ,
Démontrer que | 2b b—c—a 2b =(a+b+c)?
2c 2c c—a—>

Pour le calcul, nous allons jouer sur les combinaisons linéaires de lignes ou de colonnes. Tout d’abord,
une combinaison sur les lignes :

Li=L, Ly=Ly Ly=Ls+Ly+L,

a—b—c 2a 2a a—b—c 2a 2a a—b—c¢ 2a
2b b—c—a 2b = 2b b—c—a 2b =(a+b+c) 2b b—c—a
2¢c 2c c—a—2>b at+b+c a+b+c a+b+e 1 1

Et maintenant, une combinaison sur les colonnes :
C’77 Cl Cl Cm Cl - Cl
1 =07 —0C3 2 = Cy 3

Nous avons donc :

a—b—-c 2a 2a —a—b—c 0 2a
2b b—c—a 2b= 0 —b—c—a 2b|=(—a—b—c)?=(a+b+c)?
1 1 1 0 0 1
a—b—c 2a 2a
D’oti, nous avons bien | 2b b—c—a 2b =(a+b+c)’
2c 2c c—a—b
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Exercice 29 :

1 1 1
Calculer | a b c
b+c¢c ¢c+a a—+0b

Une fois de plus, on utilise combinaison avec lignes et colonnes :

L'l=1L, Ly=1Ly, Ly=Ls+ Ly

Alors :
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a b c = a b c =(a+b+c)la b ¢|=0
b+c¢c ¢c+a a-+b at+b+c a+b+c at+b+e 1 1 1

Exercice 33 :

On dit que 2 matrices carrées d'ordre n A et B sont semblables, s'il existe une matrice inversible P telle que
A=P'BP

1. Montrer que la similitude de matrices est une relation d’'équivalence
Pour plus de clarté, nous notons R la relation :
ARB < il existe une matrice inversible P telle que A= P~'BP

> R est évidemment réflexive.
En effet, pour A € M, (R), nous avons A = Id,, x A x Id,, ; or, (Idn)f1 = 1Id,, et donc
A € M, (R) est semblable & elle-méme et donc ARA
> Montrons qu’elle est symétrique
Supposons donc que pour A € M, (R) et B € M, (R), nous ayions ARDB.
Ce ci veut donc dire qu’il existe une matrice inversible P telle que A = P"'BP. Or :

A=P 'BP < PA=PP 'BP < PA=BP <= PAP '!=BPP !« PAP ' =B

11 existe donc une matrice inversible, P~! telle que B = (P_l) ! AP~ c’est A dire que BRA
La relation R est donc symétrique
> Montrons qu’elle est Transitive

Supposons donc que pour A € M, (R), B € M,, (R) et C € M,, (R), nous ayions ARDB et
BRC.
Ce ci veut donc dire qu'’il existe une matrice inversible P telle que A = P~!BP et une autre
matrice inversible @ telle B = Q~1CQ.
Donc A= P 1BP « A= P 'Q"'CQP. Or, (QP)" ' = P~1Q!
Il existe donc une matrice inversible, R = QP telle que A = R™'CR, c’est a dire que ARC
La relation R est donc symétrique

La relation R étant réflexive, symétrique et transitive, est donc une relation d’équivalence

2. Montrer que 2 matrices semblables ont méme déterminant

Soient A et B 2 matrices semblables ; alors il existe une matrice inversible P telle que A = P~ BP.
Des propriétés des déterminants, nous avons :

det A = det (P~'BP) = det P~! x det (BP) = det P~! x det Bdet P = det B

2 matrices semblables ont donc méme déterminant.
Remarques sur les matrices semblables et la notion d’invariant
Nous venons de découvrir 2 types d’invariants pour les matrices semblables : la trace et le
déterminant.
— 2 matrices semblables ont méme trace
— 2 matrices semblables ont méme déterminant

1 -1 0 1 -1 0
— Lesmatrices [ 0 2 3 ]Jet |0 1 3 ] sont-elles semblables?
4 0 5 4 0 5
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