Chapitre 5 Matrices, déterminants 5.2 Opération sur les matrices

5.2 Opération sur les matrices
5.2.1 Egalité de 2 matrices

On dit que 2 matrices A = ((aij)i_:l,,,m) et B = ((bij)i_zlmm> sont égales et on écrit alors A = B

j=1l..n Jj=1l..n
si :
1. Elles sont de méme dimension c’est a dire qu’elles ont toutes deux, méme nombre de lignes
et méme nombre de colonnes
Exemple 5 :

N . (1 2 (2 2 B
Oncon51derelesmatrlcesA—(3 4)73—(3 1>etC’—

O W =
O =N
o O O

> A # B puisque, par exemple, 1 = ay; # by = 2
> A# C et B#C, car ces matrices ne sont pas de méme dimension

5.2.2 Somme et différence de 2 matrices

1. On appelle somme de 2 matrices A = ((aij)izl_,,m) et B = ((bij)i;l_”m) , une matrice

j=1l..n

C = <(Cij)i:11mm) telle que ¢;; = a;; + bi]'
1

j=l..n

2. On appelle différence de 2 matrices A = ((aij)izlmm) et B = ((bij)izl,,,m) , une matrice
Jj=1l..n =1l..n

C' = ((627)121771) telle que C;j = Q5 — bij
j=l..n
Remarque 2 :

Remarque trés importante
1. On ne peut additionner ou soustraire, que des matrices de méme dimension

2. Pour additionner ou soustraire 2 matrices, on soustrait ou additionne, TERMES aTERMES
Exemple 6 :
Reprenons A = ( 21)’ i ),B: ( g ? >
—Alors,A—&—B:(z )
— EtA-B= (

Exercice 1 :

9

Est-il possible d’additionner les matrices A = ( 10

B~ =
(G200 \]
S W
~——
@
-+
Sy
I
/N
—
—_
o0

) ? Si oui, en donner

la somme.
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5.2.3 Propriétés de ’addition des matrices

1. L’addition des matrices est associative, c’est a dire :
(VA e My, (R)) (VB € My R)) (VC € My, R)) (A+ (B+C)=(A+B)+C=A+B+0C)
2. L’addition des matrices est commutative, c’est a dire :
(VA e My, (R) (VB € My, R)) (A+B) = (B+ A)

3. L’addition des matricesadmet un élément neutre : la matrice nulle :0, c’esta dire :

(VAE Mpn (R)(A+O0=0+A=A)

4. Chaque matrice, admet, pour I’addition une matrice opposée,.
C’est a dire :

(VA € matmnR) (3A" e My, , R)(A+ A =A"+A=0)

Démonstration

Démonstration du seul dernier point

En effet, Si A =

/N

(aij)izlmm) , alors, A’ = <(fa¢j)i:1m ) est tel que chaque élément de la matrice
=1 i—1

j=1..n j=1l..n
A+ A est ((Ci_j)i:l..,m) ol ¢;5 = ajj + (—a;;) =0
j=1l..n

Remarque 3 :

La matrice A’ = ((faij)i;l___m) est notée A’ = —A

j=1l..n

5.2.4 Groupe additif des matrices

L’ensemble des matrices M,, ,, (R) muni de I’addition des matrices est un groupe abélien.

Démonstration

La démonstration en est tres simple :
> L’addition est associative
> L’addition admet un élément neutre : la matrice nulle O
> Chaque matrice A admet, pour ’addition une matrice opposée notée — A
> L’addition des matrices est commutative

5.2.5 Produit d’une matrice par un scalaire

On appelle produit d’'une matrice A = ((aij)izl...m) par un scalaire A\ € R, une matrice C =
—_— j=1""mn

<(Cij)i‘:11mm) telle que ¢;; = )\(IU
j=1l..n

Remarque 4 :

La matrice C est notée C = \A
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Exemple 7 :
1 2 2 5 10 10
SiA= 3 5 9 |,alors, 5A = 15 25 45
-7 3 8 —-35 15 40

5.2.6 Propriétés de la multiplication par un scalaire

. (VA € Mpn (R) (1 x A = A)
. (VA € My (R) (0 x A= 0)

. (VA € Myn (R)) (Va € R) (VS € R) (a(BA) = (aB) A)

. (VA € Mpn (R)) (Ya € R) (VB € R) ((a + f) A = (aA + BA))

. (VA € My (R)) (VB € My (R)) (Vo € R) (a (A + B) = aA + aB)

A B WON =

Démonstration

La démonstration est simple et tres calculatoire et laissée aux soins du lecteur

Remarque 5 :

1. Si A’ = <(—aij)¢.=%_“m) est 'opposée de A = ((au)z=1lm) ,ona A’ = —1A = —A de telle sorte
j=1l..n j=1l..n
que A — B s’écrive A+ (—B)

2. On démontrera ultérieurement que, muni de 'addition des matrices et de la multiplication des
scalaires, M, ,, (R) est un espace vectoriel sur R

5.2.7 Multiplication des matrices

On appelle produit de 2 matrices A = <(aij)i:1, m) et B = ((bij)i:L__n). une matrice C
x =i

j=1.mn P
n
C = (Cij)i_zlmm telle que Cij = Z aikbkj
j=1l...p k=1
Remarque 6 :

Pour que le produit soit possible, il faut donc que le nombre de colonnes de A soit égal au
nombre de lignes de B

Exercice 2 :

Les produits des matrices AB ou BA suivants sont-ils possibles ?

L o 1 2 0
1.A:(33)etB: -1 V2 6
5 5 1

1 1 2 70

2 01 2 7
2.A736th1027
4 1 20 7
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5.2.8 Propriétés du produit matriciel

1. La multiplication des matrices est associative c’est a dire :
(VA e My, (R)) (VB € My, (R)) (VC € My 4 (R)) (A(BC) = (AB)C = ABC)
2. La multiplication des matrices est distributive par rapport a I'addition c’est a dire

(VA € My (R)) (VB € My (R)) (VC € My, (R)) (A (B +C) = AB + AC)

et
(VA € Mupn (R)) (VB € My (R)) (VC € M, (R)) (A + B)C = AC + BC)

Remarque 7 :

1. Trés important :

La multiplication des matrices n’est pas commutative ; il suffit de le vérifier sur le contre-exemple

suivant :
1 2 5 6
A—(3 4>etB—(7 8>,CalculerABetBA
Résolution :
19 22 23 34
Nous avons AB = ( 43 50 ) et BA= ( 31 46 >

Nous avons bien AB # BA

2. Muni de ’addition et de la multiplication, ’ensemble des matrices carrées M,, (R) est un anneau
non commutatif

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 169



	I Algèbre, Arithmétique
	Matrices, déterminants
	Opération sur les matrices



