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5.6 Exercices sur le calcul matriciel

Exercice 6 :

Calculer le produit AB et BA des matrices suivantes :

a b ¢ 1 a ¢
A= c b a et B = 1 b b
1 1 1 1 ¢ a

Exercice 7 :

Vérifier I’associativité du produit sur les exemples suivants

2 0 1 10 3 2
A:(§;2g); B=|1 1 -2 : cC=|( 3 -1 2 -1
-1 3 1 2 0 1 -1

Exercice 8 :

Trouver les matrices carrées d’ordre 2 A = ( g Z > telles que :

1. A2=4A
2. A% =1d,

3. AB:BA,avecB:(Z_1 1)

Exercice 9 :

1 2
Soit A= 3 4 | :Trouver les matrices B et B’ telles que BA = Idy et AB’ =1d3
-1 4

Exercice 10 :

. , . 1
Soit @ un nombre réel non nul et soit A = ( 8 u )

Calculer A™ pour tout entier relatif n.

Exercice 11 :

. 1 4
SmtA_(O _1)

1. calculer A2

2. En déduire que A est inversible et calculer A~1.

Exercice 12 :

On considére ’ensemble

A:{(I+y 4y )oﬁxGR,yGR}
-y r—-y

Montrer que A, muni de Paddition et de la multiplication des matrices forme un sous-corps de My (R)
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Exercice 13 :

Dans M3 (R), on consideére 'ensemble G des matrices de la forme
100
a 1 0
b ¢ 1

otaceR, beRetceR
Montrer que G muni de la multiplication des matrices est un groupe; est-il commutatif ?

Exercice 14 :

2 -6 -1
Soit A={0 2 2
0 0 2

1. Trouver une matrice B telle que A = 2Id3 + B
2. Calculer B? et B?

3. En déduire la valeur de A™ en fonction de n

Exercice 15 :

Dans M3 (R), trouver 3 matrices, 4, B et C, telles que X = aA + bB + ¢C ou

a+b a—b+c a—-c
X=|a-b-c a a+b+c
a+c a+b—c a—>b

Exercice 16 :

41—26>
0 8 4 5

1. Calculer AAT et ATA
2. Montrer que pour toute matrice A € M, , (R), le produit AAT est symétrique

Soit A = (

Exercice 17 :

Montrer que toute matrice carrée peut s’écrire comme somme d’une matrice symétrique et d’une matrice
antisymétrique

Exercice 18 :

1 0 1 2" 0 2"
Soit A = 0 1 0 |;Montrer par récurrence sur n € N que A" = 0 1 0
1 0 1 2 0 2"

Exercice 19 :

On définit 3 suites de nombre réels (un),cn 5 (Vn)pen > (Wn), ey Par la relation de récurrence :

Up = Unp—1 + Un—1
Up = Un—1 + Wn—1
Wp = Wn—1

Le but du probleme est d’exprimer wu,,, v,,, w, en fonction de ug, vg, wo
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Unp Unp—1 Unp,
1. Trouver une matrice A telle que Un, = A Un—1 et en déduire que Un, =
W, Wn—1 Wnp,
Ug
A" Vo
wo
0 1 0 n(n—1)
2. Soit M= 0 0 1 | Calculer (M + 1Id3)" et en déduire que A™ = Idz +nM + ?MQ ;
0 0 O

en déduire u,,, v,,w, en fonction de wug, vy, wo

Exercice 20 :

Trace d’une matrice
a1 a2 G013
Soit A = a21 Q92 23
azy asz2 ass
On appelle Trace de A , la somme des éléments diagonaux, c’est & dire le nombre tr (4) = a11 +a22 +ass

1. Montrer que pour toute matrice A et B de M3 (R)

tr (A) + tr (B) = tr (A + B)

2. Montrer que, pour tout A € R, tr (AA) = Atr (A)
3. Montrer que tr (AB) = tr (BA)

4. Montrer que si P est une matrice inversible de M3 (R),

tr(A) = tr (P_lAP)

Exercice 21 :
Nous nous situons dans ’ensemble M,, (R) des matrices carrées d’ordre n et a coefficients réels.

Pour 1 <i < netl<j<non considere les matrices E; ; = <(€k7l)1<k<n> oune, =1lsik=1letl=
1<I<n
et ex,; = 0 sinon
e Une matrice de dilation d’ordre «a est une matrice D; € M, (R) définie par :

Di = Idn — (1 — O[) Ei,i

Exemple dans M3 (R)
Une matrice de dilatation Dy d’ordre « est une matrice du type :

0 0 000 1 0
0)-(1-w 0)=1{o 0
1 0 0 1

oL O

1
D2:Id3—(1_a)E2’2: 0 1
0 0

e Une matrice de transvection d’ordre « est une matrice 7; ; € M, (R) définie par :

Ti’j =1d,, + OéEi’j avec i # j
Exemple dans M3 (R)

Une matrice de transvection 75 ; d’ordre a est une matrice du type :
1 0 0 0 0 O 1 00
T2’1 :Id3+OéE2’1 = 01 0 + « 1 0 0 = a 1 0
0 0 1 0 0O 0 0 1

1 21
On considere la matrice A = 0 1 2 ] Faites les calculs matriciels suivants :
-5 4 1
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1. DyA 2. AD, 3. ATy, 4. Ty, A

Quelles sont vos conclusions ?

Exercice 22 :

Dans ce probléme, on ne considere que les matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels; ’ensemble de
ces matrices est noté My (R)

1. (a) Trouver toutes les matrices M € My (R) telles que M? = ( _T_; _:4 )

(b) Trouver toutes les matrices A € Mj (R) telles que A% = ( é S )

2. L’objet de cette question est de trouver toutes les matrices X € Ms (R) telles que

X2 —-6X+B=0,

L (8 =8 (0 0
OuB—(O 0 )et(’)g—(o 0>
(a) Trouver C' € My (R) tel que X2 —6X = (X — 3Idy)”+C o Idy est la matrice identité d’ordre
2
(b) En déduire toutes les matrices X € My (R) telles que X2 —6X + B =0
3. Proposer une méthode de résolution d’équations dont I'inconnue est une matrice X € My (R) de

la forme X? +aX + B=0ota€Ret Be M;(R)

4. Appliquer cette méthode & la résolution de X2 + 10X +C = O ou C = ( 367 ;17 )
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