Chapitre 6

Les nombres complexes

Il y a plusieurs facons de définir les nombres complexes; la construction proposée ici est intéressante
puisqu’elle est proche de la géométrie plane et des transformations géométriques.
Les nombres complexes se retrouvent partout, et méme en analyse

6.1 Une construction des nombres complexes

Dans ce paragraphe, nous considérons Ms (R), anneau des matrices carrées d’ordre 2, a coefficients réels

6.1.1 Définition et théoreme

On appelle C I’ensemble des matrices de M5 (R) de la forme ( Z _ab )
Alors, (C,+, x) est un corps commutatif.

C est appelé corps des nombres complexes

Démonstration

Nous savons que (Mo (R), 4+, X) est un anneau unitaire ; c’est cette propriété que nous allons réutiliser
car C C Ms (R)

1. Montrons que (C,+) est un groupe abélien
Nous allons démontrer que C est un sous-groupe du groupe abélien (M (R),+)

00 > est dans C

0 0
> En second lieu, soient A € C et A; € C, et montrons que A — A; € C

PosonsA:(a _ab)etAlz(al —b ) aveca € R, beR, a3 € Ret by € R. Alors :

> Premierement, C # ) puisque la matrice nulle Oy = (

b b1 aq
A— A _<(1 —b)_<a1 —bl)_<a—a1 —b+b1>_(a—a1 —(b—bl))
1= b a b1 ay - b*bl a— ap - b*bl a— ap
La matrice A — A; est donc du type A — A1 = (g _aﬁ ) et est donc un élément de C

Ainsi, (C,+) est un sous-groupe du groupe abélien (Ms (R),+).

2. Montrons que (C*, x) est un groupe abélien

> Tout d’abord, I’élément neutre pour la multiplication des matrices Ids = ( (1) g ) est dans

C*
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> Il faut montrer que la multiplication des matrices est interne. Comme tout a I’heure, posons

A:<a —b)etAlz(m —bl)avecaER,bER,aleRetbleR.Alors;
b a b

Ax A, = ( a —b )x( a; —by ): ( aay —bby  —aby — bay ): ( aay —bby — (bay + aby)
@ bay +aby  aa; —bby

b b1 aq ba1 + ab1 —bb1 + aaq

«

B

> 11 faut maintenant montrer que si A € C, alors A~! existe et A~ € C

La matrice A x A; est donc du type A x A; = ( _aﬁ ) et est donc un élément de C*

Rappel : comment calculer 1’inverse d’une matrice 2 x 27

Si X = ( Z (Ci ), alors X est inversible si et seulement si det X = ad — bc # 0 et

1 d -b

e ()
det X \ —c a

Soit A € C*, alors A = ( Z b ) et det A = a®+b? et det A = 0 si et seulement sia = b = 0.

Or, comme A € C*, A # O et donc A est inversible.
a b

- 1 (a b): 2 a2+
det A\ =b a -b a

CL2 + b2 a2 + b2
Nous avons bien A~ qui exiqte et A~ € C

3. La multiplication des matrices est, par définition, distributive par rapport a ’addition des matrices.
(C,+, x) est donc un corps commutatif.

6.1.2 Proposition

0
Alors, (S, +, X) est un sous-corps de C, isomorphe a R

Soit S C C, I'ensemble suivant : S = {( @ 2 ) ouac ]R}

Démonstration

1. Nous montrons que (S, +) est un groupe abélien

> Tout d’abord, S # () puisque Oy = < 8 8 > es
> Soient A € S et B € S, et montrons que A — B € S

PosonsA:(a O)etB:(b O)avecaeRetbéR.Alors:
0 a 0 b

a-m=(5 0 )-(o v)=("" %)

La matrice A — B € S Ainsi, (5,4) est un groupe abélien .

2. Nous montrons que (S*, X) est un groupe abélien

> Tout d’abord, S* # ) puisque Id; = ( (1) (1) ) €5

> Soient A € S et B € 9, et montrons que A x B~1 € §

PosonsAz(S g)etB:(g 2)avecaeR*etbeR*.AlorsB*:

o o
S = O

et :

-1 _ QO)
Ax B 7(0 0 ) x

O S =
S = O
|
o ol Q
QO
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La matrice A x B~! € S Ainsi, (S*, x) est un groupe abélien .
Ainsi, (S, 4+, X) est un sous-corps de C
3. Montrons que (S, +, x) est un sous-corps de C est isomorphe a (R, +, X)
Il suffit de créer une application ¢ : R — S et de démontrer que c¢’est un isomorphisme de corps;
cette application est évidente :

v:R — S
— ()_(a O)
a yla)= 0 a

Nous avons clairement, pour tout a € R et tout b € R, ¢ (a +b) = ¢ (a) + ¢ (b); ¢ est donc
un homomorphisme de groupe additif

De la méme maniere, pour tout a € R et tout b € R, ¢ (ab) = ¢ (a) x ¢ (b); ¢ est donc un
homomorphisme de groupe multiplicatif

De plus, ker ¢ = {0}, donc ¢ est injective

De méme, ¢ est surjective.

On en conclue que ¢ est un isomorphisme de corps.

v

A%

IV IV

Remarque 1 :
Remarque trés importante :

S isomorphe a R signifie que S et R ont méme structure. On identifie S & R en posant < g 2 ) =a

Nous avons, en particulier Id, = ( é (1) ) =let Oy = ( 8 8 ) =0

Grave a cet identification, nous avons R C C

6.1.3 Théoreme
C, muni de I'addition des nombres complexes et de la multiplication par un nombre réel est un

R-espace vectoriel de dimension 2 dont une base est {( (1) (1) ) ; ( (1) _01 )}

Démonstration

1. Nous savons déja que (C,+) est un groupe abélien
2. Soit zeCet AER

Alors z = <

a —b

b )avecae]Retbe]R.Alors:

a —b Aa —X\b
)‘ZZ)‘(b a >:()\b )\a)

3. La multiplication par un nombre réel vérifie clairement les axidomes de R-espace vectoriel

Nous avons bien Az € C

(a) Pour tout z € C, 1.z =z

(b) Pour tout A € R, tout Ay € R et tout z € C, A(A\1z) = (A1) 2

(c) Pour tout A € R, tout A\; € Ret tout 2 € C, (A+ A1) z= X z+ M2
(d) Pour tout A € R, tout z € C et tout 21 € C, A(z+2z1) = Az + Az

4. Base et dimension de C

> La famille {( 10 ) ; ( 0 -l )} est une famille génératrice ; en effet, pour toute matrice

0 1 1 0
(a _ab)de C, nous avons : :

(5 )=l V)ee(V )
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v

La famille {( ; ( 0 -l )} est une famille libre, puisque :

10
0 0 -1 00
1)“’(1 0 )’(0 0)‘:”4”0

> Donc, la famille {( é (1) ) ; < (1) Bl )} est une base de C, et donc dimg C = 2

Remarque 2 :

Nous aurions pu aussi démontrer que C est un sous-espace vectoriel de R-espace vectoriel Ms (R)

Remarque 3 :

Remarque trés importante

0

01 ) au nombre réel 1, nous

1. De la méme maniere que nous avons identifié la matrice Idy = (

. -1 . .
posons i = ( ? 0 ) de telle sorte que tout nombre complexe z € C s’écrive z = a + ib

2. La famille {1,¢} est la base canonique du R-espace vectoriel C

3. Comme {1,4} est la base canonique du R-espace vectoriel C, pour tout nombre complexe z = a+bi
et 2/ = a’ + Vi, nous avons :

z=7 <= a+bi=d+bi=a=d etb="V

6.1.4 Proposition

Nous avons 2 = —1

Démonstration

I1 suffit d’utiliser le calcul matriciel :
o (0 —1> (0 —1)_(—1 0 >__
Z_(10 “L1 0 )7L 1)1
6.1.5 Synthese

On appelle nombre complexe, un nombre de la forme z =a+biota € R, beR et i = —1

C est I'ensemble des nombres complexes; C est un ensemble contenant I’ensemble des nombres
réels : RC C

a est la partie réelle de z, tandis que b est la partie imaginaire de z

On note a =R (z) et b= (2)

Remarque 4 :

1. Si la partie réelle est nulle, z est dit imaginaire pur.Les imaginaires purs sont de la forme z = \i
ou AeR

2. Si la partie imaginaire est nulle, z est simplement dit réel.

3. z = a+ bi est dit forme algébrique des nombres complexes
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6.1.6 Regles de calcul dans C

Voici, énoncées, les régles de calcul élémentaire dans C ; c’est la synthése de ce qui a €€ étudié ci-dessus

i?=-1
Pour tout a € R et tout b € R, nous avons : a x (bi) = (ab)i
Regle d’addition : (a + bi) + (@ +bi) = (a+ @)+ (b+ V) i

Reégle de multiplication :

bl

(a4 bi) x (@ + i) = aa’ + abi + bia’ + bbi* = (aa> — bb) + i (ab' + ba’)

5. Pour z # 0,
1 1 (a — bi) a—bi

z a+bi  (a+bi)(a—bi) aZ+b?

6. 2=a+bi=0<a=0etb=0

Exemple 1 :

En utilisant les regles énoncées ci-dessus :
1. Mettre sous la forme a + ib les nombres complexes suivants

1
(@) T3

Résolution

Pour résoudre une telle question, il faut utiliser une expression appelée conjuguéeﬂ Le
conjugué de 1+ 3¢ est 1 — 3¢, donc :

1 B 1—3¢ identité remarquable 1-3¢ - 1-3: _ 1—3i _ ifﬁ
1+3i  (1+3i)(1—30) N (12 _ (3Z~)2) S (1-92) 10 10 10
3+ 4i
b
(b) 3—4i
Résolution

La méthode sera la méme :

3+ 4i (3 + 4i)? (B+4i)° (344 1 " N =T 240
= = = =—(9+16 24i) = — + —
3— 4 (3—4i)(3+4i) 32— 162 25 g5 (9167 +241) = o + o
(©) cos @ + isinf 96]_7T ﬂ[
¢) ————— pour —_— =
1+itanf © 272
Résolution
La méthode est la méme, sauf qu’ici, il faut connaitre, en plus, ses formules trigo-
nométriques!!....Mais, c’est tres soft!!
cosf +1isinf  cosf +isinf  cos@ +isinf cosf +isinf
- = ~ = — = cos)—— = cosl
1+itané 1“2323 ‘3"52(‘;%“9 cosf +isiné
0+ isind
Donc, M = cosf
14+ itanf

1. Tres semblable a la notion de conjugué vu avec les racines carrées. Un paragraphe sera consacré au conjugué des
nombres complexes

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 148



Chapitre 6 Les nombres complexes 6.1 Une construction des nombres complexes

Remarque 5 :

1. Toutes les regles de calcul concernant I'addition et la multiplication s’appliquent & C comme a R

2. La formule du binéme de Newton est en particulier valable :

(z1+2)" =) Ch () ()" " = (n) 2y "
p=0

Exercice 1 :

1. Calculer de 2 manidres différentes (14 )% ; en déduire une expression de S; = 2 — C2+C§—C¢
et de So =Ci —C3+C3 - Cf

2. Soient z1 =1 —1 et z5 = 1 4+ i; montrer que tout z € C peut s’écrire sous la forme z = az; + 522
oua€eRet SR

3. Résoudre dans C ’équation 22

=aoua€eR
4. Trouver dans C, les complexes z et 2’ tels que :

{ iz—32 = —2i
(1+3i)z+2iz' = —1+3i

Remarque 6 :

Il n’existe pas dans C de relation d’ordre total compatible avec ’addition et la multiplication.

En effet,
Considérons le nombre complexe i et son carré 3.

Alors, i2 > 0 (parce que c’est un carré). Or i2 = —1 et —1 < 0.
Il y a donc contradiction.
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