Chapitre 8 Les nombres complexes 8.9 Quelques exercices corrigés

8.9 Quelques exercices corrigés

8.9.1 Nombres complexes : calculs élémentaires
Exercice 1 :

1. Calculer de 2 maniéres différentes (1+ )% ; en déduire une expression de Sy = 2 — C2 4+ C4 — CS et
de Sy = Cl — C3 4+ C3 — Cf

Calculons d’abord (1 + 4)®
4
> Nous avons (1 +i)° = ((1 + z)2> . Or, (1414)% = 144242 = 2i, de telle sorte que (1 +14)° =

24t =16
> Cette fois ci, nous utilisons le binéme de Newton pour calculer (1 + i)s

o (8
(1+4) Z ;)
k=0

Il faut, ici, mettre de coté les termes de rang pair et les termes de rang impair; en effet :
2k = (=1)F et i2**+! =i (—1)*. D’ot, nous avons :

8
(1+i)8—2(2>i’“—(1C§+C§C§+1)+i(0§C§’+C§’C§)
k=0

En identifiant partie réelle et partie imaginaire, nous obtenons :
2—-C34+Ci—C= 16
Ci-C3+C3-Ci= 0

2

2. Résoudre dans C ['équation z© = a oli a € R

Nous allons regarder 2 situations :

> Sia>0
Alors, c’est une situation des plus classiques : z = y/a ou z = —y/a; nous avons alors z € R
> Sia<0
Alors, 22 = a <= 2? = i?(—a) et nous avons —a > 0. Nous avons, & nouveau 2 racines :
z =1iv/—a ou z = —iy/—a; cette fois ci, z est imaginaire pur.

3. Trouver dans C, les complexes z et z' tels que :

{ iz—32' = —=2i
(1+3i)z+2i2 = —1+3i

En utilisant toute méthode que vous voulez (substitution, addition, méthode de Cramer), on
trouve z = let 2/ =14
Exercice 3 :
Montrer que les seules bijections f : C — C, laissant chaque réel invariant et telles que
(V2 € C) (V2 € C) (f(z +2') = f(2) + f(2) et f(22) = f(2)f(¢)

sont toutes de la forme f(z) =% ou f = Id¢

> Une telle application est entiérement déterminée par f ()
En effet, soit 2 = a + b avec a € R et b € R. Alors :

f(z)=Ffla+ib) = f(a)+ f(ib) = f(a) + f (i) £ (2)

Comme f laisse chaque réel invariant, nous avons f (a) = a et f (b) =b, et donc f (2) = a+bf (¥)

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 337



Chapitre 8 Les nombres complexes 8.9 Quelques exercices corrigés

> Posons f (i) = xg +iyo avec 29 € Ret yg € R
Nous avons 1 = f (1) = f (—%) = f (i x —i) = [ (i) x (—) = £ (i) x f (=1) x £ () = — ( (3))"

Clest a dire que (f (i))> = —1. Donc (xg + iyo)® = —1. Développons et nous avons :

(xo + iy0)2 = x% - yg + 2izoyo = —1

En identifiant partie réelle et partie imaginaire, nous obtenons :

{ -y = -1
2$0y0 = 0
De zyo = 0, nous tirons zo = 0 ou yo = 0. Si yg = 0, alors 2 = —1, ce qui est impossible.
Donc, seul g = 0, et si zg = 0 nous avons yg = 1 ou yp = —1 D’olt nous tirons 2 solutions :
(z0,y0) = (0,+1) ou (x0,¥0) = (0, 1)

> Ainsi, nous avons f (i) =i ou f (i) = —i

* Si f (i) =1 alors f =1Id¢

* Si f(i) = —ialors f(2) =%
Remarque
Il existe une autre application f telle que f(z 4+ 2') = f(2) + f (2)) et f(22') = f(2) f (2),
c’est 'application nulle O qui, & tout z € C, fait correspondre O (z) = 0; mais, ce n’est pas
une bijection

Exercice 4 :
n
1. Soit P un polynéme a coefficients réels, c'est a dire que P (z) = Z apz® ot ar, € R. Montrer que si
k=0
2o est racine, il en est de méme de Z,

Nous avons donc P (z9) = 0 et donc, en passant au conjugué, P (z9) = 0. Or, c’est quoi P (zg) ?

Or, comme P (zp) = 0, nous avons aussi P (Z5) = 0, et donc Zg est aussi racine de P
Nous venons de montrer 2 choses :
> Que si un polynome P est & coefficients réels, alors, pour tout z € C, P (z) = P (%)
> Que si un polynome P est a coefficients réels, si zg € C est racine de P, alors Zj est aussi
racine de P

o 1 v3 9 = . . . -
2. Soit j = —3 + ”Lg ; Vérifier que j% = j, puis que j est racine de Q(x) = 1+ x + 2. En déduire une
factorisation de Q(x), puis que j3 = 1
Le calcul montre que j2 = j.

Comme le polynéme Q(x) = 1+ x + 22 est & coefficients réels, alors, si u est racine de Q, U l'est
aussi. par calcul, nous avons :

S .= 1 V3 1 V3
1+]+]21+j+j1+(2+z\2f)+(1f)

Ainsi j et donc j sont rracines de @
De 1+ 5+ 4% = 0, nous tirons j? = —1 — j, puis, en multipliant par j, j3 = —j —j? = 1. j apparait
donc comme une racine cubique de 1
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Exercice 6 :

1 . .
Trouver z € C tel que z, — et z — 1 aient méme module.
z

Onposedonc z=x+iyavecx € Ret y € R

1 1

> De la premiere égalité |z| = |—| = Ik nous tirons |z|> = 1 et donc |z| = 1, c’est & dire 22 +y2 = 1
z z

> De la seconde égalité |z| = |z — 1|, nous tirons

1
x2—|—y2:(x—1)2+y2<:>m2:($—1)2<:>—2m+1=0<:>x:§

3 3 —V3
Et de 22 + 3% = 1, nous tirons 3% = vk c’est a dire y = - ouy= %

1l existe donc 2 nombres complexes z tels que |z| =

=|z—1];cesont zg = - +1— et Zg
2= 1] o= +itt et T

Exercice 7 :

Montrer que pour tout complexe Z, il existe un élément w = a + ib (avec a et b entiers relatifs) tel que
|Z —w| <1

1
En posant Z = x + iy et [t] = (entier le plus proche de t) alors, |t — [t]| < 5
. . 2 . 2 2 2_1 1 1
Soit w = [z] +iy]; alors, [Z —w|” = |(z — [e]) +i(y — D" = (@~ 2"+ - <7+ 7=35
2
Nous avons donc |Z — w| < g <1
Exercice 8 :
. Z—Uuz
Montrer que si |u| = 1, alors 7 eR
. _ 1
11 faut commencer par remarquer que si |u| = 1, alors © = —
u
Z— Uz _
Posons Z = T4 il faut donc montrer que Z = 7
7 _ Z-uz :E—%Z _ o _wou_zouz
1—u 1-1 u=l u—1 1—u
u u
Ce que nous voulions.
Exercice 9 :
IL FAUT FAIRE CET EXERCICE A FOND, POUR ACQUERIR UNE DEXTERITE DANS LES CALCULS
Résoudre, dans C, les équations suivantes :
1. 22 —2zcosp+1=0
Remarquons que les coefficients étant réels, si zg est racine, alors zy 1’est aussi.
< On calcule donc le discriminant A = 4cos? ¢ —4 =4 ((3052 w— 1) = —4sin ¢
Nous avons donc A < 0 et une racine carrée de A est w = 2isin @
. , . 2cos @ + 2isinp o .
< Les racines de cette équation sont donc zy = — 5 = cosp + isinp et Zg =
cosp —isinp
2. 322422 4+2=0
Polynome a coefficients réels de discriminant A = —20 ; une racine carrée de A est donc w = 2i/5.
, -2+42ivV5  —1+4/5  _  —1-iV/5
Il y a donc 2 racines xg = = et Tg = ————

6 3

2. Ne pas confondre ” Entier le plus proche de t” et la partie entiere de ¢t

3
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3. 22— (3+2)z2—1+43i=0

Cette fois ci, ce n’est pas un polynéme a coefficients réels.
< Calculons le discriminant :
A=(3+2)2—-43i—-1)=9
A admet donc 2 racines w = 3 et o?f :2—'3 5 503
< La premiere racine est donc z; = % =3+ et la seconde z5 = % =1
4. (1—49)22 — (6 —4i)z —Ti =0

<0 Calculons le discriminant :
A= (6741‘)2+28i(1 — 1) =48 — 20i = 4 (12 — 5i)

< Recherchons les racines carrées de A
Soit w = x + iy l'une des 2 racines (l'autre étant —w). Alors :
* w2 =22 — 2+ 2izy = A et |w|? = 22+ 92 = |A]
Comme |A]* = 16 [(12)2 + (5)2] =16 x 169 = 42 x (13)°, nous avons |A| =4 x 13 = 52
* Nous avons donc le systeme a résoudre :

2 —y? = 48
2?2 +y?> = 52
2zy = =20

D’ot1 nous tirons 222 = 100 et 2y> = 4 d’ott z = +5v/2 et y = /2
* L’égalité 2xy = —20 nous assure que z et y sont de signe contraire d’oti nous obtenons
commes racine : w = 5v/2 —iv/2 = \/5(5 —1)
< les racines de 1’équation sont donc :

L 6—di+ (5v2-iv2)  (6-4i+ (5v2-iv2))(1+i)  (5+2v2)+i(1+3V2)
N 2 (1 — 1) 4 2
G- di—/2(5— 1) (6—4i—\/§(5—i))(1+z’) (5—3\/5)—1—1'(1—2\/5)

22_ = =

2(1—1i) 4 2

21

5. 2% 4+2241=0

Premiere remarque : c’est que z* + 22 + 1 est un polynéme a coefficients réels, et que si zy en est
la racine, il en est de méme de Zy
< Faisons le changement de variables Z = 22 ; I'équation devient Z2+Z+1 = 0 dont les solutions
sont Z1 =jet Zo=j42=7
< 11 s’agit, maintenant, de résoudre les équations 22 = j et 22 =7
% Résolvons 22 = j

Posons z = x + iy ; alors 22

= 22 — y? 4+ 2izy et donc, nous avons le systeme :

-1
2 _ .2 _
T Y 5
x2+y2: 1
V3
2zy = 5

&

1 1 3

2:Zetx:i§.Deméme,y2:Zetyz:ﬁ:T
1 3 -1 3

De 22y > 0, nous tirons z = §+i§ ouz = > —i—\g

-1
D’ou 222 = > et donc x

* Résolvons maintenant 22 = j

Posons z = x + iy ; alors 22 = 22 — y? + 2izy et donc, nous avons le systeme :

-1
2 _ .2
V3
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&

1 1 3
QZZetxzii.Deméme,yQZZety::&:—

2
V3 V3

1 -1
De 2zy < 0, nous tirons z = 5—27 ou z = 7—}—27

< Les racines de z* + 22 + 1 sont donc :

1 V3 -1 V3 1 V3 -1 V3

asgtiy ATy Ty “pTly AT Ty

-1
D’ou 222 = - et donc x

On peut remarquer que z3 = z1 et que z4 = Zg
Nous avons alors la factorisation 2% + 22 +1 = (2 — 21) (z — 22) (2 — 23) (2 — 24)

Une question complémentaire aurait pu étre : factoriser z* + 22 + 1 en 2 polynémes du
second degré

6. 23 + (1 —2i) 2% — (1 4+1i) z — 2 (1 — i) = 0 sachant qu'elle admet une racine réelle

Soit x¢ la racine réelle de 1’équation iz3 + (1 — 2i) 22 — (1 4+ 4) 2 — 2 (1 — i) = 0; alors, nous avons :
ixg+ (1 —2)af — (1+i)zo—2(1—i) =0 <= (2§ —xo—2) +i (v — 225 —20+2) =0

Pour qu’'un nombre complexe soit nul, il faut et il suffit que la parie réelle soit nulle et que la
partie imaginaire soit nulle. Nous avons alors le systeme :
{ 3 —20—-2=0
$3—2$3—$()+2:0

Il est assez facile de résoudre 1’équation du second degré z2 — zg — 2 = 0 qui a pour soutions
g = 2 ou xg = —1. Il faut maintenant que ces solutions soient aussi solutions de I’équation
3 — 22t —20+2=0

On vérifie, facilement, que ces 2 réels annulent 3 — 223 — ¢ + 2 et donc que le polynome iz® +

(1 —2i) 22 — (1 +14) 2z —2(1 — i) admet en fait 2 racines réelles et qu'il se factorise se factorise par
le polynome 22 — z — 2. Il faut donc trouver a € C et b € C tels que

i+ (1-2i)2° —(14+i)z—2(1—4) = (2* —2—2) (az + b)
On trouve facilement que a =i et que b =1 — ¢, et nous avons :
i+ (1-20)2 —(1+i)z2—2(1—4) = (2" —2—2) (iz+1—14)

Les racines de ce polynémes sont donc : 23 =2, 290 = —1 et 23 = — (1 + 1)

Exercice 11 :

Mettre sous forme trigonométrique les complexes suivants :

Nous avons |z1| = V2 et donc 2z, = ﬁ(

1

Vol

)

2
Nous avons donc cos (arg z) = sin (arg z) = g Dol argz = % [27]

La forme trigonométrique de z; est donc : z; = V2 (cos (%) + 4 sin (I>>

2. 22:7177:

Nous avons |z3| = V2 et done zy = V2 (

-1
— +
V2

4

)

2 5
Nous avons donc cos (arg z) = sin (arg z) = — D'on argz = ZW [27]

5 5
La forme trigonométrique de z est donc : zo = /2 (cos (%) + ¢ sin (—W>)

4
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3. z3 =sinf +icosf
Il n’y a pas de souci, ici : |z3| = 1.....Mais, rien n’est simple!! Sauf que, si vous connaissez bien

7r 71'
les formules trigonométriques, vous avez : sin = cos (5 — 9) et cosf = sin (5 — 9).

7T ™
Donc, z3 = sinf + i cos = cos (5 - 9) + isin (5 — 0) qui est la forme trigonométrique de z3

—V2

4. 24 =
“T T
2 2
Tout d’abord, |z4] = |1{z| = g =1
V2 —V2(1-10) —f ( ) -1, 1
D’autre part, z4 = = = X — —i—= ). Et doonc, 2y = — +i—
PR T 2 VBT RV NG

=

Nous avons donc cos (arg z) =

2 3
et sin (arg z) = > Dol argz = Zﬂ [27]

. o 3 . (37
La forme trigonométrique de z4 est donc : z4 = cos T + 4 sin T

3
1—14

5. Z5 =

1—4 2 T2

2

7
T

—V2
Nous avons donc cos (arg z) = - et sin (arg z) = %[ Dot argz = i [27]

Nous avons z5 = 5

3 —3O+“—3XJ(¢ J) 3 (J J)

3v2 7 7
La forme trigonométrique de z5 est donc : z5 = T\[ <cos ( Z) + i sin ( I))

Exercice 12 :

1. A tout élément (z,y) € R x R, nous associons la matrice M (z,y) € My (R) définie par :

. X —
=4 %)

On appelle M (2, —2) I'ensemble des matrices M (x,y) avec (x,y) € R x R

(a) Démontrer que M (2, —2) est un sous-espace vectoriel de Ms (R). En donner une base simple et
préciser sa dimension

Cette question est d’un classique confondant.
> Premierement, M (2, —2) #
0 0
0 0
> En second lieu, M (2, —2) est stable par combinaison linéaire
Soient A € R, u € R, M (z,y) € M(2,—2) et M (z1,y1) € M (2, —2). Alors :

En effet, M (0,0) = ( ) = 03, la matrice nulle est dans M (2, —2)

T -y 1 —hn
_ ( Az + pay =AYy — iy >
2 \y 4+ 2uy1 Ax — 20y + pry — 2u
_ ( Az + puy -y — iy )
T o\ 20y ) Ox+pr) -2y — pyr)

La matrice AM (z,y) + pM (21, y1) est bien du type ( 20% a:gﬁ ) avec @ = A\x + pux1
et 8= Ay + uyi.
Donc AM (z,y) + pM (z1,y1) € M(2,—2) et MM (2, —2) est donc stable par combinaison

linéaire.
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Ainsi, M (2, —2) est un sous-espace vectoriel de M ( R

_ —Y _ 0
DNousavonsM(x,y)—<2y a:—2y)_x< )+y<2 )
10 0 -1 .
On vient de montrer que la famille de matrices 0 1 9 _9 est une famille

génératrice de M (2, —2)

> Est ce que la famille {( (1) (1) ) ; ( (2) :; )} est une famille libre de 9t (2, —2) 7

Soientxe]RetyeRtelsquem((l) (1) >—|—y< (2) :; ) =0y alorsz=0ety=0;
c’est donc une famille libre de 90t (2, —2)

> La famille {( (1) (1) ),( (2) :; >} est donc une base de MM (2, —2).

Ainsi dim 9 (2, -2) = 2
(b) Démontrer que le R-espace vectoriel I (2, —2) est isomorphe a R x R

L’endomorphisme ® a créer entre R x R et M (2, —2) est facile & faire :

{@:RxR — M(2,-2)
(x,y) — @[(z,y)] =M (z,y)

On montre tres facilement que ® est linéaire et que ker ® = {O3}. ® est donc un isomorphisme
entre R x R et M (2, —2).

M (2, —2) est donc isomorphe & R x R

(c) Démontrer que, muni de I'addition et de la multiplication des matrices, 9 (2, —2) a une structure
de corps commutatif

> La multiplication des matrices est distributive par rapport a I’addition des matrices; elle
le sera, en particulier dans 9 (2, —2)
> On sait déja que (M (2, —2),+) est un groupe abélien
> Démontrons que (M (2, —2) \ {Oz2}, X) est aussi un groupe abélien
* Tout d’abord, Idy = M (1,0) € M (2, —2), et donc M (2, —2) # 0
* Est-ce que M (x,y) € M (2,—2) \ {O2} est une matrice inversible ?
11 faut, pour cela, calculer det M (x,y) et démontrer qu’il est non nul. Or,

det M (z,y) = x (v —2y) + 2" = 2° = 2zy + y° +¢° = (2 — )" + ¢
Ainsi,
det M (2,9) =0 <= (z —9)° +1° =0<= (2 —y)° =y’ =0<=y=0et x =0

Donc, toute matrice M (z,y) € M (2, —2) \ {O2} est inversible.

Par calcul, nous avons : [M (z,y)] " = M (x — 2y, —y)

det M (z,y)
* La multiplication des matrices est interne
Toujours par calcul, nous démontrons que M (z,y) XM (x1,y1) = M (zx1 — 2yy1, yx1 + y12 — 2yy1)
et que ce résultat montre que la multiplication est commutative.
M (2, —2) a donc une structure de corps commutatif

(d) Trouver un élément A € M (2,—2) tel que A? = —1d
Il faut donc trouver A = M (x,y) telle que A?2 = —Idy = M (—1,0). Or,

A% = M (z,y) x M (z,y) = M (2 — 2, 20y — 2¢°)
Nous devons donc résoudre le systeme :

2_ 9,2 _ _ 2 _ 9,2 _ _
{ x? — 2y 1 <:>{(E 2y2 1
ry—y = 0
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> Siy =0, alors, x? = —1, ce qui est impossible

> Supposons y # 0, alors, I'’équation xy = y? nous donne = = ¥, et dans la premiere équation,
nous obtenons x? = 1 et donc x = +1.
Nous obtenons alors 2 matrices solutions M (1,1) et M (—1,—1) = =M (1,1).
Il existe donc deux matrices A € M (2, —2) tel que A? = —Ids, I'une étant I'opposée de
Pautre.

2. Pour p € R* et q € R* fixés, on considére cette fois ci, I'ensemble M (p, q) des matrices M (a,b) €
Moy (R) définies par :

a —-b

gb a—l—pb) avecac RetbeR

M (a,b) :<

(a) Démontrer que M (p,q) est un sous-espace vectoriel de My (R). En donner une base simple et
préciser sa dimension

> Premierement 9 (p, ¢) # 0 puisque O = M (0,0) est un élépent de 9 (p, q)
> Montrons que 9 (p, q) est stable par combinaison linéaire.
Soient A € R, p € R, M (a,b) € M (p,q) et M (a1,b1) € M (p, q). Alors :

a —b aq —b1
AM (a,b) + pM (ai,by) = )\( b atpb ) +u( gby ay+pbs )
_ < Aa + pay —Ab — by )
o g\b 4+ qubi  Aa + pAb + pay + puyr
. ( Aa + Hay —Ab— ,U,bl )
B q Ao+ pby)  (Aa+ pay) +p(Ab — uby)
La matrice AM (a,b) + uM (a1,b1) est bien du type ( qaﬁ a:—ﬂpﬁ ) avec @ = \a + pag
et 8= Ab+ ubs.
Donc AM (a,b)+uM (a1,b1) € M (p, q) et M (p, q) est donc stable par combinaison linéaire.
>

Ainsi, M (p, ¢) est un sous-espace vectoriel de My (R)
> Toute matrice M (a,b) € M (p, q) peut s’écire :

=y 1)o(8 )

0

Ainsi, la famille de matrices {( 10 ) ; (
0 1 q

M (p. q)
> On démontre facilement que M (a,b) = O, si et seulement si a = b = 0 et donc, la famille

{( (1) (1) ) ; < 2 _pl )} est une famille libre qui forme une base de 91 (p, q)

> Donc dim 9 (p, q) = 2
(b) Démontrer que le R-espace vectoriel M (p, q) est isomorphe 3 R x R

_pl )} est-elle une famille génératrice de

L’endomorphisme ® a créer entre R x R et M (2, —2) est tout aussi facile & faire :

{@:RXR — M(p,q)
(a,b) —— ®(a,b)] = M (a,b)

On montre tres facilement que ® est linéaire et que ker ® = {O3}. ® est donc un isomorphisme
entre R X R et M (p, q).

M (p, q) est donc isomorphe & R x R

(¢) Démontrer que, muni de I'addition et de la multiplication des matrices, 9 (p,q) est un anneau
commutatif et unitaire
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> On sait déja que la multiplication des matrices est distributive par rapport a I’addition des
matrices
> On sait aussi que (M (p, q) ,+) est un groupe abélien
> Il faut maintenant montrer que la multiplication des matrices dans 9 (p, q) est interne,
commutative et admet une unité
* Nous avons M (1,0) = Idy € M (p, ¢); la multiplication des matrices admet donc un
neutre dans M (p, q)
* Montrons qu’elle est interne
Tous calculs effectués, nous avons : M (a,b)x M (a1,b1) = M (aay — gbby1,bay + bya + pbby)
Ces calculs montrent que la multiplication est interne et commutative
M (p, q) est donc un anneau commutatif et unitaire

(d) Démontrer que si p?> — 4q < 0, alors M (p,q) a une structure de corps

Il suffit d’étudier les cas (en fait les valeurs de p et g) ou toutes les matrices de M (p, q) \ {O2}
sont inversibles.

Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Or :

a —b

'z(f—l—pba—i—qb2

La symétrie en a et b est remarquable. Appelons P, (a) le ployndéme du second degré P, (a) =
a? + pba + qb? et cherchons les valeurs qui annulent ce polynéme.
Traditionnellement, le discriminant est A = p?b? — 4qb? = b2 (p2 — 4q). A est du signe de
p? — 4q. Ainsi,
> Sip?—4qg < 0, il n’y a aucune racine et donc si M (a,b) € M (p, q)\{O2} alors det M (a,b) #
0 et toutes les matrices de M (p, q) \ {O2} sont inversibles et M (p, ¢) a une structure de
corps
. . . pb . pb
> Si p® — 4q = 0, il existe une racine double a = -5 et donc les matrices M <75, b) =
bM <_§’ 1) ne sont pas inversibles et, sous '’hypothese p? — 4q = 0 M (p, ¢) n’est pas un

corps
> Si p? — 4q > 0, le raisonnement est le méme puisque le polynome P, a deux racines.
Ainsi, si p? — 4q < 0, alors M (p, ¢) a une structure de corps

Exercice 13 :

o
Mettre sous la forme a + bi le nombre complexe 3 + Z 5 + Z
—1 — 1
b
En fait, il faut mettre sous forme algébrique un nombre de la forme z = g + z
a

Nous avons donc : B
b a® b a?b*+b%|af®  ab(ab+ ba)

t==—5+-—5= =

b a

BF (af (e jaf* b]

N
I
SIERS]

(ag—i— ba)
lal? b
3+i+2+i_1,
3—4 2—i 25

Nous avons € R; le reste découle d’un calcul

Nous avons donc : (7+ 5i)

Exercice 14 :

Démontrer que, pour tout n € N, I'expression (1 +1)" + (1 —14)" est un nombre réel, alors que I'expression

(1+4)" — (1 —14)" est un imaginaire pur

Nous avons, si z = x + 1y, alors z + Z réel et z — Z imaginaire pur.

3. L’ensemble des matrices non inversibles de 9t (2\/5, q) ou M (72\/6, q) , avec ¢ > 0, forme un sous-espace vectoriel de
dimension 1
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Soit u =1+, alorsu=1—1iet u™ = (1+4)". Or, u” = u" et donc (1+1i)" = (1 —1i)", de telle sorte
que :

(1+4)"+(1—49)" =u™+u" et donc (1+i)" + (1 —4)" est un nombre réel

(1+4)" = (1—49)" =u™—u" et donc (1+1)" — (1 —4)" est un imaginaire pur

Exercice 15 :

p et q étant 2 nombres complexes tel que |p| # 1, résoudre dans C, I'équation d'inconnue z définie par :
z=pz+q

De I’égalité z = pz + ¢, nous tirons zZ = pz + ¢, et donc :

_ _ 2 _
z=pZtq<=z=pPz+q) +tq=z=pl 2 +p7+q
Pqg+q

1— [p|”
1l est clair que si |p| = 1, il n’y a pas de solutions

D’ou, nous tirons z =

Exercice 16 :

+z

1 .y
Trouver les nombres complexes z € C* tels que soit réel

z ] _
Si nous appelons Z = , nous avons Z € R si et seulement si Z = Z

14+7%

Z = et nous avons

— 1 14+72
Z-Zes T2 _1FF Pt ez
z

+z

Ainsi, pour que soit réel, il faut et il suffit que z € R*

Exercice 17 :
54 3iv3
1—2iV3

1. Exprimer zy sous la forme a + ib ot a et b sont des réels

Dans I'ensemble des nombres complexes, on pose zy =

Classiquement

_543iVE (5+3iv3) (1+2iV3) _oBeBYE e
1-2iv3 0 13 13

20

2. Calculer 23 et =3 puis, 25

> Il y a plusieurs fagons de calculer 22 : de maniére algébrique ou en utilisant la forme trigo-
nométrique
2
* Trivialement, 22 = (=1+iv3) = -2 - 2iv3 = -2 (1 +iV3)
* En utilisant la forme trigonométrique. Nous avons |zo| = v/1 + 3 = 2 et donc

1 V3 2 2
z0=2(2+i‘2[> :2(cos§+isin§) Y

Ol j est la racine cubique de —1 d’olt 2§ = 2252 = 45
> Le calcul de 2§ est donc évident : 2§ = 2353 =8
> Et 20° = (23)° = 8°
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3. Montrer que pour tout entier naturel n : z3""% = —23"F1(1 4 i/3)

Nous avons, pour tout entier n € N :

zgn+2 _ Zgnng _ (Zg)nx(2])2 _ (23)7LX (223> _ 23n+23 _ 23n+2 (; o Z\ég) _ 72Sn+1 (1 + 7/\/g)

4. Application : calculer z3°

Nous avons 20 = 3 x 6 + 2; il suffit donc de remplacer, dans la question précédente n par 6, et
nous trouvons :
20 =2 (1+iV3)

Exercice 18 :

1. Résoudre dans C, I'équation suivante 224 2:44=0

Premiere remarque : ce coefficent étant a coefficients réels, s’il existe des racines complexes, elles
seront forcément conjuguées.
On calcule donc le discriminant A =4 —4 x 4 = —12 = 4 x 3 x 72

~242iV3

La premiere racine est donc z; = 5 = —1+ 143 et la seconce zo = Z1

2. On note z4 et zp les deux racines de cette équation, z, étant la racine dont la partie imaginaire est
positive, et zp l'autre; calculer |z 4| et |zp|

Nous avons donc z4 = —1 + i\/3 et, clairement, |24] = 2, et comme zp = Zz, nous avons
lzB| = |za| =2

3. Le plan est repéré par un repére orthonormé (O, ,¥). Nous appelons A, le point d’affixe za, B le
point d’affixe zp et C le point d’affixe zc = 2. Calculer |z4 — zp|, |25 — z¢| , |2¢ — z4|. En déduire
la nature du triangle ABC

’

’

FIGURE 8.12 — Les images des affixes z4, zp et z¢

Nous avons z4 — zg = —1 +iv/3 — (—1 — @\/3) = 2iv/3 et donc |24 — 2| = 2/3.

De méme, 25 — 2 = —1 —iy/3—2= -3 — i3 et |25 — 20| =1/ (-3)> +3=V12=2V3

Et, pour terminer zo — 24 = 2 — (—1 + zx/g) =3 — /3, et, bien évidemment, |z¢ — 24| = 2V/3
L’affixe du vecteur ﬁ est zp — 24 et Hzﬁ” = AB = |z — 24| = 2V/3. De la méme manicre,

AC = |20 — za| = 2v/3 et BC = |z¢ — zB| = 2V/3.
Nous avons AB = AC = BC et le triangle ABC est équilatéral
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Exercice 22 :

Déterminer les solutions dans C de I'équation x®> —6 (1 — i) x — 12i = 0 Montrer que les images des solutions
de cette équation dans le plan complexe sont alignées avec I'origine

1. Résolution de I'équation 2% — 6 (1 — i)z — 12i =0
Nous commengons par calculer le discriminant A

A=36(1—i)%—4x—12i =36(1 —1—2)+48i = —24i

* Recherchons les racines carrée de A
Soit w = x + iy une telle racine. Alors, A = w? = 2% — y? + 2izy = —24i et |A| = |w2| =
22 4+ y? = 24. Nous avons alors le systéme :

2?2 —y?= 0
20y = —24
?+y?= 24

D’ot1 nous tirons = £2v/3 et y = £2+/3. De I'équation 2zy = —24, on tire que = et y sont
de signe contraire. D’ott w = 2v/3 — 2i/3 = 2\/5(1 — 1)
* Les racines de I’équation sont donc données par
6(1—1d)+2v3(1—1)

v = : =3(1-1)+V3(1—i)=(1-14)(3+V3)

etwy = (1—1) (3—V3)
2. On montre que les images des solutions de cette équation dans le plan complexe sont alignées avec l'origine
Soit A le point d’affixe x; = (1 — 1) (3 + \/3) et B le point d’affixe zg = (1 — 1) (3 - \/§> 11 faut

montrer qu’il existe A € R tel que @ = AOA, et en passant aux affixes, montrer qu’il existe

)\ERtelquezg)\xl.Or,ijEz;QQﬁ

Les points O, A et B sont alignés

oy

1

FIGURE 8.13 —
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Exercice 23 :

z 4+ 2
eR
5

Z — 4l

z+20 2
11 faut donc trouver les z € C tels que 2 Z _ 2t Z
z—41 z—4

Trouver I'ensemble des z € C tels que

242 z-—2i
Or, 2t Z_:g,et donc
z—44 Z + 43

z+ 2 z+ 2 z4+2t Z—2

2—4i oz —4i z—4i  Z+4i

Et nous avons :

Z2+21 Z—2
= 2i) (Z + 4i) = (2 — 20) (2 — 4
e e G+ = (-2 (- 4)

— |z +4iz +2iz — 8 = |2|° — 4iz — 2iz — 8
= diz+2iz = —4iz — 2iz

= 2z24z=-22—2z

= 32+3z2=0

— ZT=-—z

z est donc imaginaire pur.

z+ 24
Ainsi, 'ensemble des z € C tels que - € R est I’ensemble des imaginaires purs.
z

Exercice 25 :

14 N
Montrer que si A € R alors 1+ '\ = 1.Etudier Ia réciproque
14+ Mi
Il est parfaitement clair que si A € R alors + )\l, = ‘g’ =1
— i u
1
Réciproquement, soit z € C tel que +ZZ = 1. Alors :
— zi
1421 _1 <1+zi)(1+zi)_1
1—zi| 11—z 1—zi/)
<1+zz) 14 zi _1
1—zi 1—zi)
(1+m) 1+ zi
— — | =1
1—zi 1— 2z
(1+zz) 1+7%i
— =1
1—2 1-zi
<1+22>(1—2z)
e
11—z 14z
(1 +2zi) (1 —iz)
—
(1—zz)(1+zz)
— (1+zi)(1—iz)=(1—2)(1+12)
— l-iz+iz+|zP=1+iz—iz+ |2
— z=Z
L 1+ M . .
Et donc z € R. Nous pouvons donc écrire que = =1 si et seulement si A € R
— i

Exercice 26 :
. , . . z o 71'
1. Déterminer le module et I'argument de z; = V341i, 29 =1—1i et 23 = “L En déduire cos 2 et
2o

.
sin —
12
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5
> Si z; = v/3 + 4, nous avons zl|\/3+12d’01‘1212<\2[+;>

3 1
Il faut trouver 6 € [0; 27| tel que cosd = % et sinf = 2 et on trouve § = % (modulo 2 )

im
6

Nous avons donc z; = 2e

2 2
> Si 29 = 1 — 4, nous avons |z| = v/2 d’oll z; = V2 (\Qf - 1\2[)

2 2
Il faut trouver 0 € [0; 27| tel que cosf = g et sinf = —%, et on trouve § = —— (modulo
27) _
Nous avons donc z; = \/5677
2e inyin 5 5
> Nous avons z3 = a_ = — = V2eTTT = \/56512 , c’est a dire que z3 = V2 <cos o + 4 sin i)
22 \/ie 1 12 12

> Nous avons aussi

2321\/§+i\/§—1+i<\/§+1)\/§<\/§—1+i<\/§+1)>

z 11— 2 2 2v/2 2V2
5 3-1 5 3+1 5
> De la, nous déduisons que cos% = \g\/ﬁ et sin% = \g\}; . % = ;T — % et des

. (T
formules de trigonométrie (qui sont, en fait, des formules de symétrie)cos z = sin (5 — x) et

. T
sinx = cos 5—:0 .

Ainsi m (77 57r) iy 57 V3+1
Ims1i, COS— =CoS\ — — — | = — =

T 2 12 12 22

<7r 57r) B 57 /3 -1

Ccos — =
12 2V/2
1 )
2. En exprimant de 2 manieéres différentes les racines carrées de — + —,
P V2 V2

Si I’énoncé dit : < de deux manieres >, ceci sous-entend avec la méthode algébrique et la méthode

R . .
De méme, sin — = sin
12

2 12

T .o
calculer cos 3 et sin 3

trigonométrique.
> Tout d’ab d—1 —i——i € (1+1), et il est 1+ \/5% . 1+i
out d’abord, = 1), et il est connu que i =+/2e7 ; ainsi, — —
2 \/5 2 d \/é \/5
1

X VEE = e
V2

> De telle sorte qu’'une racine carrée de

im
8

1
— est w; = es, et autre, wy = —wy = —e

i
—+
V2 V2
9im

e%uriﬂ' —e°8

1 N i N
e = ous
V2 V2

> La méthode algébrique consiste a prendre w = x + iy une racine carrée de

avons alors le systeme :

20y = —
Ty 5
?4+y2= 1
2 2

En additionnant, nous obtenons : 222 =1 + £ = g2 = +4\[ d’ou

2 2 2

_ 2 EV2 V242
4 2
2 2— /2 2— 2 V2 -2

De méme, nous obtenons : 2y? = 1—% = y? = 4\[ douy ==+ 4\[ =4 5 V2
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2
De Tégalité 2xy = g, nous voyons que x et y sont de méme signe. Nous obtenons donc 2

racines :
" : 2+V2 2-v2
* Une premiere racine w; = 5 +1 5
* Ft une seconde racoine ws = —wy
. _ ™ 2+V2 . ow 2 -2
> De la, nous tirons que cos i — et sin Fi 7

Exercice 27 :

Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

1. 21 =1+ itan(f) avec § € }—gg[

1
Nous avons |z1|* = |1 + i tan(6)]> = 1+tan26 = et donc |z | = sl (nous avons cosf > 0
c cos

0s2 6
isque 0 }_L;L[
pursque 0 € 5' 79 )

1
Donc 2z, = (cos@ + isin6)
c

0s 0

C’est la forme trigonométrique de z;
_ 1+cosf +isind
1 —cosf +isinf
On tente de mettre zo sous forme algébrique :

avec 0 # 2kn

2. Z92

1+cosf+isinf [l+cosf+isinf] [1—cosfh —isinb)
= — = — X P_—
1—cosf+ising [1—cosf+isinf] [1—cosf —isinb]

22

Appelons N () = [1 4+ cosf + isin 6] x[1 — cos§ — isinf] et D (6) = [1 — cos€ + isin ] x[1 — cosf — isin 6]
> Calculons D (6)

D)= [1—cosf+isinf] x[1—cosh —isin)
(1 —cosf)® +sin? 0

1 —2cos @ + cos? 6 + sin” 6

2 —2cosf

= 2(1—cos®)

Des formules trigonométriques (arc double ou arc moitié) :

2

cos2z = cos’z —sin?x = 2cos’z —1=1—2sin’z

0
nous tirons 2sin?z = 1 — cos 2z et donc 1 — cos§ = 2sin? (5)

Dot D () = 4sin® (g)
> Calculons N (0)

N (@)= [1+cosf+isinf] x [l —cosf —isinb]

(1+cosf) (1 —cosh) —isin (14 cosh) +isin (1 — cos@) 4 sin®
1 —cos?f —isin® — isinfcosf 4 isinf — isinfcosh + sin 9
25sin? @ — 2isin 6 cos 0

= 2sinf (sinf — icosb)

Done, N (0) = 2sin6 (sinf — icos )

. . 77 ™ . .
Des formules trigonométriques sin (9 — 5) = —cosf et cos (9 — 5) = siné, nous tirons

N (0) = 2sin0 (cos (0 3 ) +isin (0 - 7))
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Dot 29 = ]l\)[EZ)) = 4512118:1(00) (cos (9 — g) + i sin (9 — g))

. . . .0 6 COS% i(g_z)
De la formule sin 2x = 2sin x cos x, nous obtenons sin § = 2 sin 5 €085 et donc 23 = | — (e 2 )
sin 2
> D’ou : 0 0 ’
. 0 COS 5 cos 5
*Si0<0< 7ralorsO<f<fetd0nc 2 > 0 et donc, |z| = g
2 2 sin 5
cos g Li(6-3)
La forme trigonométrique de z est donc 2o = 5 2 )
sin 2
2
0 S5 cos g
* Sim <6 <2, alors — < = < 7 et donc 5 < 0. Et nous avons |z = ———
2 2 sin 3 sin 3
D’ou
cos ¢ (o_x cos ¢ | (o_x cos ¢ (o4
29 = — | — g el( 75) = |— g e”rel( 75) = 73 el( +5)
sin 5 sin 5 sin 5
%
- Lo _ |83 i(e+3)
Et la forme trigonométrique de 22 est donc 20 = |— | e 2
sin 2
2
. 0  3r ¢ 0 .0
* Si2m < 0 <37, alors m < — < — et donc — o > 0, parce que cos - < 0 et sin > <0
2 2 sin & 2 2
cos g
Nous avons donc |z9| = 7

sin 3
2
D’ol nous obtenons la forme trigonométrique de 2o

0
COS5 ;(g_=x
2y = — 362(0 )
Sin 5
. 3n 60 cos g cos g
* Si3m <0 <dm, alors — < 5 < 27 et donc — < 0. Et nous avons |23| = ———
2 2 sin 5 sin 5
D’ou
cos ¢ cos | . cos 2| .
29 = — : g 62(0—5) _ - 92 617r61(0—§) — : g 62(0—&-5)
S11 5 S 5 S 5
cos | .
Et la forme trigonométrique de z5 est donc zo = .73 ei(0+%)
sin g
2

3. z3 =14 cosf + isin(f)
Des formules d’arc double (ou d’arc moitié), nous avons :

cos2z =2cos’x — 1 < 1+ cos 2z = 2cos’ x

Nous avons donc :

. 3) - (5)on (5) = 2eos (3) (o (5) + 1 (3))
_ — 2(Z e Z) = el e e
z3 =14 cosf + isin(f) = 2 cos (2 + 2¢sin 5 ) cos |3 2cos 5 ) \cos| 3 + 4sin >

0

0
I>Si—77<9<+7ralors—z< \—i——etdonccos( )>O

2 "2 2
D’ou la forme trigonométrique de z3 est z3 = 2 cos < ) €'t
0 3 0
>Sim <0 < 3m alors g < 3 < g et donc cos( ) 0 et |z3] = —2cos (§> et z3 =

. -0
6177612

0
— |2cos <§>

D’ou la forme trigonométrique de z3 est z3 = 2

i(+7)

(0)
cos|=]|e
2
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Exercice 28 :

1. Démontrer que (Vz € C)(Vz' € C),

e 2P lp— 2P =2(2f + 1)

1 suffit d’écrire que |z + 2> = (z + 2) (z+2) et |z — P =(z-2) (z — 2’), puis de faire les
calculs. Simple donc ! (C’est, en fait, la formule du parallélogramme vue dans le chapitre du produit

scalaire)
/ !
2. Siu? = zz' montrer que : |z| + || = Z—;Z —u‘—&— it —&—u’
Z' z4 2
> Dans un premier temps, nous élevons — u‘ + + u| au carré.
Tout d’abord :
247 z4 2 )2 z47 2 z+2 2 z47 z4 2
_ = _ 2 _
(2“‘+2+“ 2 Pl Y AT T
/ 12 2 / 2
En posant Z = %, nous avons - + z—gz +ul = |Z—u* +|Z+ul, et

d’aprés la question précédente nous pouvons écrire |Z — ul® + |Z +ul* = 2 (|Z\2 + \u|2), de
telle sorte que :

2 2

z+ 2 z+ 2 z+ 7 z+ 2 2422 9 z+ 2 2+ 27
5 + 3 +u| + 5 3 +u 5 +ul” |+ 5 5 +u
> Nous avons :
!
1
s |2 =l
2
* Jul” = |u?| = [22'] = |2] |[¢]
* 2
z+ 2 z+ 2 <z+z’)
2 - = 2 —u?
2 g T 2 “
_ (z+z’)2—4u2
N 4
1
= %)(2_21)2’
e P P
> En faisant la syntheése, nous avons :
z+ 2 z+2 )2 1 712 ’ 1 72 1 72 712 /
< 5 —u‘—i— 5 +u —§|z+z|+2|z||z\+§|z—z| —§(|z+z| +|z—z\)+2\z|\z|

Toujours d’apres la question précédente, nous avons |z + 2> + |z — 2/|* = 2 (\z|2 + |z’|2) et

donc )
242 z+ 2
(13 ‘“‘* vul) = 1o 41+ 20el 1] = (2] + 1)
! !/
C’est & dire, comme les expressions sont toutes positives : |z|+|z/| = Z—;Z —u‘—i— zte +u'

8.9.2 Nombres complexes : I’exponentielle complexe
Exercice 29 :
Soit a = ¢! . On pose S = a+ a2 +a* et T = a3+ a® + ab Calculer S + T et ST. En déduire S et T

PN .
11 faut d’abord remarquer que o = (6227) =¥ =1
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> Toutd’abord,S+T:a+a2+a3+a4+a5+a6:a<1+a+a2+a3+a4+a5)

1— 6 1— 6 A7
Or:l4+a+a?2+a+a*r+a®= @ et S+T =ax a _aza
) l1—« 11—« 11—«
Dot, S +T=2""—-"1
11—«

> Maintenant, ST = (a+a2+a4) (a3—|—a5+a6) =34+a+a?+aP+at+a®+a=2
> Ainsi, il nous est possible de calculer S et T : S et T sont solutions de I’équation du second degré :

Xr—(S+T)X+ST=0<=X?>+X+42=0
Le discriminant de cette équation est donné par A = 1 —4 x 2 = —7, et les racines de cette

équation sont donc :
—1+4V7 —1—iV7
= 72 X2 — 2

> Maintenant qui de X7 ou de X5 est S ouT?
Il faut s’intéresser a la partie imaginaire. La partie imaginaire de S est donnée par :

2 4
(5= (%) i (5) 0 ()
. . (27 . (4rm AL . T LT
Nous avons, clairement, sin - > 0, sin - > 0 et sin 7) = sin <7T + f) = —sin <7),

7 7
. 21 . [(4r LT
Im (S) = sin (7> + sin (7) — sin (?)
T

T 2r 7 .o .27 .2m
D’autre part, nous avons 7 < - < 3 et donc 0 < sin 7 < sin - < 1 et dong, sin - —sin 7 >0

Xy

de telle sorte que :

et nous avons Im (S) > 0. D’ou :

_ T ST

o 2 2

Remarque

_ — -1 —
Comme |a| = 1 et que o’ = 1, nous avons a8 = a™! =@, o® = (a2) =a2etad =

(a4)_1 = a?, de telle sorte que S =T et que donc S + T = 2Re (S) et ST = |ST|?

Exercice 31 :

Z’ﬂ

-1 . . .
T En déduire la somme des racines n-iemes

1. Montrer que Si z # 1 alors1+z+22+---+2""1 =
de 1

z

En nous intéressant a la somme des termes d’une suite géométrique, nous avons,pour tout z # 1

Z"—1
l+z4+22 442 ="—
z—1
Soit w = e : alors, toutes les racines n-iémes de 1 sont du type w® = e avec k = 0,---,n—1.

Donc 14w + w? 4+ - - + w™ ! représente la somme des n racines n-iémes de 1. Ainsi

wr—-1_ 1-1
w—1 w—-1

ltw+tw? +- +w' = 0

La somme des racines n-iémes de 1 est donc nulle.
2. SiP(z)=1+2z+22+---+ 2", comment factoriser P ?

Tout d’abord, comme P (1) = n+ 1, z = 1 n’est pas racine de P, et donc, pour z # 1, nous avons

2l
P(o="
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-1 : : -
Ainsi, P(z) =0 < —_1 - 0; les racines de P sont donc toutes les racines n + 1-iémes de
” —

1 sauf 1. D’ou la factorisation de P est donc :

9= 1 (=)

k=1

Exercice 32 :

Soit n € N avecn > 2. On appelle w une racine n-iéme de 1 différente de 1. Evaluer les sommes suivantes :

I
-

1. (k+1)w”
0

x~
I

n n+1
& z -1

Partant de l'expression P(z) = 1+ 2z + 224+ - 4+ 2" = Zz = , Nous pouvons en

z—1
k=0
considérer la dérivée
n—1
Zkzk ! Zkzk ! Z(k+1)zk
k=0

D’autre part, nous avons :

Pl(z): <Zn+1_1>’_ n+1)2z"(z—1) — (Zn+1_1)

z-1 (z—1)?
Ainsi : .
(S Dw™(w—1) — (" -1
(k+1)wk:P,(w):(n+ )" (W )2(w )
P (w—=1)
Comme w" = 1, nous avons :
n—1
1 —1)—(w—-1
Z(/ﬂ+1)wk:(n+ )(w )2(0.) ): n
=0 (w — 1) w—1
n—1 n
D b=
onc,Z(k—i—l)w T
k=0
2. Z k+1)w* ol p € Z est fixé
k=0
n—1 n—1
Cette fois-ci, nous avons Z (k+1)w” Z (k+1) = P (wP)
k=0 k=0
n-! n+1) (wP)" (WP —1) — ((Wr)"™ =1
De I’étude que nous venons de faire, nous avons : Z (k+1)whr = ( ) @) ( 5 ( ) )
pard (wP —1)
n—1
n
De (wP)" =1 ti k41w =
e (wP) , Ous 1r0nsZ( +lw 1

k=0

v 2 (1)

k=0

n n—1
Clairement, nous avons (1 + w)" = (Z) Wk ; donc Z (Z) =14 w) - =1+w)" -1
k=0

k=0
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Exercice 33 :

1\? -1\*
Résoudre dans C |'équation (Z—) + (Z ) =0
z—1 z+1
On peut remarquer que z # 1 et z # —1, sinon, il est impossible de résoudre cette équation.
1 X+1
On fait un changement de variable X = s _ 2t 1 et nous avons donc X # 0. L’équation
- — _
1 X6 +1
devient alors : X3 4 <= 0= X—g =0
Donc X8 =0<= X0 =1« X6 =¢".
En posant X = e puisque |X| = 1, nous avons e%? = e’ et donc 66 = 7 + 2k <= 0 = % + ?W
Nous obtenons donc 6 valeurs X avec X = ei(%*'%ﬂ) avec k = 0,---,5. Il existe donc 6 solutions a
1\? -1\°
I’équation (i> + <Z ) = 0, elles sont toutes du type :
z—1 z+1
X +1 (5 +) +1 e 4’
2 = = — - = —F — avec k=0,---,5
Xp—1  Gi(5+5) _ 1 ™% —eF
Exercice 34 :
n—1 n—1
1. Pour (o, 8) € R? , p> 0 et pourn € N, calculer Z pF cos (a+ k) et Z pFsin (o + k3)
k=0 k=0
Voici une question tres calculatoire, méme assez fastidieuse!! Mais, il faut le faire!!
n—1 n—1
> Pour commencer, appelons C' = Z pFcos(a+kB) et S = Z p¥sin (o + kf). Alors :
k=0 k=0
n—1 n—1
C+iS = Zpkcos(a—i-kﬁ)—I—iz,oksin(a—i—kﬂ)
k=0 k=0
n—1
= Z p¥ cos (a4 kB) + ip” sin (o + k)
k=0
n—1
= Z P (cos (o + kB) + isin (a + kf))
k=0
n—1
_ Zpkei((wrkﬁ)
k=0
n—1
_ Z pkeiaeikﬁ
k=0
n—1
— i Z pPeiks
k=0
. n—1 ok
= 6“1 Z (p@Z'B)
k=0 4
= eia 1- pne%nﬁ
1 — peif
1 — pn inf 1— neinﬁ 1— 6—1',8
> Nous avons pFe — _ ( p ) ( p ) Nous avons donc :
1 — peif p? —2pcosfB+1
eia 1— pneinﬁ _ eia (1 _ pnein,ﬁ) (1 _ pe—iﬁ)
1 — peif p? —2pcosfB+1
Le dénominateur étant réel, nous allons nous intéresser au numérateur
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> Nous avons donc :
eia (1 _ pneinﬁ) (1 _ pe—i,B) _ eia (1 _ pe—i,@ _ pneinﬂ +pn+1ei(7z—1),8
— el _ pei(a—ﬁ) _ pnei(a+n,l3) +pn+1ei(a+(n—1)ﬁ)
= cosa+isina— pcos(a—pfB)—ipsin(a— F) — p"cos(a+nps)
—ip"sin (o +nB) + p"Tlcos (a+ (n— 1) B) +ip"Tlsin(a+ (n — 1) B)
= (cosa —pcos(a— ) —p"cos(a+npB)+ p"Tcos(a+ (n—1)8))
+i (sina — psin (o — 8) — p"sin (a 4+ n3) + p" ' sin (a + (n — 1) B))

> D’ol, en identifiants parties réelles et imaginaires :
o 0o Co8a— pcos (a— ) — p"cos(a+nB)+ p*tcos(a+ (n—1)3)
p2—2pcosfB+1
sina — psin (a — B) — p"sin (a +nB) + p"Lsin (a+ (n — 1) B)
p? —2pcosfB+1

n—1 n—
2k
2. Montrer que, Yn € N*, pour tout 8 € R on a Z cos (9 + —) Zsm (0 + —ﬁ) =0
k=0 k=0

o S =

27
Cette question est I'application de la question ci-dessus, avec a =6, 8 = — et p = 1.
n

Nous avons donc :
. nilcos <9+2/§77'r) _ cos — cos (§ — 2T) —cos(9+2;r)+cos(9+(n— 1) 2T)
2—2cos ="

2 2 2
Comme cos (0 + 27) = cos 8 et cos (9 +(n-1) %) = cos (9 + 27 — %) = cos (9 — %)
n—1

2k
De la, nous déduisons que Z cos (9 + ﬁ) =0
k=0 n

n—1
. o . . . 2km
> De la méme maniere, nous démontrerions que E sin|0+—]=0
k=0

Exercice 35 :

On désigne par o et @ les racines de I'équation x> — 2x +2 =0

Tout d’abord, c’est une équation du second degré a coeflicients réels, et donc les racines sont conjuguées.

Ainsi, si « est racine de I’équation 22 — 2z 4+ 2 = 0, @ I’est aussi. On trouve tres facilement :
a=14+ietdonca=1—1

—im

Sous forme trigonométrique, oo = V2eT et donc @ = /2e 71

1. Ecrire o™ et @™ sous forme trigonométrique, et sous forme algébrique
> Forme trigonométrique
Cela ne pose pas de difficultés : o™ = (ﬂelfr)n = (2%6%)71 =25 ™" ,et donc @” = 2%e 7
> Forme algébrique

n %] %] %] 3]
* (149" = k; <k>zk = k}_: <2k> 2’“+k=0 (% N 1)#’““ = kZ:O(—l)’“ (2k> +ik 0(—1)’“ (2k+ 1)

ou [e] désigne la partie entiére.

(3]
« Bt done (1—i)" =3 (~1)* (Qk) - ikz:o(’l)k (Zk + 1)

2. Calculer T] (o/‘ —|—@"”)
k=0

> Tout d’abord, o +&@* =2
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0
> Et donc, pour n = 0, nous avons [] (ak +6k) =29 %x2cos0 =2

E=0
1
> Pour n = 1, nous avons H (a’“ +a’“) = (20 X 2COSO)>< (2% X 2 cos %) =2X (\/5 X 2 cos %) =
E=0
2x2=4
2 1 Y 2 21
> Pour n = 2, nous avons [] (ak +6k) = (20 X QCOSO) X (25 X 2cos Z) X (25 X 2 cos Z)
E=0

2 T 2 b —k
Or,cos—:cosf:O;etdonCH(a +a):0
4 2 E=0

n
> Ainsi, pour n > 2, nous avons [] (ak +a’“) =0
k=0

Exercice 36 :

) . ei(x + eiﬁ
« et B étant réels, trouver le module et I'argument de m
Nous utilisons la quantité conjuguée de 1 4 e*(@t5) .

el 4 etf (1 + e_i(a+ﬂ)) (ew‘ + ew)
1 + eilet+h) 1+ e—ia+B)] 4 eila+B)
et 1 61’8 4 gt +e—zﬁ

1+ e*i(aJrﬁ) +1 +6i(a+ﬁ)
2cosa + 2cosf3

24 2cos (a+ f)
cosa + cos 8

1+ cos(a+ )

Le nombre 1+¢*(@*5) est donc réel. Son argument est 2km avec k € Z et son module est

cos « + cos
1+ cos(a+ B)
Exercice 37 :
Déterminer 'ensemble {n € N tel que <\/§ + z)n IS R*}
> Tout d’abord, écrivons v/3 + i sous sa forme trigonométrique.
V3 o1

Nous avons ‘\/g—i—z‘ = 2 et donc \/§+i:2<2+i2>

3 1
Nous avons donc, si 6 est 'argument de /3 + i, cosf = g et sinf = > c’est a dire :
T
0:E+2k7raveck€Z
Donc, nous avons : V3 +i = 2e ¢
n inm
> D’ou, (\/§+l) =2"e"s

> Donc <\/§+ z)n € R si et seulement si m?w =7+ 2km avec k € Z, c’est a dire si n = 6 + 12k

avec k € Z N
En conclusion, (\/§ + z) € R~ si et seulement si n = 6[12]

Exercice 38 :

Soit o € C tel que a® =1 et v # 1. Montrer que (o? + o+ 1) (a* +a+1) (e* +a+1) =a(a+1)

Tout d’abord, il est bon de remarque que « est une racine cinquieme de 1 et que nous avons :

l+a+a?+a®+a*=0
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Pour résoudre ’exercice, nous allons, tres simplement, développer. Commencons par les deux premieres
parentheses :

P+t +al+ot+l+a+ad+a+1
(1+a®+a*+a*)+ (®+a+a®+a+1)
—a+(a2+2a+a3+1)

l+a+a?+ad

(®+a+1)(a®*+a+1)

= —a4
Continuons :
(a2+a—|—1)(a3+a+l)(a4+a+1): —a4(a4+a+1)
Y JA
= —ad-1-at
= a+a?
= a(l+a)

Ce que nous voulions

Exercice 39 :

2imw

On note v = €75

. Pour n € N*, calculer la partie imaginaire de (1 + o+ a2)"
11 nous faut remarquer que o® = 1 et que, comme tout & ’heure, nous avons 1 + a + o? = —a® — a?, de
telle sorte que :
(1+a+a®)" = (=a*)" 1+a)" =(-)"a™ (1+a)"
> Regardons de maniere plus précise 1 + a.

<1+ 27T)+, . 2w
= coS — isin —
5 5

Or, des identités 1 4 cos 2z = 2cos? x et sin 2z = 2sin z cos z, nous avons :

2im

Nous avons 1+ a=1+¢75

<1+ 27r>+"27r 2 cos? = + 2 cos — sin — = 2 ﬂ( W+"7T) 2
COS — 181N — = ZCOS™ — 72COS — SIn — = Z2COS — | COS — 781N — | = 42COS
5 5 5 505 5“5 5

> Donc : n
(1+a+a?) =

s nm
> Ainsi, la partie imaginaire de (1 +a+ a2)n est donc (—1)" 2" cos™ gsin 5 tout comme la
n
partie réelle est (—1)" 2" cos™ g cos ?ﬂ

8.9.3 Miscelleanous

Exercice 40 :

Soit p I'application de C dans C, définie par : ¢ (z) = : —_F 7 Quel est I'ensemble des complexes tels que :
z2+1

L lp(z) =1

Il faut donc trouver z € C tels que

_Z‘:1<:>|z+i|=|z—i
(2

En identifiant le plan a C et en posant A le point d’affixe i, B le point d’affixe —i, rechercher les
complexes z tels que |z + i| = |z — |, c’est rechercher les points M d’affixe z tels que MA = M B;
c’est a dire que ensemble des points M du plan est la médiatrice du segment [A; B], c’est a dire
I’axe des réels; cf figure [8.14
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B i

FIGURE 8.14 — Visualisation de la question 1

2. lp(2)] <1

Il faut donc trouver z € C tels que ‘ <l<=|z—i| <l|z+1]

1
+1

En identifiant le plan & C et en posant A le point d’affixe i, B le point d’affixe —i, rechercher les
complexes z tels que |z — i| < |z + i|, c’est rechercher les points M d’affixe z tels que MA < M B;;
c’est a dire que I'ensemble des points M du demi-plan des points d’ordonnée strictement positive ;

cf figure

B —i

FIGURE 8.15 — Visualisation de la question 2

3. lo(z)=kouk#1etk>0

Il faut donc trouver z € C tels que

z_l.‘zk<:>|z—i|:k|z+i<:>|z—i|2:k2|z+i2
z+1
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En posant z = x + 4y, nous avons :

|z +iy —i|” = k2 |z + iy + i

(1—k2)?
A)2
(1— k)

2

lz—i)* = k2|2 4] =
= 224+ (y—-17=k22+ k2 (y+1)°
= 2?24+ y? -2y + 1=k + k% + 2Ky + k2
= (1-k)22+(1-k)y2-20+k)y+(1-k>) =0
1+ k2
= x2+y2—21tk2y:—lcark7él
1+k2\°  (1+K%)°
= o) - G
e+ Yy —k'2 (1—k2)2
2
1+ k2\? (14 k?)
2
=-1
— ( 1—k? +( k2)?
<
<

)

x+( 1+k2>2:(1+k2) (1-k2)°
?)

x—i—( 1+k2)

— .
= k apparait donc comme un cercle de centre

Ainsi, ’ensemble des points z € C tels que

2k

1+ k2
Q) (0, ﬁ) et de rayon R = m

(2

5 3
FIGURE 8.16 — Visualisation de la question 3 pour £ = 3 ou nous avons ) (0, —1) et R= 1

Exercice 41 :
Soit z € C un nombre complexe de module r et d’argument 0

1. Calculer |1 + z| en fonction de r et de 0

On écrit donc z = rcosf + irsinf, et donc 1 + z =14 rcosf + irsiné.
Doul|l+ 2| = \/(1 +rcosf)’ +7r2sin?0 = /1 + 2rcosd + 2 cos? § + r2sin® 6 = /12 + 1 + 2r cos 0
En conclusion, |1 4 z| = v/r2 + 1+ 2rcos6

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 361



Chapitre 8 Les nombres complexes 8.9 Quelques exercices corrigés

2. En déduire |1 + 22| en fonction de r et de 6

Si z =re", alors 22 = r2e?" et donc 1+ 22 = 1 + 72 cos 20 + ir? sin 26.
D’ou

\/(1 + 72 cos 20)° + 14 sin® 20
V1 + 2r2 cos 20 + r4 cos? 20 + r4 sin? 26
= Vrt+1+42r2cos20

|1+ 22|

En conclusion, |1+ 22| = v+ 1+ 2r2 cos 20

Exercice 42 :

Soit I'équation :
23— (64+3i) 22+ (9+12i)2—9(2+3i) =0 (8.2)

1. Montrer que I'équation admet une solution imaginaire pure unique notée z,. Calculer z;

On suppose donc que z; = i avec A € R. Alors, I’équation devient :

(M) = (6 4 31) (\)® + (9 +12i) (Ni) —9(2+3i) = 0
<~
=34+ A2 (6+3i) + (=12A +9Xi) —9(2+ 3i) =0
_—
(6A2 — 12X —18) +4 (A3 +3X2 + 9A —27) =0

et

6A2 — 122 —18= 0

2 . 3 2 _
(6A% — 12X — 18) +i (=A% + 3\ +9)\—27)—0<:>{ 432 LON—2T— 0

Résolvons 6A2 — 124 — 18 =0 <= A2 —-21 -3 =0

Tout calculs faits A2 — 2\ —3 = 0 si et seulement si A =3 ou A = —1.

Seule \ = 3 est aussi solution de —A3 + 3A? + 9\ — 27 = 0 et donc 2z; = 37
2. Déterminer les 2 autres solutions zo et z3

Voila donc une question classique!!
> Pour la résoudre, nous commencons par factoriser par z — 3¢

(2 =3i) (az® + bz +c¢) = 2° — (64 3i) 2% + (9 +12i) 2 — 9 (2 + 3i)
=
az® + (b—3ia) 2% + (¢ — 3ib) z — Jic = 23 — (6 + 3i) 2% + (9 + 12i) 2 — 9 (2 + 3i)

Puis, nous identifions et nous avons :

a= 1 a= 1
b— 3z.a = —(6 +.3z) Joit b— 6
c—3itb= 9+12¢ . .
) ) c= 9—6i=3(3—2i)
—3ic= —9(2+ 3i)

Ainsi, nous avons : 2% — (64 3i) 22 + (94 12i) 2 — 9(2 4 3i) = (2 — 3i) (2* — 62 + 3 (3 — 20))
> Pour connaitre les autres racines, nous résolvons 1’équation 22 — 6z + 3 (3 — 2i) =0
* Nous calculons le discriminant : A = 36 — 12 (3 — 2¢) = 244
* Il faut donc, maintenant, rechercher les racines carrées de 241
Soit w = z + iy 'une de ces racines carrées (L’autre sera —w). Alors :

{ w? 2% — y? + 2izy = 24i
lw> = 224 y% =|24i] = 24
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Nous avons donc a résoudre le systeme :

2 —y2= 0
?+yt= 24
zy = 12

D’ot nous trouvons = =y = 2v/3 ou = y = —2+/3 ; nous avons donc w = 2v/3 (1 + 1)
* Les racines z et z3 sont donc :

:w:3+\/§(1+i) z:s:w:?ﬁﬁ(l”)

3. On désigne My, My et M3 les solutions de I'équation dans un repére orthonormé. Montrer que le
triangle M1 Mo M3 est équilatéral

2

La figure donne une visualisation de la question posée.

M,

FIGURE 8.17 — Visualisation du triangle équilatéral

Pour démontrer que le triangle M;MsMj est équilatéral il faut vérifier que M1 My = My Mz =
Mo Ms
> Nous avons

M1M2:|zl—z2|:]32‘—(3+\/§+¢\/§)j:\/(3+\/§)2+(\/§—3)2:\/ﬂ=2\/6

2 2
> Pour My Ms = |2, — 2| = ’31'— (3—\/§+i\/§)‘ = \/(3—\/3) +(V3+3) =26
> Et pour finir,
MyMs = |25 — 23] = ‘(3+\/§(1+i)) ~(3- \/3(1“‘))‘ - ‘2\/§+2i\/§‘ = 2v3xV2 = 2v6
Et nous avons donc My My = My M3 = MsMs, c’est a dire que le triangle M7 My M; est équilatéral

Exercice 43 :

z+1

z—1

Soit f I'application définie sur C\ {i} par: f (z) =

1. Déterminer les points fixes de f, c'est & dire les éléments z € C tels que f (z) = z

zZ+1 . . ,
Nous avons f (z) = 2z < - =z, etpour 2 #£4, z+i=2(z—1)
z—1

Il nous faut donc résoudre 1'équation du second degré z? — (1 +4)z —i =0
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> Le discriminant est donné par A = (14 )> +4i = 6i dont une racine carrée est w = v/3 (1 + )
> Les 2 racines sont donc :

(1+0+V@U+J):<1+v@>
2 2

(l—l-i) Z9 = = 9

(1+0—;@O+4) <I_V§>O+w

Il existe donc 2 points fixes & f

2. f est-elle bijective ? Et si oui, déterminer f~', sa bijection réciproque

Pour montrer que f est bijective, il faut montrer qu’elle injective et surjective. Le calcul de f~!
se fait en méme temps
(a) Etude de l'injectivité
Soient z; € C\ {i} et 2o € C\ {i} tels que f(z1) = f(22). Alors :
21+ 1 2o 41 . . . .

- = s = (21 +1) (22 — 1) = (21 — ) (22 +9)
zZ1 —1 Z2 — 1

< 2129 — 121 120+ 1 =2129 + 121 —t20+ 1

<— 2121 = 2129

< 21 =292

f est donc injective
(b) Etude de la surjectivité

Soit C' € C; existe-t-il z € C\ {i} tel que f (2) = C, c’est a dire tel que z —l—z =C.Or:
zf;:0¢$ c4i=C(z—1)

— z4+i=Cz—-1iC
— z(1-C)=—-iC—1

. _ i(C+1)
Ainsi, si C' # 1, il existe z € C\ {i} tel que f (z) = C.
(¢) Bijection
f est donc bijective de C\ {i} sur C\ {+1}
(d) Bijection réciproque f~*
Nous avons :
e\ {+1} — C\{i}
1o HCHT)
cC — fH(C)= C 1
Exercice 44 :
1 1
Soit f I'application définie sur C\ {0} et & valeurs dans C par : f (z) = 3 (z + 7>
z

1. Déterminer les points fixes de f, c'est a dire les éléments z € C tels que f (z) = z

1 1
Assez facile!! Ils sont tels que z = 3 (z + 7> Or, tous calculs faits, nous avons :
z

1 1
z:5(2+7)<:>22=1<:>z:10uz=—1
z
Les seuls points fixes de f sont donc z=1et z = —1

2. f est-elle injective ? Est-elle surjective ?

~ L . 1 .
> f ne peut pas étre injective puisque, pour tout z € C*, nous avons f (z) = f | — ] ; en parti-
z

1
culier, nous avons f (2) = f (5)
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> f est surjective puisque, pour tout C € C :

1 1 1
5(24—7) =Ce=24+4-=20<=22-20241=0
z z
L’équation 22 —2Cz + 1 =0 a donc deux solutions z; et z5. Chaque élément C' € C a donc 2
antécédents.
f n’est donc pas injective, mais est surjective

Exercice 45 :

R sinna .
Pour a # km ot k € Z, calculer (771 en fonction de cot a

sina
. cosa 1 .
Nous avons cota + i = — +i=—{(cosa+isina) et donc
sina sina
n 1 n
(cota+1i)" = < , ) (cosa+isina)" = < - ) (cosna + isinna)
sina sina

apparait comme la partie imaginaire de (cota +4)". Or :

<Z> i* (cota)™ "
k=0

De telle sorte que

sinna
(sina)"
(cota+1)" = Z

* Sin est pair, alors

n (3]
n\ .k n—k n \ ok n—2k n 2k—1 n—2k+1
E <k>z (cot a) <2k>z (cot a) + 2 <2k B 1)2 (cota)

k=0
3]
(27;) (1 ot 413, <2kn— 1) (—1)* (cot @)
k=0 1

si _
De telle sorte que si n est pair, % = ( " ) (=) (cot @)™ 2T
sina

* Si n est impair, alors

“(n n (gl n
-k n—k 2k n—2k 2k—1 n—2k+1
E (k)Z (cot a) = <2k)l (cota) + <2kz - 1>z (cot a)

w3

aps Bl
_ (2k> (_1)k (Cot a)’rLka +Z <2k B 1) (_1)k+1 (Cot a>n72k+1
k=0 k=1
sinna 8]+ n
De telle sorte que si n est impair, ———— = (=) (cot @)™ 2T
(sina) po 2k —1

Exercice 46 :

k
1. Soitn € N* et P (X) = X% —2X cos il + 1. Chercher les racines, éventuellement complexes, de P
n

C’est une question qui ne pose pas de difficulté ; commencons par calculer le discriminant :

k 2
A:cos2l—1:—sin2k—7r: (isink—ﬂ)
n n n

Il y a donc 2 racines z; et zo complexes et conjuguées a cette équation :
ik —ikm

km .. kmw
21 =CO0sS— +1siIn— =€ N etzg=€ N
n n
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2. (a) Soit Q(X) = X?" — 1. Chercher les racines de Q.

Les racines de @ sont les racines 2n-iémes de 1.
ik

Elles sont donc du type wy =e n avec k=0,...,2n —1
n—1 k
(b) En déduire que : Q (X) = (X2 —1) [] (X2 — 2X cos — + 1)
k=1 n

De la question précédente, nous pouvons factoriser @ (X). Nous avons donc :

2n—1 ikm
RQX)=J[ [X-en
k=0

Nous pouvons remarquer que nous pouvons diviser ce produit :

Im—1 ik 1 ik Im—1 ik
QX)=J[(x-en |=x-D]][[X-en Jx-e) ] [X-en
k=0 k=1 k=n+1
S KT\ 9p_1 ik
Donc Q (X) = (X — 1) (X +1) X—en | J[ (Xx-en
k=1 k=n+1
on—1 ikm i i(2n—k)m
Comme H X—en |= H X —e n , nous pouvons écrire :
k=n+1 k=1
nei ikm i(2n—Fk)w
Q) =X>-1)J[[Xx-en |[Xx-e =
k=1
i(2n—k)w i2nm —ikm —ikm
Or, X —e n =X—-en e n =X-—-en
D’ou :
ne1 ikm —ikm n_1
QX)=X>-DJ[[X-en J[X-en |=(x2-1) <X2—2Xcosk—7r+1)
k=1 k=1 "

Ce que nous voulions.
n—1
c 2 km 2 4 2; 2n—2
3. Démontrer que H X —2Xcos—+1)=1+X"+X"+- -+ X +...+ X
n
k=1

Soit P(X)=1+X+ X2+ -+ X/ +... 4+ X" ! alors, pour X # 1, nous avons :

, Xm—1
PX)=1+X+ X2+ X o+ XM=
Et donc :
n—1 k
g (=TT (XLQXcosi+1) et
PUX?) = 1 X2 XAt X2y X202 1 k=1 n = (X2—2X
(X?%) = XX A X e 21 X2 o1 kl;[l

Ce que nous voulions
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n—1
km
4. Démontrer que n = 4sin? ==
q [[ 4sin? o

n—1
k .
En faisant X = 1 dans I'égalité | | (X2 92X cos X 1> =14+ X2+ X XY X2
n
k=1

n—1 kﬂ n—1 kﬂ
= 2—-2 —): 2(1— —)
n kr_[< cos ,El cos

Or, les formules trigonométriques donnent : cos 2z = 1 —2sin? z <= 1 —cos 2z = 2sin’ z, et donc

km km
1 — cos — = 2sin® — D’ot, bien sir :
n n

nous obtenons :

n—1
o kT
n= H4sm2—
n

k=1

n—1 ‘ kn \/ﬁ

5. Démontrer que sin — =
9 IE 2n

n—1 kﬂ n—1 kﬂ
Nous avons : H 4gin? —— =471 H sin? ——
gl 2n -- 2n

k - =
Nous avons, pour 1 < k < 10<—<—7T<u
2n 2n 2n

km km
donc, en prenant la racine carrée 4/ sin? — = sin —. D’ot :
2n 2n
e km
_ 2 vh 1 M _9n—1 M _o9n—1
Vn = kl:[lélsm 5 = 4n— Hsm 2 H\/ 2 Hsm

km
<—etdonc0<sm <1, et
2 2n

kﬂ_\/ﬁ

2n71

n—1
D’ou, bien entendu, H sin

Exercice 47 :

Dans tout le probléme, nous appelons E = {z € C tels que Im (z) > 0} et U = {z € C tels que |z| =1}

1. Démontrer que (U, X) est un groupe commutatif

On démontrera que (U4, X) est un sous-groupe de (C*, x)
> Tout d’abord U # () puisque 1 € Y
> Soit z € U et 21 € U. Alors, il existe # € R et 6; € R tels que z = € et 21 = 1. Alors :

2% (z1) " =€ x 7 = (000

Comme |e¢'(®=%1)| =1, nous avons z x (21) ' eu
> En conclusion, (U, x) est bien un sous-groupe de (C*, x) et est donc aussi commutatif.

2. Pouru € U avecu = a+1ib (a € R et b € R), nous définissons I'application f,, de C dans C par :

Il y a une remarque qu’il est possible de faire : pour tout v € U, f, = f_..
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En effet, si u € U avec u = a + ib, nous avons —u = —a — b et donc, pour tout z € C,
—az+b —az+b az-—0»
f_u(z)_—bz—a__bz—i—a _bz—i—a_fu(z)

(a) 1. Démontrer que, pour tout w € U, [, est définie sur E en entier

Nous avons a étudier 2 cas : b=0et b#0

* Sib =0, alors, comme a®> +b2>=0,a=10oua=—1
e Sia=1, alors f1(2) = z, c’est I'identité de C, et f; est bien définie sur E
e Sia= —1,alors f_1(2) = ;i, c’est aussi l'identité de C, et donc f_i est bien

définie sur £
e Nous retrouvons, dans cette question la propriété f, = f_.

a —a
* Si b # 0, alors, f, n’est pas définie pour zp = —. Comme — € R, nous avons
Im (29) = 0. Comme E = {z € C tels que Im (2) > 0}, z0 ¢ E et donc, pour tout
u €U, f, est définie sur F en entier
ii. Démontrer que, pour tout u € U que f,, est une bijection de E sur
> Montrons que f, est une surjection de F sur F
Soit Z € E avec Z = x + iy et y > 0. Existe-t-il z € E tel que f, (2) =27
Si ce z € E existe, alors nous avons :

az —b aZ +0b
Z = Ju = — & e —
ful2) bz +a : —bZ +a
11 faut maintenant montrer que z € E, et donc démontrer que Im (z) > 0.
aZ+b  a(r+iy)+b
~bZ+a  —b(z+iy)+a
_ (ax +b) +iay
(o —bx) —iby

((ax + b) +iay) ((a — bx) + iby)
(a — bx) —iby) ((a — bx) + iby)
(ax +b) (a — bx) — aby®) + i (by (ax + b) + ay (a — bx))
(a — bx)® + b2y2

Comme le dénominateur (a — bx)2+b2y2 est positif, il faut donc démontrer que by (az + b)+
ay (a — bx) > 0. Par calcul, nous avons :

by(a:chb)Jray(asz):byam+b2y+a2yfaybz:y(a2+62) =y

Comme y > 0, nous avons le résultat.
Et donc z € FE et, pour tout uw € U que f, est une surjection de F sur F
> Montrons que f, est une injection de E sur F

—b
Soient donc z € E et 21 € E tels que fy (2) = fu (21), c'est & dire tels que ZZ+ =
z+a
—b
4z . Nous avons alors :
bz; +a

az—b az —b
bz+a bz +a

(az —b) (bz1 + a) = (az; — b) (bz + a)

abzzy + a?z — b%2; —ab = abzz; + a%z — b’z — ab
a2z — b2z = a?z — b%z

(a2 + b2) z= ((12 + b2) 21

zZ=z1

free e

fu est donc bien une injection de E sur F
En conclusion, f, est une bijection de E sur E.
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Remarque :
* [, étant bijective, f, admet une bijection réciproque ( fu)_1 et nous avons, si

_ 1
u=a+ib (fu) " (z) = aztb _ fz(2). or, dans U, u = — = u~!. Donc

= Thita u
(fu) 1 (2) = fum1 (2) = fz(2)

* D’autre part, si z € E, alors f, (2) € E. En effet, comme tout & I'heure, si
z=x+1iyavecy > 0:
a(z+iy)—b
b(x+iy)+a
((az — b) (bx + a) + aby?) + iy
(bx + a)® + b2y?

fu(z) =

Donc, f, (z) € E

(b) Démontrer que, pour tout w € U, il existe un élément zy € E qui soit invariant par f,
Si z est invariant par f,, alors z = f, (2). Or,

az—>b

= <:>bz2+az:az—b<=>b(22+1):0
bz +a

2= fu(2) <=z

> Si b =0, alors tout point z € E est fixe; ce qui est normal puisque, si b = 0, alors f,, = Id¢
> Sib#0, alors 224+ 1=0et z=1iouz=—i. Seul i € E. Ainsi, pour b # 0, f, admet un
unique point invariant zy = i, lequel est invariant pour tout v € U

3. On désigne par B I'ensemble des bijections f,, autrement dit : B = {f, ouu € U}

(a) On considére I'application g de U dans B définie par :

{gsu — B
u — g(u)=fu

Quelles sont les conditions sur w € U et v € U pour que g (u) =g (v) ?

Soient u € U et v € U tels que g (u) = g (v) ; alors, pour tout z € E, nous avons f, (z) = f, (2).
Comme v € U et v € U, il existe 6, € R et 6, € R tels que u = cos@, + isinf, et v =
cos B, +isinb,

Donc :

fu(2) = fu (2)

cosb,z —sinf, cosb,z —sinb,

<~ " = —
sin@,z + cosf,  sinf,z + cosb,
< (cosf,z —sinb,) (sinb,z + cosd,) = (cos b,z —sinb,) (sin b,z + cosb,,)
<= cosb,sind,z% + cosb, cosb,z — sin b, sinf,z — siné,, cos 8, =
cos @, sin 0,22 + cos @, cos 0,z — sin 6, sin 6,z — sin 8, cos b,
<= 2%(cosf,sinb, — cosb,sinb,) — (sinf, cosf, —sinb, cosf,) =0
— 2?sin(0, —6,) +sin(, —0,) =0
— (*41)sin(f, —6,) =0

L’égalité (22 + 1) sin (6, — 6,)) = 0 devant étre vraie pour tout z € E, nous devons donc avoir
sin (6, — 6,) = 0.
Or, sin (0, — 6,) =0<= 0, — 0, = kr avec k € Z.
* Donc, on peut avoir 6,, = 6, + 2km et donc u =v
* Ou bien on peut avoir 6, = 0, + 7 + 2k7 et donc u = —v
Les conditions sur u € U et v € U pour que g (u) = g (v) sont donc u =v ou u = —v

(b) Préciser (f.,)~" et montrer que (f,)” " € B
11 suffit de regarder la question 2 pour voir que (f,) " = fu-1 = fa, et donc (f,)"' € B
(c) Soit u € U fixé. Trouver v € U tel que g (v) = (fu) "

—1

Nous avons done (f,)” " = fz. Si v € U est tel que g (v) = (f.) "', alors v =T ou v = —u
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(d) Montrer que I'identité de E, notée Idg est un élément de B et quels sont les éléments u € U tels
que g (u) =Idg
Nous avons remarqué que f; = f_1; = Idg, et conformément aux questions précédentes, les
éléments u € U tels que g (u) = Idg sont donc u =1 ouu=—1

(e) Soient u € U et v € U. Montrer que f, o f, est un élément de B

Soient v € U et v € U; il existe 0, € R et 6, € R tels que u = cosf, + isinf, et v =
cos B, + isinf,. Donc, pour z € E :

fu © fv (Z) = fu (fv (Z))

cos 0y [ (2) — sinb,,

sin 0y, f,, (2) + cos b,
cos,z —sind, .

cos)y | ——— | —siné,,
sin @,z + sin 6,

sin@, (—C(,)S 0z — s'm Oy ) + cos b,
sin @,z + sin 6,

(cos 0y, cos b, — sinb,, sinb,) z — (cos b, sin 0, + sin b, cos 0,)

(cos O, sin 6, + sin b, cosb,) z + (cos 0, cos 0, — sin b, sin 6,,)
cos (0, + 0,) z —sin (0, + 0,)

sin (6, + 6,) z + cos (0, + 0,)
= fuw (Z)
Comme wv € U, fy, € B
(f) En déduire la structure de I'ensemble (3, 0)

Nous allons démontrer que (B, o) est un groupe commutatif
> Tout d’abord, la loi o est associative et de composition interne
> (B, 0) admet un élément neutre Idc
> Chaque élément f,, € B admet un symétrique ( fu)_1 = fu-1=fz
> La loi o est commutative car f, o f, = fuv = fou = fo © fu

(g) Démontrer que g : (U, x) — (B, o) est un homomorphisme de groupe. Est-ce un isomorphisme ?

g est bien un homomorphisme, car g (uv) = fuo = fuo fo = g (u) o g (v). Mais, ce n’est pas un
isomorphisme puisque g n’est pas injectif. Nous avons ker g = {—1;+1}

4. Dans cette question, nous nous placons dans le cas particulier oti u = i

1
C’est & dire que nous avons f, (z) = f; (z) = ——
z

(a) On appelleT = {z=¢" ot 6 € 0;7[}. Quelle est I'image de T par f; ?

T' est le demi-cercle supérieur de rayon 1 et donc les parties imaginaires sont strictement
positives. Pour z = €' € T', nous avons :

fi (610) =——= _6—19 — ™ % 6—19 — 61(71'—0)
e

Comme 6 € 0; [, nous avons 7 — 6 € ]0; 7| et donc f; (¢’) € I" ainsi f; (I') =T et T' est donc
globalement invariant par f;

(b) Soit 6 € ]0;7[ fixé. On appelle D (6y) = {Ae'® o A\ € R**}. Donner I'image de D (6y) par f;
En fait, D (fy) est une demie-droite issue de 'origine. Pour z = Ae?® € D (6,), avec A > 0,
nous avons :

_ 1 - ;16—7390 [

Aetfo A A

Nous pouvons donc écrire que f; (D (6p)) = D (m — 6p). C’est une demie-droite, symétrique de

D (6y) par rapport a I’axe des imaginaires purs.

fi ()\ewo) = x €™ x e7 00 = = x ¢ilm=00)

La figure [B.1§| visualise les différentes transformations.
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D(m—b) D(o)
I
C . 1
FIGURE 8.18 — Visualisations des transformations f; (z) = ——
z
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