Chapitre 8 Les suites numériques réelles 8.8 Quelques exercices corrigés

8.8 Quelques exercices corrigés

8.8.1 Suites arithmétiques et géométriques

Exercice 8 :

. 2 1 ) o . o
Soit u,, = gun,l + 5 Calculer o pour que la suite (vy,),, o définie par v, = u, —« soit une suite géométrique.

Nous allons essayer d’exprimer v,1 en fonction de v,,.

Un+1 = Up41 — O

= U - -«
5 " + 5
2 < N 1 5 )

= —lu P04
50" 2 2

) 1 5 1 2 ) .
Si nous avons a = 5 + 504, c’est a dire v = 3 nous obtenons v,4+1 = gvn, ce qui montre que la suite

. . L2
(Un)neN est une suite géométrique de raison 5

X L 2\" <
De la, nous déduisons que v, = | = | wvg, c’est a dire que
) 5 ?

(3) (w-g) =mg=(3) (w-g)=m=() (w-3)+3
vy = | = ug — = Up — = = | = ug — = Up = | = ug — = -
5 73 3 \5 73 5 73/ 73
Cette expression montre que :

— Siug = 3 alors, la suite (uy ),y est constante

. 1
— Bt lm u, =g

Exercice 9 :
On définit une suite récurrente (“n)neN par la donnée de uq et la condition suivante :

Sty + 3
Up + 3

VvneN n>1 wuyy =

Up — 3
Up + 1

1. On pose v,, =

(a) Montrer que la suite (vy,), o est géométrique; en préciser la raison.

Il faut donc écrire v,,41 en fonction de v,

Sup, + 3
Upt+1 — 3 Un+3_ Sty + 3 —3u, — 9 2u, — 6 1 u,—3 1
U’I’L+1 = = = e = — X — 7’01’74
Upy1 + 1 5un+3+1 SUp +3+up +3  6u, +6 3w, +1
Up + 3
. o . 1 . 0o—3
La suite (vy,),,cy est donc géométrique de raison 3 et de premier termer vy = e
Uo
(b) Calculer v, en fonction de ug et de n
1 " 1 " ug — 3
Clasiquement, v = (3) = (5) (1257
assiquement, v, 5) v 3 p——
-3
Nous allons aller plus loin que la question posée. De ’expression v,, = L—i—l’ nous déduisons
Up

_un+3
S 1l—w,

U, , C’est a dire :

37 (up—3) +3(up+1)
=377 (ug — 3) + (up + 1)

Un
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2. Etudier la suite (uy), oy dans les cas suivants :

(a) ugp =3

Si ug = 3, d’apres Pexpression trouvée dans la question précédente, nous avons u,, = 3 pour
tout n € N; chose qui aurait aussi étre démontrée par une récurrence ultra-simple en utilisant
la définition de u,

(b) ug = -1
Il semble difficile d’utiliser le résultat trouvé dans la question 2, puisque v,, n’est pas définie
des vy !
. Sy + 3 . , .
Or, si upy1 = T3 alors u; = —1, et, par une méme récurrence ultra simple, on montre
un

que u, = —1 pour tout n € N.
3" (UO — 3) +3 (UQ + 1)

Mais, miracle des mathématiques, en remplagant ug par —1 dans ’expression u,, = ,
E pracanttop P "= T30 (o — 3) + (uo + 1)

on trouve aussi que, pour tout n € N, u,, = —1.
Donc, si ug = —1, alors la suite (uy), oy est constante
(c) up=4
. 37"+ 15 . .
Si ug = 4, alors u, = e et on voit que nll)r_{loo Up = +3

On démontrerait, facilement, que si ug # —1, lim wu, = +3
n—-+oo

Exercice 10 :

On considére la suite (uy),, cy. définie par :

Uy =

Wl =

n+1
Up,
3n

Up+1 =

. ¢ ¢ U . VST
1. Montrer que la suite de terme général v,, = — est une suite géométrique
n

Comme toujours, il faut exprimer v,, 1 en fonction de v, :

Up+1 1 (n—l—l ) 1 lu, 1
Up = = n | = =

n+l n+1\ 3n T3 T3, 30

. . . 1
(“n)neN est donc une suite géométrique de raison 3 Nous avons donc v, =

1
(5) =+
’Un: — =
3

v = Uy = 3’ nous avons
2. En déduire une formule explicite de u,,
P (2 . _
De la définition de v,, = —, nous tirons u, = nv, = n3~"
n

3. Donner lim u,
n—-+oo

2 n
On peut démontrer par récurrence que pour n > 1, n < 2™, et donc u,, < 2" x 37" = <7)

n
Comme lim <7) =0, nous en déduisons que lim wu, =0
n—+00 n—+o00
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Exercice 11 :

On considére une suite double (xi’j)ieN,j cn de réels positifs. On peut représenter ces réels sous forme de
matrice infinie, dans lequel i désigne le numéro de la ligne, et j celui de la colonne. On suppose que ces réels
sont tels que :
{ Tij41 — Tij =1
Tit1,j = qTij

C'est a dire que les réels disposés en ligne, sur la ligne numéro i, forment une suite arithmétique de raison I;
(la raison dépend de la ligne), alors que les nombres disposés en colonne forment une suite géométrique de
raison q, q étant constant. Démontrer que, pour tout ¢ € N et tout j € N, nous avons :

Tij = gt 10+ (G —1)1]

montrant ainsi que les termes q, l; et x1 1 définissent complétement cette suite double
Nous allons partir de la premieére ligne ; cette premiere ligne faisant une suite arithmétique de raison Iy,
nous avons :

rij=xi+ G -1)h
Passant d’une ligne & une autre, nous avons une suite géométrique de raisons ¢. Donc, z; ; = ¢ 121 ;.
Donc :

zij=q "ra+ (G — 1) 1]

8.8.2 Limite d’une suite
Exercice 18 :

Voici un exercice qui pourrait contribuer a ’amitié entre les peuples, si tant est, qu’un jour, nous pourrions
nous lier d’amitié avec I’Anglais (la Perfide Albion)
1

1 1 1
Ifa, = 0 + 100 4+t Ton’ how large must n be for 9~ a,, to be less than 1076

La premiere question qu’il est possible de poser est : qu’est que a,, ... a, est simplement la somme des

termes d’une suite géométrque de raison 0 et donc,
L1—()" 1 n 1\"
OG0 (1) -0 (4))
1— 15 9 10 10 9 10

n
. . 1
Comme nll)rfoo <1—0) = 0, nous avons ngr}rloo ap = 9

1 1 1 1\"
La différence 9~ an est donnée par : g~ an = ) X (E) ; il faut donc trouver n € N tel que
1 1\"
9 X (E) < 1076, On trouve n > 6

Exercice 19 :

On considere la suite (uy,) géométrique de premier terme ug et de raison q € R.

neN’

n
On appelle S, = ug +uy + -+ up = ¥ _ g
k=0

1. On suppose |q| < 1. Donner lim S,
n—

+oo
ug (1 — ¢*t
D’apres le cours, S, = M
l—q
u
Comme |g| < 1, nous avons lim ¢"*! =0, et donc lim S, = —
n—-+oo n——+oo 1— q
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Nous avons donc le résultat important :

n
; - ; kE _
Si |g| < 1 alors HETOOkaAq =

1—g¢

2. On suppose ¢ > 1. Donner lim S,

n—-+oo

Au contraire, cette fois ci, comme ¢ > 1, lim ¢"™ = +oo, et donc
n—-+00

Nous concluons donc :

3. Cas particuliers

(a) ¢ < —1

Nous avons toujours S, =

Or, lim ¢®" = 400, alors

lim
n——+00

Sig>1alors lim S, = signe (up) oo
—+o00

n

Uo (1 _ qn—i-l)
1—gq '
que lim ¢?"+! =

et, surtout, n’est pas bornée.

(b) ¢g=1

(1—g¢"")
1—gq

:+oo

—00, ce qui montre que S, n’admet pas de limite,

C’est le plus simple. Pour tout n € N, nous avons u,, = ug et donc S,, = (n + 1) ug

Donc, lim S, = signe (ug) oo
n—-+oo

(€) ¢=-1

Pour ¢ = —1, de I'identité u,, = (—1)" ug, nous avons :

2n

> Sgn = Z (71)1C Uy = UQkZ_O(fl)k = Ug (

k=0
2n+1

2n+1 n
> Sgn+1 = Z (—1)ku0 = Up Z (—l)k = Up (Z ((—1)2k + (—1)2k+1)
k=0

k=0

n—1

k=0

k=0

Z <(71)2k i (71)2k+1) 4 (-

)uo

):0

(Sn)ney €st donc une suite qui ne prend que 2 valeurs uy pour les termes de rang pair, et 0
pour les termes de rang impair. (S,),, oy est donc une suite qui n’admet pas de limite.

C’est un important résultat de cours :

n

k=0

. A
Z)\q" converge si et seulement si |¢| < 1 et sa limite est 1—2

Exercice 20 :

1 1\?
On considére la suite (uy,), o définie par : u, = 3 (1 + —)
n

1. Quelle est limite de cette suite ?

De maniere évidente, li
n—-+oo

m u, = —
2

. . , . . 1
2. Justifier I'existence d’un entier Ny, tel que si n > Ny, alors 5 <

1 2
Tout d’abord, en développant, nous avons : u, = 3 (1 + -+

1 1

1
Donc, u,, — 5= + — > 0; donc, pour tout n € N*,

n  2n2

n

DN =

u’ll ~

i)_l
n2/) 2

< up

49

72

1
+=+
n

1

2n2
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1 1 13
D’autre part, comme lim wu, = —, il existe un entier Ny tel que, si n > Ny, |u, — =| < —.
n—-+oo 2 2 72
13 1 13 1 13 13 1
D in> Ny, —o5 Sup— 5 < o5 S5 SU S o5+ 5
one, stn 2N, —op Stn =9 Sy ST T St S 5ty
C 1 < ¢ 13 n 1 49 d bi 1 < < 49
mme — < U, €t — + == —n ns donc bien = < u, < =
omme 5 < Uy €t = + 5 = — nous avons donc bien o < u =

3. Calculer I'entier Ny

1 1\*> 4 1\ 4
Il faut donc résoudre I'inéquation 3 <1 + —) < —9 = (1 + 7) < —9
n

1\> 4 1
Comme n est positif, (1 + 7> < 19 — 1+ - < 7
n 36 n 6

L’entier Ny est donc Ny = 6

Exercice 21 :

Donnez les limites suivantes :

. 2 n
1. lim (77 + <7> )
n—-+o0o 3

Ce n’est pas parce que 7 apparait dans la question que la difficulté est plus grande!!...Cette limite

est en fait du type nll)rfoo (u + A (;)”) ouAeRet ueR.
Mieux, cette limite entre dans cadre encore plus large : nll)rfoo (k+A(@")ou X €R, ueRet
lgl <1
Or, si |g| < 1, alors nll)r_il_loo (¢)" = 0, donc nll)r_il_loo (A (g)™) =0, donc nll)IJ_loo (u+X(q)") = pet, en
particulier, nEIEoo (71' + (;)”) =7

2. lim sinn

n—-+4oo n

Cette question est totalement liée a des méthodes de majoration. Ici, c’est trés simple, puisque,
pour tout x € R, nous avons : |sinz| < 1.

sinn 1 . 1 . sinn . sinn
Donc, < —;comme lim — =0, nous avons lim =0, et donc lim =0
n n—+oo N n——+00 n n—+oo N
. sin®n — cos®n
3. lim ———
n—-+oo n3
Nous allons donner méthodes pour résoudre cette question (au demeurant trés simple)
> Tout d’abord, on peut remarquer que, pour tout n € N, |sin2 n—cos?n| <sin®n+4cos?n =1,
et donc :
sin?n — cos?n < 1
T Tl =
ns3 ns3
. o . sin®n —cos?n
Comme lim — =0, nous en déduisons que lim —— =0
n——+o0 N3 n——+o0 n3
> Une autre possibilité pourrait consisyer a utiliser les formules trigonométriques :cos2z =
9 . 9 sin®n —cos’n  —cos2n . .
cos” —sin” x, de telle sorte que 3 = 5 et on termine en majorant
n n

4. lim /n+1—+/n

n—-+oo

Voila une question toute élémentaire qui utilise une notion de « quantité conjuguée >
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Nous avons :

(Vnt+1-yn)(Vnt+1+n)
Vn+1+n

n+1—n
\/n—i—%-i-\/ﬁ
vVn+l++/n

1
Comme lim +n+ 1+ = 400, nous avons lim ——
v vn N s Y
Vn=0

5. lim (m—\/ﬁ)

n—-+oo

N P

=0, et donc lirf vn+1—
n—-+0oo

Cette question est tout & fait cousine germaine de la question précédente, et il n’y a aucune raison
)
pour qu’on n’utilise pas les mémes techniques !l Nous avons donc :

o (V2n+1—/n) (V2n+1+/n)
Vol i = Ve 14

2n+1—n
V2n+1++/n
n+1
V2n+1+4/n

Or, la, beaucoup de choses changent, et il faut faire intervenir d’autres techniques : on factorise
par les expressions qui tendent < le plus rapidemnt > vers 4-o0

n+1 _ n(l—i—%)
vVn+1+/n \/n(2+%)+\/ﬁ

_ n(l1+1)
V241 4+ yn

n(l—&-%)
v%( 2+%+1)

1+ 2
= n _—
2+, +1
omrnen_lg_‘lzlOo ] —1+\/§,nousav0nsn_1>r_~r_100 V2n n) = +o0o
n_ on
6. lim 3
n——4o00 3n + 2n

Il n’y a pas de méthode canonique pour calculer une limite. En observant bien numérateur et
dénominateur, on factorise par 'expression qui tend le plus rapidement vers +oo.

yor v(-F) 1oy
gn2n - 3n(1+20) 14+ (2)"
n _(2\" n _ on
Comme lim <2) =0, nous avons lim ! (g)n =1, c’est & dire lim u -1
n—s+0o n—+oo | 4 (g) n—+oo 37 4 2N

7. lm (a™+b")ota>0etb>0

n—-+oo

Il est facile de remarquer que a et b jouent des roles symétriques.
— Dans un premier temps, on suppose a # b

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 277



Chapitre 8 Les suites numériques réelles 8.8 Quelques exercices corrigés

> Sia>1,alors lim a" = +oo et donc lim (a" + b™) = 4+o00. Le probleme est le méme

n—-+oo n—-+o0o
sib> 1.
Dong, si a > 1 ou b > 1, alors lirJrrl (a™ +b") = 400
n——+00
>Sia<letb<lalors, lim a"=0et lim " =0,donc lim (a™+b")=0
n—+oo n—-+oo n—+00
> Sia=1etb>1 alors lirf (a™ 4+ b™) = 400} le probleme est le méme sib=1et a > 1
n—-+0oo
> Sia=1et b<1alors hr—? (a™4+b") =1; le probleme est le mémesib=1et a <1
n—-+0o0

— Supposons maintenant a = b
> Alors,sib>1 lim (a”+b") =40

n—-+4oo
> Etsib<1, lim (a"+b")=0
n—-+oo
Exercice 22 :

On considere la suite (uy,) définie par ses deux premiers termes ug = 1, u; = 2 et par la relation, définie

neN 1
pour tout n € N, par : uy42 = iunﬂ — iun
Soit (Un),en la suite réelle définie sur N par : vy, = Upy1 — Up

1. Démontrer que la suite (v, ),y est une suite géométrique dont on donnera la raison et le premier
terme. Pour n € N, calculer v,, en fonction de n

Il faut, comme toujours, exprimer v, 1 en fonction de v,

Un+1 = Up42 — Un41
1
- %un+1 - %un — Up+1
= ZUp4+1 — iun

1

= % (un+1 - un)
2

Un

1
La suite (vp), oy est donc une suite géométrique de raison 3 et de raison vy = 1, de telle sorte

wv= (1) w=(1)
q n — 2 0 — 9

2. En déduire I'expression de u.,, en fonction de n, puis lim wu,
—+o0

n—
n n n n n+1 n
Nous avons Z v = Z (Ugr1 —ug) = Z Ug1 — Z up = Z Uk —Z U = Up+1 — Ug. En clair :
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1 k=0

n

" 1\E 11— (H" 1\"
“"“:“”Z”k:”Z(i) :”%:3‘(5)
k=0

k=0

1 n—1
Ainsi, u, =3 — (7) et donc lirf Up = 3

2 n—
3. Déterminer le plus petit entier ng tel que, pour tout entier n > ng, nous ayions : |u, — 3| < 107°
1 n—1
Tout d’abord, nous avons |u, — 3| = (5) ; il faut donc trouver ng tel que, pour tout entier

n—1
n 2= ng, nous ayions <§) < 107°.

On trouve ng = 18
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Exercice 23 :
Une suite (uy),, o est définie par son premier terme ug € R, et par la relation de récurrence, définie pour

1
toutn € N, par : up41 = gun + 2

1. Etudier le cas o1 ug = 3

Une récurrence simple montre qui si ug = 3, alors, pour tout n € N, uv,, =3

2. On suppose ug # 3. Pour o € R, on définit une suite (vy,), cy par : (Yn € N) (v, = u, + a) Montrer
qu'il existe une valeur de o pour laquelle la suite (vy,), o est géométrique

Classique!! On prend donc v,41 que nous allons exprimer en fonction de v,.

1 1
Uptl = Upt1+a = U, +24+a = 3 (up, + 6 + 3a). Si v, = u, +a, on peut donc écrire @ = 6+ 3
dont on déduit v = —3.

1
En posant v,, = u,, — 3, nous avons v,41 = gvn
3. Exprimer u,, en fonction de ug et de n. En déduire que la suite (uy), o est convergente et donner sa

limite.
1 n
Nous avons u, = v, + 3; (vn),cy étant géométrique, v, = <§) vp; comme vy = Ug — 3, nous

1 n
avons U, = (g) (up —3) +3

Et nous avons donc lim wu,, = 3
n—-+o0o

Exercice 24 :

C’EST VOLONTAIREMENT QUE NOUS N’UTILISONS PAS L'ENONCE INITIAL; NOUS FAISONS, TOUT DE
SUITE UNE GENERALISATION. LE RETOUR A L’ENONCE INITIAL EST EVIDENT

. . \ .. Tn+1 \ . .
1. On considére une suite (), .y a termes positifs tels que : ol q, avec q > 1 a partir d'un certain
n
rang Ny € N
Montrer que, pour tout n > Ny, alors x,, > q" Noxy, ; en déduire que lim z, = +o00;
n—-+oo
Si n > Ny, alors, nous avons :
xNo—‘rl
— 2= q
o
No+2
— 2= q
TNg+1
Tp—1
Z q
Tp—2
n
Z q
Tp—1
En multipliant termes & termes, nous avons :
TNy+1 TNo+2 Tp_1 x _
ixix...x n X7n>qu0
xNO xNo-‘rl xn—Q xn—l

. . . x _ _
Et, par simplification, nous obtenons : —— > ¢" Yo «—= z,, > ¢" NUxNO
TN,

n—No — 450 et donc lim x, = 400
n—-4o0o

Comme g > 1, alors lim ¢
n——+0o

2. On considére maintenant une suite (,), .y a termes positifs tels que : —ntl < q avec q < 1 a partir
n
d'un certain rang Ny € N; donner lim z,
n—-+o0o

Nous allons procéder comme dans la question précédente.

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 279



Chapitre 8 Les suites numériques réelles 8.8 Quelques exercices corrigés

Sin > Ny, alors, nous avons :

xNo—‘rl
—E < g

oA

No+2
— < q

TNg+1

Tp—1
< g

.’L'%,Q

n
< g

Tp—1

En multipliant termes & termes, nous avons :

TNo+1 _ TNo+2 Tn—1 x _
ixix...x n Xingquo
TNy TNg+1 Tn—2 Tn—1
: ; ; Tn n—No n—No
Et, par simplification, nous obtenons : — < ¢ — x, <q TN,
TN,
Comme ¢ < 1, alors lim ¢" ™ =0et donc lim 2, =0
n—-+oo n—-+oo

3. Soit v € R tel que x > 0. On consideére la suite (,,),,. définie par x,, = —, pour n # 0
n

> On suppose 0 < x < 1. Donner lim x,
n—+o0o

. " 1 .
— Sixz=1,alors — = — et donc lim =z, =0
n n

n—-+o00
x" 1
— Si0<z<1,alors lim z™ =0 et donc, comme — = z™ X —, nous avons, une nouvelle
n—-+oo n n
fois lim z, =0
n—-+oo
mn
Donc,si0<x <1, lim — =0
n—-+oo N
> On suppose x > 1. Donner lim x,
n—-+o0o
Cette fois ci, ¢’est moins simple, puisque, si z > 1, alors lirf " = 400 et nous avons toujours
n—-+0oo

. 1 . ..
lim — = 0. Nous sommes donc devant un cas d’indétermination.
n—4+oco n

Utilisons les outils démontrés dans les questions précédentes :

Tppr  x"t L o nw
z, n4+1"z" n+1
Nous avons, pour tout n € N, 0 < —— < z, et lim = z; comme x > 1, il existe
n+1 n—+oon + 1
: n . "
N7 € N tel que si n > Ny, alors 1 < —— < z. Donc, nous avons lim — = +00
n+1 n—+co N
Synthese :
xn
— Si0<z<l1l, lim —=0
n—+4+oco N

n

— Sil<z, lim x—:—i—oo

n—+oco N
Question : Généraliser a tout € R
2’ﬂ
4. Etudier les suites définies par x.,, = -
n!

5. Généralisation :

u
Soit (un), <y une suite de réels strictement positifs tels que lim ntl g
n—-+oo Up,

Montrer que si l < 1, alors lim wu, =0 et que,sil > 1, alors lim wu, =+o0
n—-+oo n—-+oo

6. Que se passe-t-il si [ = 17 L’objet de cette question est de montrer qu’il est impossible de
décider quoi que ce soit lorsque [ =1
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- 1 . o . . . An+1
(a) On considére la suite (ay,), oy définie par : a,, = n® donner lim ay,, puis lim ——
n——+00 n—+oo QG

TN . s 1 . . . bn+1
(b) On considere la suite (by,),,cy définie par : b, = 3 donner nll)r}rloo by, puis ngr-j&[-loo D,

2 1 2
définie par : ¢, = w donner lim ¢,, puis
——+00

(¢) On consideére la suite (c;) 5
n n

neN
. Cn+1
lim

n—-+oo Cpn,

x
(d) On considere la suite (z,,),y définie telle que ngg}oo ;:1 =1; que dire de ngrfoo Tp?

8.8.3 Problémes
Exercice 38 :

Soit € R ; on rappelle que la partie entiére de x est I'unique entier relatif E (x) = [z] tel que

[z] <z <[z]+1

1. Montrer que pour tout n € N et tout x € R, 107" [10"z] < x < 10~ ™ [10™z] + 10"
Par définition de la partie entiere, [10"z] < 10"z < [10™z] + 1; le résultat demandé est obtenu en
multipliant 'inégalité par 10™"

2. On appelle u,, = 107" [10"z] et v, = u,, + 10~"; montrer que lim wu, = lim v, =2z
n—-4oo n—+o0o

D’apres la question précédente, nous avons : u, < x < v,, ou encore, U, < r < U, + 107",
Cette derniere inégalité est équivalente & 0 < z — u,, < 107" ; comme lim 107" = 0, nous

n—-+oo
avons lim (z —wuy) =0, c'est a dire lim (u,)= z; comme v, = u, + 107", nous avons aussi
n—-+oo n—-+oo
lim (v,) ==
n—-+oo

3. On construit la suite (an), ey parag =0 et a, = 10" (u, — u,_1); montrer que a, € Z

11 suffit de réécrire a,, :
an = 10" (ty — up_1) = 10" (107" [10"2] — 10~ =1 [10"~Dz] )

Et alors, a, = [10"z] — 10 [10"~Yz], ce qui montre que a,, € Z

4. En utilisant I'inégalité u,, < = < u, + 107", montrer que —1 < a,, < 10, et que a,, ne peut donc
prendre que 10 valeurs a préciser

On peut écrire 'inégalité a ’ordre n et a 'ordre n — 1

{ Up < T < up+ 107" . { Up < T < Uy + 1077
Up_1 T < Up_1 +1077F1 —~Up_1 — 107" < — < —up

Ce qui donne, en additionnant,
Up — Up—1 — 107" <0 < up + 107" — g
Ce qui, traduit autrement, nous donne :
—107" < Uy — Up_q < 107"

En multipliant 'inégalité par 10™, nous obtenons I'inégalité demandée ; comme a,, € Z, les seules
valeurs admissibles sont donc a,, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

n
5. Pourn > 1, démontrer que u, = Z apl0™P + uy
p=1
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Chapitre 8 Les suites numériques réelles 8.8 Quelques exercices corrigés

(a) 11 faut d’abord remarquer que ug = 27° [2%] = [z]

(b) Puis, de lidentité a,, = 10™ (u,, — u,,—1), nous pouvons déduire u, — u,_1 = a, 107", puis en

faisant la somme
Uy — Uy = all()’l

Uy — U = a210’2
Uz — Uy = a310_3

Up — Up—1 = A, 1077

n n
nous obtenons, apres simplification u, —ug = 3. ax107%, c’est & dire u, = ug + 3 axl07F,
=1

k=1
ce que nous voulions

6. u,, est donc une approximation de x 4 10™" prés et u,, peut donc s’écrire :
Up = Uy, 0102 ... 0Ap

(Ecriture décimale de x, n chiffres aprés la virgule)

Exercice 40 :

Soit (x),,cn Une suite définie par :

Ty + Ty
T0=2 x1=3etpourn=0 In+2:%
Il faut montrer que la suite (x,), .y converge et en donner la limite
1. On commence par créer la suite (“n)neN de terme général w,, = x,y1 — x,. Cette suite est
géométrique.
En effet, nous avons :
> uy=x1 —x9=1
_ _ _ wn+xn+1 _ Tpn — Tnl -1
> Uil = Tptz ~ Tl = Tpg2 =~ —Ippl = ——p—— = U

-1
La suite (up), oy est donc géométrique de premier terme 1 et de raison 5

—1\"
> Nous avons donc u,, = (7)

2. Nous : - —) =——a——=3(1-(+
OubaVODdeHCZUk 2(2) 3 3( <2> )

k=0 k=0

D’autre part :
n

S

k=0

Il
o
-
[}
]
Ea
+
—_
|
]
ol

n+1 n

= D=
k=1 k=0

= Tn+4+1 — To

) -1 n+1
Et donc, zy4+1 = 29 + 3 (1 — <7> )

3. De telle sorte que lim z, =2+ - = -
n—-+oo
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