Chapitre 11 Dérivabilité 11.3 Fonction dérivée

11.3 Fonction dérivée

11.3.1 Définition

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R et soit &/ C Dy
— On dit que [ est dérivable sur I{ si et seulement si, pour tout = € U, f'(x) existe.
— L’application
{ U — R
z — f(x)

df

s’appelle fonction dérivée de f; cette fonction est parfois notée [’ = 1
-

11.3.2 Opération sur les dérivées

1. Somme de deux fonctions
Si f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors f + g est dérivable sur [ et

(f+9) =f +4

2. Produit par un scalaire
Si [ est une fonction dérivable sur intervalle I, alors pour tout A\ € R, \f est dérivable sur [
et

M) =Af

3. Produit de deux fonctions
Si [ et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors f x g est dérivable sur [ et

(fxg) =gxf+g xf

4. Quotient de deux fonctions
Si f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle [ et si la fonction g ne s’annule pas

sur I, alors i est dérivable sur [ et
g

(g) _ f’gg—Qg'f

Démonstration

C’est une aplication simple du théoreme 11.2.5

Remarque 5 :

Le résultat précédent, nous montre que I'opération de dérivation est linéaire :
si D est I'opérateur de dérivation, nous avons :

D (Af + pg) = AD(f) + D (g)

Exemple 4 :
On ne va pas revenir sur les cours de terminale ; par contre, voici quelques exemples courants ; exemples
initiés apres le théoreme 11.2.5
1. La dérivée de la fonction polynome P (x) = az? + bz + ¢ est donnée par P’ () =2ax+b
. La dérivée de sinz est donnée par cosx

2
3. La dérivée de cosx est donnée par —sinz
4

. Et, évidemment, pour z > 0 la dérivée de Inz est donnée par —
x
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Remarque 6 :

Quelques conventions :

1. Soit a < b; f est dérivable sur l'intervalle [a, )] si et seulement si f est dérivable sur |a,b[ et f
dérivable a droite de a et a gauche de b.

2. De la méme maniére on définirait f dérivable sur |a, ] ou [a; b]

11.3.3 Fonction dérivée des fonctions composées

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie sur D, et dérivable sur un intervalle
IC Df

Soit g une fonction numérique d’une variable réelle définie sur D, et dérivable sur un intervalle
J C D, on suppose f(I) CJ

Alors, g o f est dérivable sur I'intervalle [ et :

(gof) =g ofxf

Démonstration

C’est une application directe de 11.2.6

Exemple 5 :

Voici des dérivées classiques utilisant les fonctions composées :

1. (cosu(z)) = —/ (x)sinu () 3. (In|u(z)]) = Ul((af))
2. (sinu(z)) = (x)cosu(z) 4. (If @1 =nf @) [f @)]"" pourneZ

Exercice 3 :

1. Calculer la dérivée de cos (2z + 3), In (322 — 5)
1

2. Pour a € R*T — {+1}, donner la dérivée de lg, () = ln—x, puis de In (m +Va? + 1)
na

3. Calculez les dérivées de a2 — 2z — 3, /2sin’z — 1

1\* 27 —-1
4. Calculez les dérivées (m + 7> et ——
x 2T 4+ 1
Exercice 4 :
Soit Soit f définie par :
fAR — R
1
r — f(z) = xQSin;six#O
0si =0

1. Calculer, pour =z # 0, f' (x)
2. f est-elle dérivable en 07

3. f'(z) est-elle continue en 07
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