Chapitre 11 Dérivabilité 11.7 Dérivée de la fonction réciproque

11.7 Dérivée de la fonction réciproque

11.7.1 Théoreme

Soit f une fonction définie sur un domaine D; C R et soit I/ C Dy.
On suppose [ continue et strictement monotone sur U/, et donc bijective sur !/ ; alors
1. Si f est dérivable en z, € U et est telle que f () # 0, alors, f~! est dérivable en y, € f (i)
tel que yo = f (x9), et nous avons :

1 1
f'(xo) — f'o S~ (o)

2. Si f est partout dérivable sur I/ et si f' ne s’annule jamais sur I{, alors f~! est partout
dérivable sur f (i), et

(ffl)/(”yo) =

Démonstration

Pour y € f (U) et yg € f (U) avec y # yo, on pose

7(Y,%0) =

7 (y,90) est le taux de variations de f~! entre y et yo.
f étant une bijection, il existe un unique élément = € U et un unique élément xo € U tels que y = f ()
et yo = f (xo), ce qui est équivalent a : f (y) = = et f (yo) = xo, et donc,7 (y,yo) devient

o Tr — X
T:90) = Ty T F (o)

Donc, par la continuité de f et g :

lim 7 ( )= lim i S
i Y R T @) = f (o) F (z0)
’ 1
—1 14.: -1\ _—
On retrouve donc f~" dérivable et, (f ) = Fo

Remarque 13 :

Si f'(wg) = 0, f~! n’est pas dérivable en y, mais la courbe représentative de f~! admet, au point
Mo (yo, f (yo)) une tangente parallele a (y/O, y)

Exemple 10 :

La dérivée de la fonction exponentielle
La fonction exponentielle exp x = e* est la fonction réciproque de la fonction Inz, donc,
/ 1 1
(expz) = — =—
(In) cexp(z)  (In) (exp(x))

!
Comme (In) x = —, nous avons :
T

/ 1
(expzx) = = —— =expx

(In) (exp (=) sz

’

On a donc, ce qu’on connait : (e¥) = e”

Exercice 21 :

Calculer la dérivée de e(®) ol u est une fonction dérivable.
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