Chapitre 15

Le groupe orthogonal

Dans ce chapitre, nous ne nous intéresserons qu’aux R-espace vectoriel , dans le but de réellement
maitriser ce qui se passe au niveau des réels. les définitions ou théorémes seront parfois énoncés dans un
cadre de dimension quelconque ; la plupart du temps, nous serons en dimension finie

15.1 Produit scalaire

15.1.1 Définition de produit scalaire

Soit £ un R-espace vectoriel .
Une application & : Ex F — R :

{ExE—)R
(z,y) — @[(z,y)] = (z/y)

est appelée produit scalaire si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. Elle est bilinéaire
C’est a dire que pour tout x € F, tout y € F et tout z € F, pour tout A € R et tout € R :

O [(Az + py, 2)] = A [(2, 2)] + p@ [(y, 2)] == Az + py/z) = Mx/z) + p(y/2)

Et
P [(z, Ay + p2)] = A® [(z, y)] + p® (2, 2)] <= (x/ Ay + pz) = Az /y) + plz/z)

2. Elle est symétrique
C’est a dire que pour tout x € F et tout y € E :

[(z,y)] = @[(y,z)] = (x/y) = (y/)

3. Elle est positive
C’est a dire que pour tout z € F :

O[(z,2)] 20« (z/x) >0

4. Elle est < définie >
C’est a dire que pour tout x € F :

@[(m,w)]zO(z)x:ﬁ@)(x/m>:O<:>x:6>

Un R-espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire est appelé espace euclidien
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Chapitre 15 Le groupe orthogonal 15.1 Produit scalaire

Remarque 1 :
1. @ étant bilinéaire, nous avons toujours, et pour tout z € E, ® [(x, ﬁ)] = [(6),1:)} =0
En effet, pour tout 2 € E, nous avons ¢ [(x, ﬁ)] =®[(z,y—y)] =2 [(z,y)]—-P[(z,y)] =0

2. Donc, pour tout x € E, nous avons <:v/6>> = <6>/:v> =0

3. Pour le produit scalaire, nous utiliserons toujours la notation (u/v)

Exemple 1 :

Dans R?, pour ¥ = (Z) et U = (zl> I’application ® (7, 7) = xx1 + yy1 est un produit scalaire. On
1
I’appelle souvent le produit scalaire canonique

Exercice 1 :

Dans R?, on considere la fonction, définie, pour U = <z> ot U = (zl> par :
1

(U, 7)) = (z+y) (@1 +y1) + 2y

Est-ce un produit scalaire ?

Exercice 2 :

Soient a € R et b € R.
On considére, dans R2, pour o = (Z) et U = (?) lapplication ® définie par :
1
(U, V) = zr1e® + (zy1 + 21y) e + yy1€b2

Démontrer que @ est un produit scalaire

15.1.2 Définition de norme

Soit £ un R-espace vectoriel .
On appelle norme sur E une application |je| de £ dans Rt :

{ E — RT

r — |z

qui admet les propriétés suivantes :
1. Pour tout v € B, ([lv]| = 0) <= (v=0)
2. Pour tout A € R et tout v € E, nous avons : ||Av| = || ||v]]
3. Inégalité triangulaire :

(Vu € E) (Vo € E) ([lu+ vl < o]l +[Jo]])

15.1.3 Lemme de Schwarz

Soir £ un R-espace vectoriel euclidien.
Nous notons N (z) = /(z/x)
Alors, pour tout z € E et tout y € F/, nous avons :

[{z/y)] SN () N ()

Nous avons [(z/y)| = N (z) N (y) si et seulement si, = et y sont linéairement indépendants
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Démonstration

1. Tout d’abord, N (z) = /(x/x) est bien défini, puisque, pour tout =z € E, (x/z) >0
2. Soient re Eetye E
Considérons, maintenant, ’application ¢ de R dans R, définie, pour tout A € R, par

(AN = WV (4 )" = (z+ \y/z + \y)
> A priori, pour tout A € R, nous avons ¢ (A) > 0 puisque ,arphi est définie par un carré.
> Ecrivons différemment (N (z 4 Ay))?
N (z+ M)’ = (x4 \y/z+ \y)
(/) + X2/y) + Xy/x) + X (y/y)
= (z/2) + 2\ (z/y) + N (y/y)
= NZ(2)+ 2\ {(z/y) + N2N?2 (y)

© (\) apparait donc comme un polynéme du second degré, & coefficients réels, toujours positif

ou nul de disriminant A négatif ou nul
> Donc, comme A = ((z/y))* — N2 (2) N2 (y), de A <0, nous tirons :

((z/9))” S N? (@) N? (y) <= l{a/y)] SN (2) N (1)

3. De A =0, nous tirons |(z/y)| = N (z) N (y) et il existe \g € R tel que ¢ (A\g) = 0.
Des lors, nous avons :

N(z+)\0y):\/<x—|—)\oy/x+)\0y>:0<:><x+>\oy/x+)\oy>:O:>z+)\0y:O

Ce qui signifie que z et y sont colinéaires (ou dépendants)
Réciproquement, si = et y sont colinéaires, et que donc = = py avec u € R, alors :

[z /y)| = [y /v)| = |l [{y/v)] = [ul N (y) = [l N (y) x N ()

Il faut maintenant remarquer que

N (@) = N (ny) = uy/uy) = /12 (y/y) = lul \/(w/y) = [ul N (y)
Et done N (2) N (y) = || N (1) N () = |{z/y)]

15.1.4 Théoreme

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien.
Alors, I'application N définie pour tout x € F par N (z) = /(z, z) est une norme appelée norme euclidienne.
Désormais, nous noterons cette norme : N (z) = /(z,z) = ||z

Démonstration

Nous allons donc vérifier que la fonction N vérifie les axiomes de norme
1. Dans un premier temps, pour tout z € E, N (z) = \/W >0
2. D’autre part, et clairement, N (z) =0 <= (z/z) =0 <=z = ﬁ
3. Ensuite, pour tout A € R, N (A\z) = /(A\z/Az) = /A2 (z/z) = |\| \/{z/z) = |\| N (2)
4. Montrons 'inégalité triangulaire
Soient x € E et y € E. On s’intéresse & N2 (z + y).

N (z+y)= (z+y/r+y)

= (&/z)+ (2/y) + {y/x) + (y/v)
= N?(x)+2(z/y) + N ()

D’apres le lemme de Schwarz nous avons 2 (x/y) < N () N (y) et donc :
N2 (2 +y) SN? (2) + 2N (2) N (y) + N2 (y) = (N (2) + N ()
De N2 (z +y) < (N (z) + N ()%, nous déduisons N (z 4 ) <N (z) + N (y)

L’inégalité triangulaire est donc démontrée, et A est une norme
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Remarque 2 :

Remarque importante : Le lemme de Schwarz [15.1.3|s’écrit alors :

(/v < =]l Iy

15.1.5 Orthogonalité

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien

1. Deux vecteurs = € F et y € F sont dits orthogonaux si et seulement si (z/y) = 0. Dans ce
cas, on note souvent 1y

2. Soit F un sous-espace vectoriel de F et z € E. On dit que le vecteur x est orthogonal a F,
si et seulement si, pour tout y € F, (z/y) =0

3. Soient F' et GG 2 sous-espace vectoriels de E. On dit que F et GG sont orthogonaux, et on note
alors F' LG, si et seulement si, pourtout = € F' et tout y € E, (x/y) =0

15.1.6 Proposition

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien et X C F, un sous-ensemble de E. On appelle X I'’ensemble
des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de X, c’est a dire :

X+ = {y € F tels que pour tout 2 € X nous ayions (z/y) =0}

Alors X est un sous-espace vectoriel de E

Démonstration

— —
e Tout d’abord X # () puisque 0 € X ; en effet, pour tout z € X nous avons <x/ O> =0

e Soient y € X+, y; € X+, A€ R et u € R. Nous allons montrer que Ay + py; € X+
Soit x € X ; alors (z/y) = (z/y1) =0 et :

(@/Ay + pyr) = A (/) + p (2/y) = 0

Donc Ay + uy; € X+
Et X est un sous-espace vectoriel de E

Remarque 3 :

C’est tout aussi vrai si X = {z} o z # 0 ; X n’est pas un sous-espace vectoriel , mais X1 est le
sous-espace vectoriel de E de tous les vecteurs de E qui sont orthogonaux a x

Exercice 3 :

Démontrer que si A est la droite vectorielle engendrée par x, alors {:c}J‘ =At

15.1.7 Le produit scalaire canonique de R"

Dans R", on introduit le produit scalaire canonique :
Z1 Y1

Pour tout u = ) ceR” et v= ) € R”, le produit scalaire canonique est donné par :

T Yn

n
(u/v) = Zazkyk =uTv
k=1
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Remarque 4 :
n
1. 1l est facile de démontrer que (u/v) = ulv = Zxkyk est bien un produit scalaire
k=1
2. Dans R3, si u = (z,9,2) et v = (z1,¥y1, 21)
(a) (u/v) =xx1 +yy1 + 221
(b) ulv <= (u/v) =0<= zx1 +yy1 + 221 =0

)
© lull = VETF T2
) .

il = 5[l = NIkl = L et (i/j) = (i/k) = (k/j) =0
Exercice 4 :
1. Dans le plan R? muni du produit scalaire canonique,

. -1
(a) Quel est 'ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux au vecteur u = ( 9 )

(b) De maniere générale, quel est ’ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux au vecteur u = (Z)

2. Dans 'espace R3 muni du produit scalaire canonique,

-1
(a) Quel est ’'ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux au vecteur u = | 2
6
(b) De maniere générale, quel est 'ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux au vecteur v =
a
b
c

15.1.8 Identité du parallélogramme

Soit E un R-espace vectoriel euclidien; alors, pour tout = € E et tout y € E, nous avons :

2 2 2 2
lz +yl* + =y > =2 (ll* + lylI*)

I~}

FIGURE 15.1 — Une visualisation de l'identité du parallélogramme
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Démonstration

Soient x € E et y € E; alors :

> o+ yl* = (2 +y/e+y) = (w/a) +2(z/y) + (y/y)

> De méme ||z —y|* = (x —y/w —y) = (&/z) = 2 (x/y) + (y/y)
En additionnant, nous obtenons ||z + y||* + ||z — y||* = 2 (z/2) + 2 (y/y) = 2 ||=||*> + 2 ||y|*
Ce que nous voulions

Remarque 5 :

Toutes les normes ne proviennent pas de produits scalaires. Les normes issues du produit scalaire vérifient
la propriété du parallélogramme et il y a des normes qui ne vérifient pas la propriété du parallélogramme,
et on peut donc affirmer avec certitude qu’elles ne proviennent pas d’un produit scalaire.

Exemple

Dans R?, on construit la norme |[[e||, par :
lully = |2 + [yl pour u = (z,y)

On peut démontrer que |e||; vérifie bien les axiomes de normeEI, mais ce n’est certaine-
ment pas une norme issue d’un produit scalaire puisque ne vérifiant pas I'identité du pa-
rallélogramme. En effet :

Soient u = (1,2) et v = (1,—-1); alors :

> fJu+oll, = [1(2, 1)), =3 et donc [lu+ol; =9

2
> [lu—ofl; = [/(0,3)]l; = 3 et donc [lu—wv[} =9
> Nous avons aussi : [Jul|; = ||(1,2)|; = 3 avec ||u|ﬁ =9
2

> Et HU||12= ||(1,—1)|2|1 = 2 avec Hv||21 =4 ,

Or flu+ o[y + [lu = vl[y = 18 et 2 [Jul]; + 2oy = 26

Nous avons donc ||z 4 y||> + ||z — y||> # 2 (||9c||2 + ||yH2) et on montre ainsi que la norme
|le||; ne provient pas d’un produit scalaire

15.1.9 Corollaire

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien. Alors, pour tout x € E et tout y € F, nous avons :

-+ wl” = ll2l” ~ Iyl
(w/y) = :

Démonstration

Dans|15.1.8] nous avons démontré que (z + y/z + y) = (x/z)+2 (z/y)+(y/y) ; et c’est facile de terminer!!

15.1.10 Angle non orienté de 2 vecteurs

Soit £/ un R-espace vectoriel euclidien. Soient © € E et v € E, 2 vecteurs de E non nuls tous les
deux. On appelle angle non orienté de u et v un nombre « € [0; 7| tel que

{u/v)

[l ]l

COS x =

Remarque 6 :

(u/v)

[l ]l

Ce nombre « existe, puisque d’apres le lemme de Schwarz |15.1.3] nous avons <

1. Le faire en exercice
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15.1.11 Théoreme de Pythagore

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien

1. Pour tout z € F et tout y € E, nous avons I’équivalence :
2 2 2
[l +ylI” = llz]” + [y <= (z/y) =0

2. Sixzy € E...z, € E sont des vecteurs orthogonaux deux a deux, (c’est a dire que si i # j,
alors (z;/z;) = 0) alors :

n
s+ 2l =D )
k=1

Démonstration

Il suffit d’utiliser les carrés a l'aide des produits scalaires

2 2 2
1. Nous avons ||z + yl[" = [|z]" + 2 {w/y) + [lyl| ,
> Donc, si (z/y) =0, alors [z + y||” = [lz]|” + ||y
> Et, réciproquement, si ||z + y||* = ||z||* + |jy||®, alors, bien évidemment,(z/y) = 0
2. De la méme manieére, nous avons :

n

s+l = @y b fan b b wn) = Y (anfan) +2) (aifa;)
k=1 i#j

De (z;/x;) = 0, nous tirons le résultat
Remarque 7 :

Dans le second point de[15.1.11} il n’y a pas d’équivalence. En effet, pour plus de 3 vecteurs, la réciproque
n

est fausse, c’est a dire, si |21 + - -+ + 2 |° = Z |||, avons nous (xi/xj) = 0pouri # j 777 Laréponse

k=1
est non.
Exemple :
Dans R?, prenons les vecteurs u = (1,0), v = (0,1) et w = (1,—1)
Alors :

> Nous avons |[ul|®> =1, |o]|> = 1 et ||w||® = 2 et donc : ||ul® + [Jv]|* + ||w|® = 4

> Maintenant, [[u+ v +w|* = [|(1,0) + (0, 1) + (1, =1)|* = [|(2,0)||* = 4
Nous avons bien ||u+ v + w||* = ||ul® + ||[v]|* + ||w]|®, mais (u/v) =0, (u/w) =1 et (w/v) =
—1; les vecteurs ne sont pas 2 a 2 orthogonaux

15.1.12 Orthogonalité et liberté

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien.
Soit X = {x;...x,} une famille de n vecteurs deux a deux orthogonaux et non nuls, c'est a dire :

pour tout i, z; # 6> et i #j = (x;/z;) =0

Alors, la famille X est une famille libre
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Démonstration

n
_)
Soient A1, ...\,, n réels tels que Z Az = 0

k=1
Alors, pour tout k € Ntel que 1 < k< n:

0= < ijj/$k>‘_ DA /)
j=1 Jj=1

J
Ak<$k/gk>
Ak |zl

_>
Comme z, # 0, nous avons ||zx||> # 0 et de Péquation A ||zx]|* = 0, nous déduisons A, = 0, et ceci

pour tout k.
Donc A\ = Ay = -+ = A, = 0. La famille X est donc une famille libre

15.1.13 Notion de base orthonormée

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie n

1. Une base B = {ey,...,e,} est dite orthogonale lorsque
(ei/ej) =0sii# ]
2. Une base B = {ej,...,e,} est dite orthonormée lorsque

(eifej) =0sii#jet (ejfe;) =1 |e =1

Remarque 8 :

1. Il faut remarquer que nous ne nous posons pas la question de I’existence de ces bases orthonormées.

Nous le ferons dans un cours ultérieur.

2. Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie n de base orthonormée B = {e1, ..., e, }.

n n
Soient x € F et y € E tels que x = kaek ety = Zykek. Alors :

k=1 k=1

(x/y) = <’ixkek/éykek>
= kilxkyk(ek/ew

Nous retrouvons ici, le produit scalaire canonique de R™

15.1.14 Proposition

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie n et de base orthonormée B = {ey,...,e,}

Alors, pour tout z € E, nous avons :

n

T = Z (x/ei)e; et Hl”2 = Z |<95/€i>|2
k=1

k=1
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Démonstration

Soit z € E

1. On écrit z = E Axeg. Alors, pour i = 1,--- ,n, nous avons :
k=1

(x/e;) = <Z /\kek/ez> = Z)\k (er/ei) = A;
k=1
Donc, \; = (x/e;); ce que nous voulions.

2. D’autre part, ||z = (z/z) = <Z Aier/ Z )\kek>

La famille B = {ey,...,e,} étant orthonormee7 d’apres le théoreme de Pythagore |15.1.11] nous

avons :
n

<i)\kek/i/\kek> Z/\ Z m/ei>2

k=1

Ce que nous voulions

Remarque 9 :

Nous retrouvons ces résultats dans les problemes d’approximation et d’analyse de Fourier.

15.1.15 Proposition admise
Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie et /' C F, un sous-espace vectoriel de F
Alors :

1. E est somme directe de I et F*, c’est a dire £ =F & F+

2. Nous avons F-+ =F

Remarque 10 :

1. Nous avons déja montré en [15.1.6/que si X C E, alors X+ était un sous-espace vectoriel de E; &
plus forte raison si, F est un sous-espace vectoriel de E, F- est aussi un sous-espace vectoriel de
E. Nous n’avons pas les outils pour montrer que E = F & F*-

2. Le fait que E = F @ F- montre que tout « € E peut s’écrire de maniére unique = = x1 + z2 avec
r1 € F et 29 € FL. Nous avons alors (zy/71) = 0

Exercice 5 :

Dans cet exercice, nous allons montrer [15.1.15] dans des cas particuliers. On peut remarquer que E n’est
donné de dimension finie.

1. E est un R-espace vectoriel euclidien et D C E est une droite vectorielle de base i. On suppose
|li]| = 1. Comme d’habitude, nous notons D= le sous-espace vectoriel des vecteurs de E qui sont
orthogonaux a tout vecteur de D

(a) Démontrez que, pour tout vecteur u € F, les deux vecteurs u; = (u/z}z et ug = u — uy sont
tels que :
uL €D et uy € DJ‘

(b) Démontrer que D et D+ sont 2 sous-espace vectoriels supplémentaires de E

2. E est un R-espace vectoriel euclidien et P C E est un plan vectoriel de base orthonormée {i, j}.
Nous notons P le sous-espace vectoriel des vecteurs de E qui sont orthogonaux & tout vecteur
de P
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(a) Démontrez que, pour tout vecteur u € E, les deux vecteurs u; = (u/i) i+ (u/j) j et ug = u—uy
sont tels que :
up € P etu € pt

(b) Démontrer que P et P+ sont 2 sous-espace vectoriels supplémentaires de E

15.1.16 Définition de projection orthogonale

Etant donné que F et F- sont supplémentaires, d’aprés 7.11.1, il est possible de considérer une projection
sur F, parallelement a F-

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie et ' C E, un sous-espace vectoriel de E.
On sait que tout = € E peut s’écrire de maniére unique z = z; + z avec z; € F et 25 € F'*

On appelle projection orthogonale sur F' la projection sur F, parallelement a F, c’est a dire une
application pr définie par :

{pFZE — K
x — pr(x)=1

Remarque 11 :

Si nous suivons cette définition, nous avons z = pp (z) + x2, et que, donc x2 = x — pp (x), & savoir que
tout z € E s’écrit de maniére unique z = pp (z) + (z — pr (x)) et que (pp (z) /z —pr (x)) =0

15.1.17 Théoréme (Propriétés des projections orthogonales)

Beaucoup des items ci-apres sont une redite de 7.11.2
Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie et F' C F, un sous-espace vectoriel de F.
pr est la projection orthogonale sur F. Alors :

1. Pour tout z € E, z — pp (x) € F+ et v = pp (z) + pp. ()

N

. Pour tout = € E, nous avons |[pp (z)| < ||zl

w

. pr est une application linéaire de E dans E (pr € L (E))

IS

. Si By ={f1,..., fr} est une base orthonormée de F, alors, pour tout = € F, nous avons :

k
pr (@) =S (/) fi
1=1
5. Si pr est une projection orthogonale sur F', sous-espace vectoriel de F, alors pr o pp = pp

6. Réciproquement, si p est un endomorphisme de FE vérifiant pop = p, et si, en plus, Imp1 ker p,
alors p est la projection orthogonale sur Imp

7. Propriété de minimalité : Pour tout x € F, ||z — pr (2)|| = int;w |z —wl|
we

Démonstration

1. Le premier point est la redite de la remarque

2. Pour le second point point, comme = = pp (z)+x —pr () et que (pr (z) /z — pr (z)) = 0, d’apres
2

le théoreme de Pythagorre|15.1.11 ||z]|* = |lpr (2)||>+ ||z — pr (2)]|%, dott |[pr ()| < ||lz||?, cest
a dire [|pr (2)[| < [z

3. pr est une application linéaire

Nous retrouvons la démonstration de 7.11.2
Soient x € E et y € E. Alors :

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 560



Chapitre 15 Le groupe orthogonal 15.1 Produit scalaire

>z =pr(z)+ (r —pr(z)) et y = pr (y) + (y — pr (y)). Et donc
r+y=pr(x)+pr(y) + (= —pr () + Y —pry)

F est un sous-espace vectoriel de E et donc pr () + pr (y) € F.
D’autre part, (z — pr (7)) € F et (y — pr (y)) € F*. F* est aussi un sous-espace vectoriel de
E et donc (z — pr (z)) + (y — pr (y)) € F*, de telle sorte que :

pr (z+y) =pr (z) +pr (y)

> Soit A € R; alors, Az = App () + A (z — pr (2))
Des structures de sous-espace vectoriel de F' et F'-, nous avons Apr () € F et A (z — pr (7)) €
F* et donc :
pr (Az) = \pr (2)
La projection orthogonale pr est bien une application linéaire
4. Soit x € E.
Nous avons z—pp (z) € F* et donc, pour tout j tel que 1 < j < k, nous avons (z — pr (z) /f;) =0,

c’est a dire (z/f;) = (pr (x) /f;)

k
Nous écrivons pr (z) = Z i fi
i=1

k
Alors, (pr (2) /f;) = <Z /\z'fi/fj> = A;j. Ainsi, (z/f;) = A;.
i =1

Do pr (z) =Y _ (&/f;) fi
i=1
5. Montrons que pr o pr = pr
Soit x € E
Alors x = pp () + (x — pr (x)) et pp (z) se décompose de maniére unique en pp (x) = pp () + I
avec 6> € Ft
Donc, pr (pr (7)) = pr (), et donc pr o pr = pr
6. Réciproquement, soit p est un endomorphisme de E vérifiant p o p = p, et tel que Imp L ker p

Nous allons montrer que Imp et ker p sont en somme directe et de 'orthogonalité Imp_L ker p, nous
déduirons que p est une projection orthogonale sur Imp
Soit x € E Alors, x = p (z) +x — p () et nous avons p () € Imp. Montrons que x — p (z) € kerp

%
ple—p@)=p)—pp)=p) —pop(x)=p)-—p)=0
Démontrons que Imp Nkerp = {6)}
Soit donc u € Imp Nker p. Alors :
. —
> Basiquement, p (u) = 0
> Comme u € Imp, il existe z € F tel que p(z) = u.
Donc :
pu)=pp(z)=pop(z)=p(z)=u

%
Donc, p (u) = u et comme p(u) = 0, nous avons u = 0.

Lol

Ainsi Impnkerp = { 0 } et nous avons E = Imp @ ker p et p est ainsi une projection orthogonale
sur Imp
7. Propriété de minimalité
Soit x € E.
Pour tout w € F, nous avons : ||z — w|®> = ||z — pr (2) + pr (z) — w]|?
> Tout d’abord = — pr (z) € F+
> Et des propriétés de sous-espace vectoriel de F', nous avons pp (z) —w € F
> Donc, d’apres le théoréme de pythagorre, ||z — pr (2) + pr (z) — w||* = ||z — pr (@) *+|pr () — w|*;
done [lz — w|* = & = pr (@) + [pr (@) — w]?, de telle sorte que [lz — w|* > ||z — pr (2)|,
et ce, pour tout x € E et tout w € I
Nous avons donc bien, pour tout « € E, ||z — pp (z)| = ul;lél; |z — w]|

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO®© page 561



Chapitre 15 Le groupe orthogonal 15.1 Produit scalaire

Remarque 12 :

On vient de montrer 2 choses
1. Si pp est une projection orthogonale sur F, alors les éléments de F' sont invariants par pg
2. Si p est un endomorphisme de F tel que p o p = p, alors, les éléments de Imp sont invariants

3. La propriété de minimalité est un cas particulier de projection sur les convexes (un sous-espace
vectoriel est un convexe particulier). Cette propriété de minimalité a son importance dans les
problémes d’approximation.

FIGURE 15.2 — Une visualisation des projections orthogonales

15.1.18 Définition de symétrie orthogonale

Comme dans la définition des projections orthogonales, étant donné que F et F* sont supplémentaires,
d’apres 7.11.4, il est possible de considérer une symétrie par rapport a F, parallelement & F*

Soit F un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie et F' C F, un sous-espace vectoriel de F.
On sait que tout = € E peut s'écrire de maniére unique x = z, + z avec z; € F et 25 € F'+

On appelle symétrie orthogonale par rapport a F' une application o définie par :

{O’F:E — K
r +— O'F(.I):l’l—xg

Remarque 13 :

En d’autre termes, comme, pour tout x € E, nous pouvons écrire x = pp (x) + (v — pr (x)) avec
pr (z) € F et x — pr (z) € FL, nous avons of (z) = pr (z) — (x — pr (z)) = 2pF () — 2, ce qui donne,
en termes d’applications linéaire : op = 2pp — Idg

15.1.19 Théoréme (Propriétés des symétries orthogonales)
Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie et F' C F, un sous-espace vectoriel de F.
or est la symétrie orthogonale par rapport a F. Alors :

1. Pour tout z € F, nous avons |op (z)] = |||

2. op est une application linéaire de E dans E (op € L(E))

3. Si or est une symétrie orthogonale par rapport a F' sous-espace vectoriel de F, alors
Op O0fp = IdE
On dit que o est involutive ou que c’est une involution
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FI1GURE 15.3 — Une visualisation des projections orthogonales et de la symétrie orthogonale

Démonstration
1. Montrons que, pour tout = € E, ||oF ()| = ||z||
11 suffit d’utiliser le théoreme de Pythagore [15.1.11
Soit # € E; alors © = @1 + x5 avec 21 € F et x5 € FL et ||z||> = |1 | + ||a2]?
A 2 2 2
De méme, comme op () = 21 — o2, nous avons ||or (z)||” = |lz1||” + [|z=2]”

D’ou le résultat
2. op est clairement une application linéaire de F dans F

3. o est involutive

Soit x € E; il faut montrer que op oop () = x
Nous avons op (x) =21 — 23 =21 + (—x2) et op (oF (z)) =21 — (—22) =21 + 22 =2
Ce que nous voulions

On pouvait aussi le démontrer autrement

En utilisant le fait qu’en termes d’applications linéaire : o = 2pr —Idg. nous avons alors :

opoop = (2pr —Idg) o 2pr —Idg) = 4pr o pr — 2pF — 2pr + 1dg = Idg

15.1.20 Quelques exercices résolus

Dans ces exercices, nous parlerons beaucoup de définition analytique. Qu’est ce que c’est ?

C’est trouver une relation entre les coordonnées..

Définir analytiquement une transformation, c’est donner les coordonnées de I'image en fonction de celles
de I'antécédent. Pour une application linéaire, c’est aussi donner la matrice de cette application linéaire.

1. Dans le plan
Donner la définition analytique de la projection orthogonale sur la droite A d’équation y = x

!/
Soit u = <§> un vecteur de R?, alors, sa projection sur A sera pa (u) = (5’)

Comme pa (u) € A, nous avons z’ = y'.
D’autre part, u —pa (u) est orthogonal & A, et si ua est un vecteur de base de A, on peut choisir

UA = G) Nous devons donc avoir (u — pa (u) /ua) = 0, c’est a dire (z —2') + (y —¢') = 0

Pty =x+y
Nous avons donc le systeme :
/ / / / x/_ x+y
r =Y g r =Y i -
{x’+y’* z+y {239’* z+y Y = Z‘%y
2
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Nous avons ainsi la définition analytique de pa
1 1
. 5 9 1/1 1
La matrice de pa est donc M (pa) = % % =3
2 2

Comme la symétrie par rapport a A est donnée par oao = 2pa — Ida, la matrice est donc donnée
par :
1 1 10 0 1
Mios) =2 a) 1= (1 1) (5 )= (0 )

Donner la définition analytique de la projection orthogonale sur le plan I d'équation x = 0

2. Dans l’espace

La méthode sera identique.
!/

x x

Soit u = [ y | un vecteur de R?, alors, sa projection sur II sera pry (u) = | o/
!/

z z

Comme pry (u) € II, nous avons 2’ = 0.

D’autre part, u — prr (u) est orthogonal & TI, I étant un plan, admet 2 vecteurs de base. Nous
0 0

pouvons choisir uy = [ 1 | et vy = | 0 | comme vecteurs de base.
0 1

Nous devons donc avoir (v — pry (u) /un) = 0 et (u — pr (w) /o) = 0, c’est a dire :

y—y =0etz—2'=0

Nous avons donc le systeme :

= 0
Y=y
2= =z
Nous avons ainsi la définition analytique de pry
0 0 0
La matrice de pr est donc M (pr) =0 1 0
0 0 1
Comme la symétrie par rapport a Il est donnée par oy = 2p; — Ids, la matrice est donc donnée
par :
0 0 0 1 00 -1 0 O
M (on)=2M (pn)—I1dg=(0 1 0J—-—(0 1 0)=| 0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

15.1.21 Exercices
Exercice 6 :

E est un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 rapporté & une base orthonormée {i,j,k}. Soit
D C E une droite vectorielle incluse dans E. On désigne par w la projection orthogonale de E sur D

1. La droite vectorielle D étant définie par 'une de ses bases u, définir analytiquement w dans les
cas suivants :

1 0 1 o
(a) u=| 2 by u=|1 (¢c)u=1[ -1 (d)u=|p
2 0 2 ~

2. La droite vectorielle D étant définie par 2 équations cartésiennes, définir analytiquement w dans
les cas suivants :
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B x—2y= 0 _{ r+y—z= 0
(a)D_{x—Fy—i-z: 0 () D= 2 +y+z2= 0
_Jz+z= 0 = az+b

(b)D_{ z= 0 (d)D_{yz cz+d

3. Dans les situations précédentes, définir op, la symétrie orthogonale par rapport a D

Exercice 7 :

E est un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 rapporté & une base orthonormée {i,j,k}. Soit
P C FE une droite vectorielle incluse dans E. On désigne par w la projection orthogonale de F sur P

1. Soit 7 un vecteur unitaire (c’est a dire que HWH =1 de la droite D orthogonale a P. Démontrer
que, pour tout v € F :

w(u)=u—(u/7)7

2. La plan P étant défini par 1 équation cartésienne, définir analytiquement w dans les cas suivants :
(a) P: 22—y+22=0 (b) P: z—y=0 (¢c) P: y=0 (d) P: az+by+cz=0

3. La plan P étant défini par une de ses bases {uj;us}, définir analytiquement w dans les cas

suivants :
1 -2 -1 -2
(a) P: up=1[ -2 ug=1| 1 (¢) Pruy=1| 0 up=1[ 1
1 3 2 3
1 1 aq Qg
(b)y P:uy=|(1 ug = [ —1 (d) P:ur=|{ A ug = | B2
1 1 Y1 Y2

4. Dans les situations précédentes, définir op, la symétrie orthogonale par rapport & P
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