Chapitre 15 Le groupe orthogonal 15.4 Groupe Orthogonal en dimension 3

15.4 Groupe Orthogonal en dimension 3
Dans cette section, E est un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 rapporté a une base orthonormée

BO = {ivja k}

15.4.1 Proposition (Rappel)

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et f € O (E). On appelle F' I'’ensemble des vecteurs
invariants par f, c’est a dire :

F ={u€ E tels que f(u) =u}

Alors :
1. F est un sous-espace vectoriel de F

2. F'* est un sous-espace vectoriel stable par f, c’est a dire :

(Vu e FY) (f (u) € F*)

Démonstration

1. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de F

C’est une démonstration qui a déE> été faite. R o
> Tout d’abord, F' # () puisque 0 € F'; en effet, f étant linéaire, f ( O) =0
> Soilent u € F,ve F, A€ Ret u €R. Avons nous Au+ puv € F?

Pour cela, il faut regarder f (Au + pov)
e f étant linéaire, f (Au+ pv) = Af (u) + pf (v)
e Commeuc FetveF, f(u)=uetf(v)=v
e Done, f (Au+ pv) = Af (u) + pf (v) = Au+ po
Ainsi, A\u 4 pv € F
Et donc, F' est un sous-espace vectoriel de F
2. Montrons que F- est un sous-espace vectoriel stable par f

Soit u € F*; il faut donc démontrer que f (u) € F1, c’est a dire que, pour tout v € F, (f (u) /v) =

0.

Comme v € F, f (v) =v; Donc :

(f (u) fv) = (f (u) /f (v)) = (u/v) =0

Donc, f (u) € F+ et F'* est un sous-espace vectoriel stable par f

NOUS ALLONS MAINTENANT ETUDIER LES TRANSFORMATIONS ORTHOGONALE DE F EN CONSIDERANT
LE SOUS-ESPACE VECTORIEL DES VECTEURS INVARIANTS ET SA DIMENSION

15.4.2 Théoreéme : cas ou dim F' = 2

Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 et f € O (E)
f est une symétrie orthogonale par rapport a un plan vectoriel de E si et seulement si le sous-espace
vectoriel F' des vecteurs invariants est de dimension 2

Démonstration

Nous ferons beaucoup référence a 15.2.9

1. Si f € O(E) est une symétrie orthogonale par rapport & un plan, alors, le sous-espace vectoriel F
des vecteurs invariants est de dimension 2
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2. Réciproquement, supposons que le sous-espace vectoriel F' des vecteurs invariants est de dimension 2

Considérons F* qui est un sous-espace vectoriel supplémentaire de F, et donc dim F+ = 1; c’est
donc une droite vectorielle.

Considérons, maintenant ¢, la restriction de f & F=L, clest a dire : ¢ = J/pe. Alors, ¢ est
un endomorphisme orthogonal de la droite F*, et il y a donc 2 possibilités : ¢ = Id /FL ou
Y = —Id/FJ_

> Si ¢ =1Id,p., alors f = Idg et la dimension du sous-espace vectoriel des vecteurs invariants
est 3; impossible.
> Donc ¢ = —Id g1, et f apparait bien comme étant une symétrie orthogonale par rapport a F

Exercice 32 :

Soit A un R-espace vectoriel euclidien de dimension 1 (¢’est ¢ dire une droite vectorielle). Montrer que
tout endomorphisme orthogonal de A (c’est a dire tout f € O (A)) est du type f =1Ida ou f = —Ida

15.4.3 Proposition : cas ou dim F' =1

Soit F un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 et f € O (E)
Si le sous-espace vectoriel F' des vecteurs invariants est de dimension 1, alors, la restriction de f a
FL est une rotation plane différente de I'identité

Remarque 22 :

Autrement dit, f,7. € OF (F*)

Démonstration

Si dim F = 1, alors, dim F- = 2 et F- est un plan.
Si@ = f/p1, alors ¢ est un endomorphisme orthogonal du plan F' -
> Si = Idp. alors le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants est E entier, ce qui est impossible
> Supposons maintenant que ¢ soit une symétrie orthogonale par rapport a une doite de F*-.
Soit A cette droite de vecteur directeur ua. Posons aussi up un vecteur directeur de F. Alors
vect ({up, A}) qui est le sous-espace vectoriel engendré par F' et A est un espace de dimension 2,
de base {ua,ur} qui est lui aussi invariant par f, parce que up et ua sont aussi invariants par
f; donc dim (vect ({up, A})) =2
C’est impossible. Donc, ¢ ne peut étre une symétrie orthogonale par rapport & une doite de F+
> ¢ n’a d’autre choix que d’étre une rotation du plan F+

15.4.4 Définition de rotation en dimension 3

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3
On appelle rotation vectorielle de F

1. Ou bien Idg, I'application identique de F

2. Ou bien, un transformation orthogonale R € O (E) dont la dimension du sous-espace vecto-
riel des vecteurs invariants est 1. Dans ce cas, le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants
est appelé axe de la rotation

15.4.5 Théoreme de décomposition d’une rotation

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 et A C E une droite vectorielle de F

Alors, toute rotation vectorielle R € O (E) peut se décomposer en un produit de 2 symétries ortho-
gonales par rapport a des plans vectoriels contenant la droite A, I'une de ces symétries pouvant étre
choisie arbitrairement
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Démonstration

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 et R une rotation de FE.
Soit A I’axe de cette rotation; AL est le plan orthogonal & A.
Quelques rappels :

1. At est globalement invariant par R

2. D’apres p= R, estune rotation plane
Soit (P) un plan vectoriel quelconque contenant A. Alors, l'intersection de (P) avec At est une droite
que nous appelons (D) ; donc (D) = (P)NA*L. Nous appellerons Sp, la symétrie orthogonale par rapport
a (P). 11 faut remarquer que la restriction de Sp & At est la symétrie orthogonale plane op
Autre rappel :
D’apres 15.3.6, toute rotation vectorielle plane peut se décomposer en un produit de 2 symétries ortho-
gonales planes.
11 existe donc une droite D; € AL telle que R/AL =p=o0poop,, et cette droite D; est orthogonale a
A puisqu’incluse dans A+
NOUS ALLONS CONSIDERER L’ENDOMORPHISME ORTHOGONAL Sp oR
Nous appelons (P’) le plan vectoriel contenant Dy et A; en fait, ce plan vectoriel est unique et trés bien
déterminé par D; et A. Nous considérons aussi S, la symétrie orthogonale par rapport au plan (P’). II
faut aussi remarquer que la restriction de S & At est la symétrie orthogonale plane op, .
D’autre part, si u est une base de A et v une base de Dj ;, la famille {u,v} est une base de du plan
vectoriel (P’)
* Pour u, base de A, nous avons
> Sp(u) =u, car u € A et A C (P)
> R(u) =u, car u € A et A est le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants par R
Donc Spo R(u) =u
+ Pour v, base de D,
> Comme v € Dy, que Dy C A+, R(v) =opoop, (v) =0p (v), et op (v) € AL
> Donc, Sp o R(v) = Spoop (v). Comme op (v) € AL, que la restriction de Sp & AL est la
symétrie orthogonale plane op, nous avons : Spo R(v) = Spoop (v) =opoop (v) =v
> v apparalt donc comme un vecteur invariant de Sp o R
Ainsi, si u et v sont invariants par Sp o R, la famille {u, v} étant une base de du plan vectoriel (P’), tout
le plan (P’) est invariant par Sp o R, endomorphisme orthogonal. Ainsi, d’aprés Sp o R est une
symétrie orthogonale. C’est la symétrie orthogonale par rapport au plan vectoriel (P’). Donc :

SpoR=S8p <= R=2S,085p

Ce que nous voulions

15.4.6 Théoreme

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3. Alors
La composée de 2 symétries orthogonales planes de E est une rotation vectorielle de F

Démonstration

Soient P, et P» 2 plans de E, Sp,, la symétrie orthogonale par rapport a Py et Sp,, la symétrie orthogonale
par rapport a P». Nous allons donc étudier Sp, o Sp,

1. Si Py = P», alors Sp, 0 Sp, = Idg qui est bien une rotation
2. Supposons maintenant P; # P, et appelons A = Py N Py

(a) Siue A, alorsu € Py et u € Py et donc Sp, 0 Sp, (u) = u. C’est a dire que tous les vecteurs
de A sont invariants

(b) Réciproquement, soit u un vecteur invariant par Sp, o Sp,.

A et AL étant des sous-espace vectoriel supplémentaires, nous pouvons écrire u = ua + Uz .
Donc :

u = Spl OSP2 (u) = Spl OSP2 (UA) +Sp1 OSP2 ('U/AL) = UA +Sp1 OSP2 ('U/AL)
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De ’égalité u = Sp, o Sp, (u), nous déduisons ua + uar = ua + Sp, 0 Sp, (uar), c’est a dire
uar = Sp, 0 Sp, (ua1); uar est donc aussi invariant par Sp, o Sp,
Nous appellons o la restriction de Sp, & At et 0y la restriction de Sp, & A+. Nous appelons
aussi D1 = P, N AL et Dy = P, N AL,
Les vecteurs de D; sont invariants par Sp, et o1 est donc la symétrie orthogonale par rapport
a D1 ; de méme pour Ds et 5.
Donc, up = Sp,0Sp, (upr) = 01002 (upr). Or, comme 1003 € OF (AL), et le seul vecteur
invariant, dans A+ de oq o o9 est le seul vecteur nul 0, et donc upr = 0.
Ainsi, si u est invariant par Sp, o Sp,, alors u = ua et donc u € A
Donc, A est le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants par Sp, o Sp, et Sp, o Sp, est une
rotation d’axe A

15.4.7 Théoreme

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3.
L’ensemble des rotations vectorielles de E, noté O" (E) est un sous-groupe de O (E), groupe des
endomorphismes orthogonaux de F

Démonstration

1. Tout d’abord, O (E) # () puisque Idg € O (E)
2. Montrons que la composition des rotations de O" (E) est interne.

Soient Ry € O (E) et Ry € OT (E). Nous allons montrer que Ry o Ry € O (E)
Soit A I'axe de la rotation Ry et As celui de la rotation R;. On appelle P, le plan contenant A4
et As. D’apres nous pouvons écrire :

R1:SHOSP et RQZSPOSHl

Donc :
RioRy; = (SuoSp)o(SpoSu,)=_Sno(SpoSp)oSu, =Suosn,
Ainsi, Ry o Ry est la composée de 2 symétries orthogonales planes et est donc une rotation

3. L’inverse d’une rotation est une rotation
Soient R € O" (E); d’apres [15.4.5] il existe 2 plans P; et P» tels que R = Sp, o Sp,. Alors :

R = (SPQ)_I © (SP1)_1 = SPz o SPl

R~ est donc une rotation

Remarque 23 :

Il est évident que la composition d’un nombre pair de symétries orthogonales est une rotation de
O™ (E)

15.4.8 Définition

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3. Soit A C F une droite vectorielle de
On appelle retournement ou demi-tour d’axe A la symétrie orthogonale d’axe A
Un retournement est donc une rotation

15.4.9 CasoudimF =0
C’est donc le cas ou F' = {ﬁ}

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 et ¢ € O (E) qui admet 0 comme seul vecteur
invariant. Alors :
¢ est la composée de 3 symétries orthogonales de F
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Démonstration

Soit w € E un vecteur de E non nul et considérons ¢ (u)
¢ (u) # u et, comme ¢ € O (E), nous avons ||¢ (v)|| = ||ull
Il existe une symétrie orthogonale place op telle que o, (u) = ¢ (u), et nous avons :

op(p(u) =us=opop(u)=u

En fait, c’est assez simple!!
Si I1p est la projection orthogonale sur P, alors, pour tout w € E :
* w=1Ip(w)+ (w—1Ip (w))
* op(w) =2Ip (w) —w
De telle sorte que w — op (w) = 2 (w — Ip (w)). Or, w — p (w) € P+
Donc, pour notre u € E, choisi, P = (u — ¢ (u))"

C’est a dire que u est un vecteur invariant par op o @ et op o € O (E)
La droite A engendrée par u est, elle aussi invariante par op o . Appelons, comme jusqu’ici, F' le
sous-espace vectoriel des vecteurs invariants par op o ¢ ; alors dim F' > 1
> Nous ne pouvons avoir dim F' = 3 puisqu’alors cp oy = Idg et donc ¢ = op, ce qui est impossible
> Nous ne pouvons pas plus avoir dim F' = 2 puisqu’alors op o ¢ est une symétrie orthogonale opy
par rapport a un plan IT de F et de op o o = oy, nous déduisons que ¢ = op o oy ;p apparait
alors comme la composée de 2 symétries orthogonales planes et est donc une rotation; ce qui est
contradictoire avec le fait que ¢ n’admet que 0 comme seul vecteur invariant.
Donc dim F = 1, et donc op o ¢ est une rotation. Une rotation se décompose en 2 symétries orthogonales
planes. Nous avons donc :

opow=_8p 0oSp, < p=0poSp oSp,

@ est donc la composéede 3 symétries orthogonales planes; ce que nous voulions

15.4.10 Corollaire

. . y g . .
Si  est une transformation orthogonale de O (E) n’admettant que 0 comme seul vecteur invariant
alors ¢? = p o est une rotation

Démonstration

En effet, d’apres [15.4.9] ¢ peut se décomposer en le produit de 3 symétries orthogonales planes; ¢? =
p o se décompose en le produit de 6 symétries orthogonales planes (un nombre pair de symétries
orthogonales) ; c’est donc une rotation.

15.4.11 Proposition

Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3. Soit A C E une droite de E et P = At le
plan orthogonal a A
On appelle Ra la rotation d’axe A et Sp la symétrie orthogonale par rapport a P. Alors :

RAOSPZSPORA

C’est a dire que la rotation d’axe A et la symétrie orthogonale par rapport a P = A1 commutent

Démonstration

Soit {i} un vecteur normé qui est une base de A et {4, k} une base orthonormée de P.

Comme (i/j) = (i/k)y = (k/j) = 0, ces 3 vecteurs sont linéairement indépendants et forment une base de
b

Nous avons :
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o R (i) =1 e Ra(k)eP e Sp(j)=17
.RA(j)GP OSP(i):—i OSP(k):k

1. Etudions Ra o Sp
(a) RaoSp(i)=Ra[Sp(i)] = Ra[~i]=—Rali]=—i
(b) RaoSp(j) = Ra[Sp (j)] = Ralj]
(c) RaoSp(k)=Ral[Sp (k)] = Ra [K]
2. Etudions Sp o Rp
(a) SpoRa (i) = Sp[Ra (1) = Sp[i] = —i
(b) SpoRa(j) = Sp[Ra(j)] = Ra (j) car Ra (j) € P
(¢) SpoRa(k)=Sp[Ra (k)] = Ra (k) car Ra (k) € P
3. Conclusion
Nous avons :

DRAOSp(i)ZSPORA(i) DRAOSp(j)ZSpORA(j) DRAOSp(k)ZSPORA(k)

Nous avons donc, pour tout u € E, Ra o Sp (u) = Sp o Ra (u), c’est a dire Ra 0 Sp = Sp o Ra

15.4.12 Théoréme

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 et ¢ € O (E), telle que ¢ # —Idg qui admet
ﬁ comme seul vecteur invariant. Alors :

¢ est, de maniére unique, la composée d’une rotation et d’'une symétries orthogonales plane de F
L’axe de la rotation et le plan de la symétrie orthogonale sont orthogonaux. Ces deux transformations
sont donc permutables

Démonstration

1. Existence
D’apres [15.4.10, 2 est une rotation vectorielle d’axe A. Soit u € A une base de A.
On appelle op, la symétrie orthogonale plane par rapport au plan P telle que op (u) = ¢ (u); en
. ) 1L
fait, op échange u et ¢ (u) et P ={u— ¢ (u)}
Alors, comme dans[15.4.9] ¢ o op est une rotation vectorielle p, d’axe A, puisque :

p(u)=poop(u)=yplop(u)] = ¢l ()] =¢*(u) =u

D’autre part :
ple(w)]=poople ()] =y¢lople W] =¢(u)
Ce qui montre que ¢ (u) est invariant par p et donc que ¢ (u) € A
Ainsi, le plan P est-il le plan orthogonal & A
De I'égalité p = v o op, nous déduisons ¢ = poop et de nous avons aussi ¢ = opop
2. Unicité
Supposons que ¢ = o o p ou ¢ est une symétrie orthogonale par rapport a un plan P et p une
rotation d’axe D tel que P = D+.
Pour x € D, nous avons ¢ () = poop (x) = p(—x) = —p (z) = —z, et donc p? (z) = pop (z) ==
D’apres ©? est une rotation vectorielle.
(a) Premierement, p? # Idg, car si p? = Idg, comme ¢ € O (E), alors ¢ = Idg ou ¢ = —Idg, ce
qui n’est pas possible
(b) Comme ¢? (z) = p o p(z) = z, p? est une rotation vectorielle d’axe D
Ainsi, le choix de 'axe de la rotation et de ’axe de la rotation est entierement déterminé par ¢
(ou ©?) et est donc unique, de méme que P = D+
Ainsi, p et op sont-ils uniques.
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15.5 Groupe Orthogonal en dimension 3 : le point de vue ma-
triciel

15.5.1 Théoreme

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3. Soit ¢ un endomorphisme orthogonal de
E,c’est a dire p € O (E).

1. Si ¢ admet au moins un vecteur non nul invariant, alors il existe une base orthonormée {3, j, k}
dans laquelle la matrice A de ¢ est de la forme :

a —b 0 a b 0
R=|b a 0)JouS=[b —a 0
0 0 1 0 0 1

AvecacR, bcReta?+0b2=1

2. Si la matrice A de ¢ est de la forme R, le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants est de
dimension 1 ou 3 et ¢ est donc une rotation

3. Si la matrice A de ¢ est de la forme S, le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants est de
dimension 2 et p est donc une symétrie orthogonale par rapport a un plan P

Démonstration

Soit u ce vecteur non nul invariant. Alors, la droite B engendrée par u est, elle aussi invariante par .
1

On appelle k = Wu; alors k est un vecteur unitaire générant aussi la droite B Appellons ? = BL
U
> est invariant par ¢, en ce sens que si v € ?, alors ¢ (v) € ?

> Soit W : ? — ? ainsi définie :

{\IJ:? P

w U (u) = (u)

En fait, ¥ est la restriction de ¢ a ?
> WU est un endomorphisme orthogonal de ?; nous avons donc 2 possibilités :
x Ou bien ¥ € OF (?) et U est une rotation vectorielle de

* Ou bien ¥ € O~ (ﬁ) et U est une symétrie orthogonale par rapport & une droite A € ?

1. Supposons que V¥ soit une rotation vectorielle de ?

Il existe alors une base orthonormée {i,j} de ? telle que la matrice de ¥ dans cette base {4, j}

SoitM:(Z _ab> aveca €R, beERet a®2 +b2 =1

Il est bien évident que la famille {i, j, k} forme une base orthonomée de F.
e Quelle est la matrice de ¢ dans cette base {i, j, k} 7
Nous avons : ¢ (k) =k, ¢ (i) =V (i) =ai + bj et p(j) =V (j) = —bi + aj, de telle sorte que
la matrice de ¢ dans cette base {i,j,k} est :

a —=b 0

M=[b a 0

0 0 1

e Recherche des points invariants de ¢
En utilisant le calcul matriciel, nous avons :

x a —b 0 x xr= axr—by (a—Dax—by= 0
yl=1b a O y|l<=< y= brtay << bz+(a—1)y= 0
z 0 0 1 z z= z z= =z
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En ne retenant que les deux premieres lignes du systeme, nous obtenons un sous-systeme :

{ (a—1)z—by= 0
br+(a—1)y= 0

(a—1) —b | _ 2 2
b (a—l)_(a )" + b

¢ Ce déterminant § ne s’annule que si et seulement si a = 1 et b = 0, et a ce moment la, le
systeme admet une infinité de solutions. La matrice M est donc :

Dont le déterminant est donné par § =

0
M= 0] =1,
1

S O =
o = O

C’est 'application identique, et F en entier est I'ensemble des vecteurs invariants
o Sia#1oub#0,alors d # 0 et le ssolutions du systeme sont de la forme (0,0, z). Seule la

droite B est invariante et la dimension du sous-espace vectoriel des vecteurs invariants par ¢
est donc 1

2. Supposons que ¥V soit une symétrie orthogonale parr apport a une droite A € ?

Il existe un vecteur unitaire j; base de A telle que ¥ (j1) = j;.
Soit i1 €€ ?, unitaire, tel que ¥ (i) = —i1 ; nous avons (i1/j1) =0
Donc :

@(in) = V(i)=—0

e = Y()=n

p(k)= k

La matrice de ¢ dans la base {i1, j1,k} est :

-1 0 0
M= 0 10
0 01

¢ transforme donc la base orthonormée {i1, ji, k} en la base orthonormée {—iy, j1,k} et laisse le
plan engendré par {ji, k} invariant. la dimension du sous-espace vectoriel des vecteurs invariants
est donc 2; ¢ est la symétrie orthogonale par rapport au plan engendré par {j1, k}

Il existe une base {e1,es} de ? dans laquelle, la matrice de ¥ est donnée par (Z _ab)

a b 0
Il existe donc une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de ¢ peut s’écrire [ b —a 0
0 0 1

Remarque 24 :

1. Nous venons de montrer que si ¢ € O (E) est une symétrie orthogonale plane, alors la matrice de

-1 0 0
@ est semblable a la matrice M = 0 1 0
0 01

2. On note O (F) 'ensemble des endomorphismes orthogonaux qui sont des rotations vectorielles ;
on les appelle les isométries positives.
3. On note O~ (E) Pensemble des endomorphismes orthogonaux qui ne sont pas des rotations vec-
torielles ; ce sont les isométries négatives
4. Ainsi :
* Ainsi, une symétrie orthogonale par rapport & une droite vectorielle est une rotation.
* Une symétrie orthogonale par rapport a un plan vectoriel est une isométrie négative.
* —Idp est aussi une isométrie négative
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5. Il est facile de démontrer que :

¢ € O (F) est une rotation vectorielle si et seulement si
Il existe une base orthonormée {i, j, k} dans laquelle, la matrice de ¢ est donnée par :

a —b 0
M=[|b a 0] aveca®>+b*=1
0 0 1

On remarque que det M =1
6. 11 est tout aussi facile de démontrer que :

p € O (F) est une symétrie orthogonale par rapport a un plan si et seulement si
Il existe une base orthonormée {i, j, k} dans laquelle, la matrice de ¢ est donnée par :

a b 0
M=|[b —a 0] aveca®?+0b>=1
0 0 1

On remarque que det M = —1

7. La composition de 2 isométries négatives donne une isométrie positive (rotation)

Exercice 33 :

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 rapporté a une base orthonormée {i, j, k}. Soit ¢ dont la matrice
dans la base {i,j,k} est :

1 -8 4 1
M = 5 4 7 4
1 4 -8

Il faut démontrer que ¢ est une rotation vectorielle
Corrigé

1. ¢ est un endomorphisme orthogonal

En lisant la matrice, nous connaissons les coordonnées de ¢ (), ¢ (), ¢ (k) :

8 4 1
! 7 !
4
p)=1 3 e =1 5 ok)y=1{ =
1 g %
9 9 9

Il est tout a fait facile de vérifier, par le calcul que :

le @I =lle DI = lle (Rl =1

Et
(e (@) /e (1) = (@) /e (k) = (e (k) /¢ (§)) =0
Nous avons donc {¢ (i), (j), ¢ (k)} base orthonormée de E et, ¢ transformant une base

orthonormée de FE en une autre base orthonormée de E est bien un endomorphisme
orthogonal de

2. @ est une rotation vectorielle

La définition analytique de cet endormorphisme orthogonal est donnée par :

1
= = (-8r+4y+2)

z/ 1 -8 4 1 T
y: =3 4 7 4 y | <=1 v = =(4dx+Ty+42)
z 1 4 -8 z

= §(az—|—4y—8z)
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Soit ? le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants par ¢.Pour u € ?, les coordonnées

de u vérifient :

=z y =y =z

Ce qui nous donne donc le systeme :

(—8z+ 4y + 2)

€r =

172 —4y—2= 0
y= —(lzx+Ty+4z) 2e—y+22= 0
r+4y—17z= 0

O | O | =

z= §(x+4y—8z)

En prenant la premiére équation, nous avons : z = 17z — 4y, et en remplagant z par sa

valeur dans les deux autres équations, nous obtenons :

172 — 4y = =2 172 — 4y = =z 172 — 4y =
2e—y+2(17z—4y)= 0 <= 6r—9y= 0 <— do —y =
x+4y—17(17x —4y) = 0 —288x+T2y= 0 —dr+y=

Nous en tirons donc y =4r et z =x
1

z
0
0

Il en résulte donc que ? est un sous-espace vectoriel de dimension 1, de base | 4 | et ¢

1
est une rotation vectorielle de E

15.5.2 Quelques exercices

Exercice 34 :

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 rapporté & une base orthonormée {i, j, k}. Soit ¢ dont la

matrice dans la base {4, j, k} est :

1
M=-1 2 -1 2
3

1. Démontrer que ¢ est une rotation vectorielle

2. Déterminer une base orthonormée {i’, j’, ¥’} de E telle que le vecteur k' soit invariant par .

3. Quelle est la matrice de ¢ dans la base {i',j’, k'} ?

Exercice 35 :

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3. Trouvez toutes les rotations vectorielles involutives de F

Exercice 36 :

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 rapporté & une base orthonormée {4, j, k}. Soit o dont la

matrice dans la base {4, j, k} est :

1 7T —4 4
4 8§ 1

1. Démontrer que o est une symétrie orthogonale par rapport a un plan ?

2. Déterminer une base orthonormée {i’,j’, k'} de FE dans laquelle la matrice de o soit :

1 0 O
M{i/,j/,k/} = 0 1 O
00 -1

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO(®©

page 591



Chapitre 15 Le groupe orthogonal 15.5 Matrices et groupe orthogonal en dimension 3

Exercice 37 :
Soit E' un R-espace vectoriel de dimension 3. ? étant un plan vectoriel inclus dans F, on désigne par
op la symétrie orthogonale par rapport a

Démontrer que —op est la symétrie orthogonale par rapport a D = ?J-

Exercice 38 :

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3. D et D; sont 2 droites vectorielles incluses dans E; on
désigne par op la symétrie orthogonale par rapport a D et op, la symétrie orthogonale par rapport a
D,

1. Démontrer ’équivalence suivante :
op,00p =0poop, < (D =D; ouDLlDy)

2. Déduire de la question précédente que le groupe des rotations de E n’est pas commutatif

Exercice 39 :

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 et D une droite vectorielle incluse dans E.
Démontrer que ’ensemble des rotations vectorielles ¢ de E telles que ¢ (D) = D est un sous-groupe de
O™ (E), groupe des rotations de E. Ce groupe est-il commutatif ?

Exercice 40 :

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3. Soient u et v, 2 vecteurs de E tels que |ju|| = ||v||
Démontrer qu'une droite vectorielle A est 'axe d’une rotation vectorielle p telle que p(u) = v si et
seulement si A appartient au plan vectoriel orthogonal & u — v

Exercice 41 :

Soit E, R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 rapporté a une base orthonormée {i, 5, k}. On note
1

r le retournement ayant pour axe la droite D engendrée par le vecteur u = | 1
1

1. Pour tout vecteur v € E démontrer que 7’ = v (r) est caractérisée par :
(a) (v —v/u) =0
(b) Les vecteurs v’ + v et u sont linéairement indépendants

2. En déduire les coordonnées de v’ en fonction de celles de v

3. Quelle est la matrice de r?

Exercice 42 :

Soit E, R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 rapporté a une base orthonormee {i,7,k}.
1

On considere le plan vectoriel P engendrée par les vecteur u = | 2 | et v =
0

On appelle Sp la symétrie orthogonale par rapport a P

1. Montrer que, pour tout vecteur x € F, 'image 2’ = Sp (x) par la symétrie orthogonale Sp est
caractérisée par :
(a) (@' —x/uy=0et {2/ —zx/v) =0
(b) Les vecteurs v’ + v, u et v sont linéairement indépendants

2. En déduire les coordonnées de =’ en fonction de celles de x

3. Quelle est la matrice de Sp ?
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Exercice 43 :

Soit E, R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 rapporté & une base orthonormée {i, j, k}.
1

On considere le vecteur u = | 2 | et H =ut
-1

Donner la matrice de Sy, la symétrie orthogonale par rapport a H

Exercice 44 :
Soit E, R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 rapporté & une base orthonormée {i, j, k}.

1. Montrer que la matrice

“5l=g |-

S5l =
< Sl =5]

-7 -

est, dans la base {1, j, k} la matrice d’une transformation orthogonale f de E

- . .
2. Montrer que f admet 0 comme seul vecteur invariant

3. De la question précédente et d’apres[15.4.12] f peut s’écrire, et de manieére unique, f = poo ou p
est une rotation, o une symétrie orthogonale. I.’axe de p est orthogonal au plan de la symétrie o
(a) Déterminer un vecteur directeur de l'axe de la rotation p (Rappel : laxe de p est celui de la

rotation vectorielle f?)
(b) Montrer que, pour tout v € E, 'image v’ = o (v) d’un vecteur v par o est caractérisée par :
e v/ — v et u sont linéairement dépendants
o (V+v/u)y=0
) Déterminer la matrice de o dans la base orthonormée {4, j, k}

—
o

(d) En déduire la matrice de p dans la base orthonormée {i, j, k}
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