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Applications affines

17.1 Applications qui conservent le barycentre

17.1.1 Définition

Soit E un espace affine de direction le R-espace vectoriel E. Soit f : E −→ E une application.
On dit que f conserve les barycentres si, pour tout système pondéré {(Ai, αi) 1 6 i 6 n} de bary-
centre G, f (G) est le barycentre du système pondéré {(f (Ai) , αi) 1 6 i 6 n}

Remarque 1 :

1. On pourrait généraliser cette définition à 2 espaces affines E et F et f : E −→ F
2. Si f : E −→ E est une application bijective qui conserve les barycentres, il est aisé de montrer que

la fonction réciproque f−1 conserve aussi les barycentres.

3. Il est tout aussi aisé de démontrer que si f : E −→ E et g : E −→ E sont 2 applications qui
conservent les barycentres, alors la composée f ◦ g conserve aussi les barycentres

17.1.2 Théorème

Soit E un espace affine de direction le R-espace vectoriel E. Soit f : E −→ E une application qui
conserve les barycentres.

Soit
−→
f : E −→ E une application définie par :{ −→

f : E −→ E
−−→
MN 7−→

−→
f
Ä−−→
MN

ä
=
−−−−−−−−→
f (M) f (N)

Alors,
−→
f est une application linéaire

Démonstration

Soit E un espace affine et de direction le R-espace vectoriel E ; nous allons démontrer que
−→
f est linéaire.

1. Démontrons que, pour tout u ∈ E et tout λ ∈ R nous avons
−→
f (λu) = λ

−→
f (u)

Soit u ∈ E ; alors, il existe A ∈ E et M ∈ E tels que u =
−−→
AM et nous avons

−→
f (u) =

−−−−−−−−→
f (A) f (M)

Soit λ ∈ R ; il existe un seul N ∈ E tel que λu =
−−→
AN = λ

−−→
AM

N ∈ E apparâıt donc comme le barycentre du système pondéré {(A, 1− λ) ; (M,λ)}.
f conservant le barycentre, f (N) est le barycentre de {(f (A) , 1− λ) ; (f (M) , λ)} et donc

−−−−−−−−→
f (A) f (N) = λ

−−−−−−−−→
f (A) f (M) = λ

−→
f (u)

Ce que nous voulions.
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Chapitre 17 Applications affines 17.1 Applications qui conservent le barycentre

2. Démontrons que, pour tout u ∈ E et tout v ∈ E nous avons
−→
f (u+ v) =

−→
f (u) +

−→
f (v)

Soient u ∈ E et v ∈ E ; nous allons nous intéresser à
−→
f (u+ v).

Il existe A ∈ E , M ∈ E et N ∈ E tels que u =
−−→
AM , v =

−−→
AN et X ∈ E tel que u + v =

−−→
AX =

−−→
AM +

−−→
AN et donc

−→
f (u+ v) =

−→
f
Ä−−→
AX

ä
=
−−−−−−−→
f (A) f (A)

Figure 17.1 – Addition de 2 vecteurs et multiplication par un scalaire

X apparâıt alors comme le barycentre du système pondéré {(A,−1) ; (M, 1) ; (N, 1)}. f conservant
le barycentre, f (X) est donc le barycentre du système pondéré {(f (A) ,−1) ; (f (M) , 1) ; (f (N) , 1)}
et donc, nous avons :

−−−−−−−−→
f (A) f (X) =

−−−−−−−−→
f (A) f (M) +

−−−−−−−−→
f (A) f (N)⇐⇒

−→
f (u+ v) =

−→
f (u) +

−→
f (v)

−→
f est donc une application linéaire

17.1.3 Définition d’homothétie

Soit E un espace affine de direction E. Soit Ω un point de E et k ∈ R∗
On appelle homothétie de centre Ω et de rapport k une application HΩ,k telle que :®

HΩ,k : E −→ E
M 7−→ HΩ,k (M) = M ′ où nous avons

−−→
ΩM ′ = k

−−→
ΩM

Remarque 2 :

1. Que se passe-t-il si k = 0 ? En fait, nous avons
−−→
ΩM ′ =

−→
0 , et donc, à tout point M ∈ E , on fait

correspondre Ω ; c’est une application constante. Peu intéressante

2. Si k = 1, alors HΩ,1 est l’application identique.

17.1.4 Proposition : les homothéties conservent les barycentres

Soit E un espace affine de direction E. Les homothéties conservent les barycentres

Démonstration

Soit HΩ,k une homothétie de E et {(Ai;αi) 1 6 i 6 n} un système pondéré de barycentre G ; nous avons
alors, pour tout O ∈ E : (

n∑
i=1

αi

)
−−→
OG =

n∑
i=1

αi
−−→
OAi
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Chapitre 17 Applications affines 17.1 Applications qui conservent le barycentre

C’est à dire, en remplaçant O par G :
n∑
i=1

αi
−−→
GAi =

−→
0

Nous avons, pour tout 1 6 i 6 n,
−−−−−−−−→
ΩHΩ,k (Ai) = k

−−→
ΩAi et

−−−−−−−→
ΩHΩ,k (G) = k

−→
ΩG

Donc :
n∑
i=1

αi
−−−−−−−−−−−−−→
HΩ,k (G)HΩ,k (Ai) =

n∑
i=1

αi

(−−−−−−−→
HΩ,k (G) Ω +

−−−−−−−−→
ΩHΩ,k (Ai)

)
=

n∑
i=1

αi
Ä
−k
−→
GΩ + k

−−→
ΩAi

ä
= −k

(
n∑
i=1

αi

)
−→
GΩ + k

n∑
i=1

αi
−−→
ΩAi

= k

(
−

(
n∑
i=1

αi

)
−→
GΩ +

n∑
i=1

αi
−−→
ΩAi

)
=
−→
0

Ce qui montre bien que HΩ,k (G) est le barycentre du système pondéré {(HΩ,k (Ai) ;αi) 1 6 i 6 n}
Donc, les homothéties conservent les barycentres

17.1.5 Propriétés des homothéties

Soit E un espace affine de direction E.

1. Si HΩ,k est une homothétie de rapport k, alors, pour tout M ∈ E et tout N ∈ E, nous avons :

−−−−−−−−−−−−−−→
HΩ,k (M)HΩ,k (N) = k

−−→
MN

2. Réciproquement, si f : E −→ E est une application telle que M ∈ E et tout N ∈ E nous
ayions : −−−−−−−−→

f (M) f (N) = k
−−→
MN avec k 6= 0 et k 6= 1

Alors, f est une homothétie de rapport k

3. L’application linéaire H : E −→ E telle que H
Ä−−→
MN

ä
=
−−−−−−−−−−−−−−→
HΩ,k (M)HΩ,k (N) est donc une

homothétie vectorielle de rapport k

Démonstration

1. Soit HΩ,k est une homothétie de centre Ω et de rapport k, alors, pour tout M ∈ E et tout N ∈ E ,
nous avons :

−−−−−−−−−−−−−−→
HΩ,k (M)HΩ,k (N) =

−−−−−−−−→
HΩ,k (M) Ω +

−−−−−−−→
ΩHΩ,k (N) = k

−−→
MΩ + k

−−→
ΩN = k

−−→
MN

Ce que nous voulions

2. Soit f : E −→ E une application telle que pour tout M ∈ E et tout N ∈ E nous ayions :−−−−−−−−→
f (M) f (N) = k

−−→
MN avec k 6= 0 et k 6= 1

Soient A ∈ E et M ∈ E . Alors,
−−−−−−−−→
f (A) f (M) = k

−−→
AM

Pour tout point O ∈ E , nous avons :

−−−−−→
Of (M)−

−−−−→
Of (A) = k

Ä−−→
OM −

−→
OA
ä
⇐⇒

−−−−−→
Of (M)− k

−−→
OM =

−−−−→
Of (A)− k

−→
OA

Comme k 6= 1, le système pondéré {(f (A) ; 1) ; (A;−k)} admet un barycentre G tel que :

−−−−→
Gf (A)− k

−→
GA =

−→
0 ⇐⇒

−−−−→
Gf (A) = k

−→
GA

Ce qui montre que f est une homothétie de centre G et de rapport k
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Chapitre 17 Applications affines 17.1 Applications qui conservent le barycentre

Figure 17.2 – Homothéties de rapport k > 0 ou k < 0

Remarque 3 :

Il faut remarquer qu’à plusieurs homothéties affines différentes correspond une seule homothétie vecto-
rielle. Il suffit de changer de centre d’homothétie.

17.1.6 Proposition

Soit E un espace affine de direction E. Soit Ω ∈ E. Alors, l’ensemble des homothéties de même
centre Ω est un groupe abélien pour la composition des applications.Il est isomorphe à (R∗,×)

Démonstration

1. Soient hΩ,k et hΩ,k1
2 homothéties de même centre Ω. Il est clair que Ω est un point fixe pour

hΩ,k ◦hΩ,k1 . D’autre part, si, pour M ∈ E , nous posons M1 = hΩ,k1 (M) et M2 = hΩ,k (M1), nous
avons : −−−→

ΩM2 = k1
−−−→
ΩM1 = k

Ä
k1 ×

−−→
ΩM

ä
= kk1

−−→
ΩM

Ainsi, la composition de 2 homothéties de même centre Ω est une homothétie de centre Ω. Nous
avons donc hΩ,k ◦ hΩ,k1

= hΩ,kk1

C’est donc une loi de composition interne.

2. De l’égalité hΩ,k ◦ hΩ,k1
= hΩ,kk1

, nous déduisons la commutativité de la composition :

hΩ,k ◦ hΩ,k1 = hΩ,kk1 = hΩ,k1 ◦ hΩ,k

3. Ensuite, L’identité IdE est l’homothétie de rapport 1 et de centre Ω

4. De la relation hΩ,k ◦ hΩ,k1
= hΩ,kk1

, comme k 6= 0, nous pouvons déduire que hΩ,k est bijective et

que (hΩ,k)
−1

= hΩ, 1k

L’ensemble des homothéties de même centre Ω est bien un groupe abélien pour la composition des
applications.
Maintenant, si nous construisons une application ϕ de R∗ dans le groupe des homothéties de même centre
Ω, en posant ϕ (k) = hΩ,k, il est facile de démontrer que ϕ est un isomorphisme de groupe.

17.1.7 Proposition : les translations conservent les barycentres

Soit E un espace affine de direction E. Les translations conservent les barycentres

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L0 Jean-Luc EVENO c© page 716
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Chapitre 17 Applications affines 17.1 Applications qui conservent le barycentre

Démonstration

La translation a été définie en 16.1.4. Montrons qu’elles conservent le barycentre.

Soit {(Ai, αi) 1 6 i 6 n} un système pondéré tel que
n∑
i=1

αi 6= 0, de barycentre G, et tu une translation

de E

Alors
n∑
i=1

αi
−−→
GAi =

−→
0 .

Appelons G′ = tu (G) et A′i = tu (Ai). Il faut montrer que G′ est le barycentre du système pondéré
{(A′i, αi) 1 6 i 6 n}

D’après 16.1.5, nous avons
−−→
GAi =

−−−→
G′A′i, et donc, nous avons aussi

n∑
i=1

αi
−−−→
G′A′i =

−→
0 , ce qui montre que

G′ est le barycentre du système pondéré {(A′i, αi) 1 6 i 6 n}

17.1.8 Proposition

Soit E un espace affine de direction E et T une translation de E Soit
−→
T : E −→ E une application

définie par : { −→
T : E −→ E
−−→
MN 7−→

−→
T
Ä−−→
MN

ä
=
−−−−−−−−−→
T (M)T (N)

Alors,
−→
T = IdE

Démonstration

On utilise toujours 16.1.5 ; nous avons donc :
−−−−−−−−−→
T (M)T (N) =

−−→
MN , et donc

−→
T
Ä−−→
MN

ä
=
−−→
MN

D’où le résultat

Remarque 4 :

Toujours d’après 16.1.5 on peut dire qu’une application T : E −→ E est une translation si et seulement

si
−→
T = IdE

17.1.9 Proposition

Soit E un espace affine et f une application de E qui est une homothétie ou une translation. Alors,
f transforme une droite en une droite qui lui est parallèle.

Démonstration

C’est très simple ! !

Pour tout point M ∈ E et N ∈ E , nous avons
−−−−−−−−→
f (M) f (M) = k

−−→
MN avec k ∈ R∗

C’est à dire que, si M ′ = f (M) et N ′ = f (N), alors
−−−→
M ′N ′ = k

−−→
MN , et donc (M ′N ′) ‖ (MN). D’où le

résultat.

Remarque 5 :

Donc, les images de 2 droites parallèles sont 2 droites parallèles.

17.1.10 Proposition

Soit E un espace affine. Soient A ∈ E, B ∈ E, C ∈ E et D ∈ E tels qu’il existe k ∈ R∗ tel que−−→
AB = k

−−→
CD.

1. Si k = 1, il existe une unique translation T−→u telle que T−→u (A) = C et T−→u (B) = D

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L0 Jean-Luc EVENO c© page 717
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Chapitre 17 Applications affines 17.1 Applications qui conservent le barycentre

2. Si k 6= 1, alors il existe une et une seule homothétie H telle que H (A) = C et H (B) = D

Démonstration

1. Montrons que si k = 1, il existe une unique translation T−→u telle que T−→u (A) = C et T−→u (B) = D

Figure 17.3 – Cas où nous avons k = 1, c’est à dire ~AB = ~CD

Supposons donc que
−−→
AB =

−−→
CD ; alors

−→
AC =

−−→
BD (parallélogramme) et donc, en posant −→u =

−→
AC,

nous avons T−→u (A) = C et T−→u (B) = D

2. Si k 6= 1, alors il existe une et une seule homothétie H telle que H (A) = C et H (B) = D

Figure 17.4 – Cas où nous avons k 6= 1, avec k > 0 et k < 0

Les droites (AC) et (BD) sont sécantes en Ω.

D’autre part,
Ä
Ω,
−→
ΩA,
−→
ΩB
ä

forme un repère cartésien de E .

Les points Ω, A et C étant alignés, nous avons
−→
ΩC = λ

−→
ΩA et, de même, puisque Ω, B et D sont

alignés, nous avons
−−→
ΩD = µ

−→
ΩB

Nous avons : −−→
AB = k

−−→
CD ⇐⇒

−→
ΩB −

−→
ΩA = k

Ä−−→
ΩD −

−→
ΩC
ä

⇐⇒
−→
ΩB −

−→
ΩA = kµ

−→
ΩB − kλ

−→
ΩA

Les vecteurs
−→
ΩA et

−→
ΩB sont linéairement indépendants, et donc nous pouvons déduire :

kµ = 1⇐⇒ µ =
1

k
et kλ = 1⇐⇒ λ =

1

k

Et donc :
−→
ΩC =

1

k

−→
ΩA⇐⇒ k

−→
ΩC =

−→
ΩA et

−−→
ΩD =

1

k

−→
ΩB ⇐⇒ k

−−→
ΩD =

−→
ΩB

Donc, l’homothétie H, de centre Ω et de rapport
1

k
est telle que H (A) = C et H (B) = D
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Chapitre 17 Applications affines 17.1 Applications qui conservent le barycentre

Remarque 6 :

On retrouve ici le théorème de Thalès
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