Chapitre 18 Les angles 18.3 Angles de droites

18.3 Angles de droites

Les droites vectorielles sont des objets bien connus : ce sont les sous-espaces vectoriels de dimension 1
d’un plan vectoriel P.S5i D P est une droite vectorielle de P et {W} une base de B, alors {—'}
est ausst une base de B

18.3.1 Théoreme

? désigne le plan vectoriel euclidien orienté par une base orthonormée directe { i, }
Soient B et D; 2 droites vectorielles de ?
— Soit i un vecteur directeur (ou base) de D

— Soit 7 1 un vecteur directeur de Bl
Alors, il existe 2 rotations vectorielles R € O1 (?) et 2 seulement telles que R (B) = Bl
Si « est I'angle de la rotation R, alors I'autre rotation a pour angle o + 7

Démonstration

F1GURE 18.5 — Angles de droites : 2 rotations qui transforment une droite en une autre

1. Il n’existe qu’une seule rotation R € OT (?) telle que R (7) = ?1. On démontre alors facilement
que R (B) = Bl

2. Il n’existe aussi quune seule rotation R’ € O+ (?) telle que R’ < i ) = — 7 1. On démontre alors
facilement que R (B) = Bl

3. Une rotation transformant un vecteur unitaire en un autre vecteur unitaire, R et R’ sont donc les
seules rotations telles que R (B) =D

4. En dernier lieu, il est facile de voir que, pour tout u € B, R (U)=-R(U) = —ldpoR ()

5. Ainsi, si « est angle de la rotation R, o + 7 est 'angle de la rotation R’
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18.3.2 Théoreme

Soit ﬁ un plan vectoriel euclidien orienté par une base orthonormée directe { i, ] }

On appelle D I'ensemble des droites vectorielles de ? On considere la relation R; suivante :
(B, Bl) R1 (K,Ki) <= il existe R € OF (?) telle que R (B) = Bl et R (X) = Z}l

1. R est une relation d'équivalence sur D x D ol D est I'ensemble des droites vectorielles de ?

2. L’ensemble des classes d'équivalence D x D/R; est I'ensemble des angles de droites

3. La classe d'équivalence d'un couple (B, Bl> est notée (B,Bl) et est appelée angle de B vers Bl

Démonstration

1. Elle est évidemment réflexive et symétrique

2. Montrons qu’elle est transitive

- = = = = =
Soient 6 droites vectorielles Dy, Dy, D3, Dy, Dy et Dg telles que :

(D1, Ds) Ry (D3, D3) et (D3, Di) Ry (Ds, D)

— —> —
Il existe donc une rotation ¢ € OF (3) telle que ¢ (Dl) =Dy et p (Dg) = Dy.
N . (B e —
De méme, il existe une rotation ¢ € O ( ) telle que ¥ <D3) =Dy et (D5) = Dsg
=y = =y =
De ¢ (Dg) =Dyet (Dg) = D4, nous déduisons que ¢ = ¢ ou ¢p = —Idp o ¢.
Si ¢ = 1, il n’y plus rien a prouver.
— — —
Par contre, si ¢ = —Id3 o ¢, nous avons 1 (Dl) =-ldgop (D1> =Dy

Et donc, nous avons (51), 5;) R1 (5;, 52)

La relation R; est donc transitive.

Remarque 11 :
1. L’angle nul

Soit B C ? une droite du plan. Les rotations vectorielles qui transforment B en elle-méme sont
Id% ou —Id3 (La rotation d’angle nul ou la rotation d’angle 7). On appelle angle de droites nul

I’angle de B vers B Ainsi :

— —
(B,D1> :O<:>B =D
2. L’angle droit
— —
Soient B et D; 2 droites orthogonales. Les rotations qui transforment B en D; sont des rotations
T

™
d’angle += ou — =
ange+2 ou 5

3. Dans le plan affine

Soit P un plan aﬂi_n}e de direction ? Soient D C P et Dy C P, 2 droites affines de P de direction
respectives D et Dy

——

__)
On appelle angle des droites D et Dy 'angle (D, D) = (B, D1>
4. Attention!!
Soit P un plan affine de direction ?, MeP, AcPetBeP.

Il ne faut pas confondre :

A T
— (MA, M ) qui est un angle de vecteurs
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— Avec ((MA),(MB)) qui est un angle de droites

H
5. Soient D C P et Dy C P, 2 droites affines de P de direction respectives B et Dy. Alors :

— D||D1<:>3:l71><:><3,171>):(2),l)1):0

HA

— D1D; <— BJ_E) = (B,Dl) =(D,D,) =

18.3.3 Proposition

. . . . . ST -
Soit B un plan vectoriel euclidien orienté par une base orthonormée directe { 1,7 }

Alors, pour tout angle de droite A, et toute droite vectorielle B il existe une et une seule droite D; telle que

—

(B.01) -4

Démonstration

Soit A un angle de droites et B une droite de ?

* Soient X et Ki deux droites telles que (X, _1>> = A
_)
Alors, il existe p € OT (ﬁ) telle que ¢ (A) - A,

Posons l—)_1> = (B), alors (/B/,D}l) = (/ﬁ =A
* Réciproquement, soit 17; € ?, une droite vectorielle telle que <B, 5;) = (B, D1>.
Ceci veut donc dire que (B, b;) R4 (B, l—)_;)

= = = =
Il existe donc une rotation R € Ot (?) telle que R (B) =Diet R (B) = Dy et donc D7 = Dy
Entre parentheses, nous avons R = ¢

Remarque 12 :

La proposition pourrait aussi s’énoncer comme ceci :
L . . . . . =
Pour tout angle de droite A, et toute droite vectorielle B il existe une et une seule droite Dy
== -
telle que (Dl, B) =A
— —
11 suffit de prendre D; = ¢! (B) et nous avons alors B =y (D1>

18.3.4 Somme des angles de droites

Soit ? un plan vectoriel euclidien orienté par une base orthonormée directe { i, ] }

Soient A et ,/4\1 2 angles de droites.
On appelle somme des 2 angles A et A; I'angle de droites ainsi défini :

: . . . . . - = -~
* Pour toute droite vectorielle B il existe une droite vectorielle Dy telle que (B,D1> =A
* |l existe une seule droite vectorielle D telle que (Dl, Dz) = A

Nors, A+ A; = (D, D;) + (D1, Ds) = (D. D)

Remarque 13 :

— T N T
1. Avec la relation (B, D1> + (Dl, Dg) = (B, Dg), nous avons la relation de Chasles
2. L’addition est bien définie et ne dépend que des angles chosis et non des droites :
En effet :
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FIGURE 18.6 — Addition de 2 angles de droites

— = =
— Soient 4 droites vectorielles B, Dy, A et A telles que :

Il existe une rotation ¢ € OF (?) telle que ¢ (B =

— Soient maintenant, 2 autres droites vectorielles Dy et Ag telles que :

(D1.5%) = 4 = (31.5)

(1) - D e (&) - 5
Ainsi, nous avons v o ¢ B) = l’)? et Yo (X) = A;. Comme 1o p € OF (?), nous
avons (B,B—;) R1 <X,A2), et donc

11 existe aussi une rotation ¢ € Ot (?) telle que

—

— S
(B.D2) = (8.42)
3. Le probléme est le méme dans le plan affine P de direction ?

18.3.5 Théoreme

L'addition des angles de droites conféere a A, I'ensemble des angles de droites, la structure de groupe abélien

Démonstration

1. Associativité
Nous allons utiliser, larga manu, la relation de Chasles
Soient ;l\, .//4\1 et .//4; 3 angles de A.

Soit B une droite vectorielle quelconque. Alors :
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— — ~
= Il existe une unique droite vectorielle D; telle que (B, Dl) =A

— — =\
= Il existe aussi une unique droite vectorielle Dy telle que (Dl, Dg) = A

— — —
= Et, pour terminer, il existe une unique droite vectorielle Dy telle que (Dl, D2) = A,

Alors :
X+(E+@)=®+(ﬁ+m>zﬁ+ﬁzﬁ

Et

(A+ A7) + A = <(3,171))+(13?,17§)> +(/D.27,D:3)= (Iﬁ—F(bﬁ: (371?:3)

Donc A+ (A; + Ay) = (A+Ap) + As.
Nous avons bien 1’associativité

2. Eléments neutres

—

Le neutre pour 'addition des angles de droites est bien I’angle (B, B) =0p

3. Existence de symétriques

—

Soit A € A un angle. Pour toute droite B € ?, il existe une droite D; telle que (B, Dl) = A

En utilisant la relation de Chasles, nous avons 0y = (/B’,?) = (B, 5;) + (5{, B)

—~ — —~
L’opposé de A € A est donc (D17 B) =-A
4. Commutativité

Soient A et .74\1 2 angles de A. Il faut donc montrer que A+ .//4\1 = J/4\1 + A

= = —~ —
= Soient B et D1, 2 droites vectorielles telles que (B, D1> = A. 1l existe une unique droite Do

—) —
telle que (17;, D2> = A,;. Alors

i+ di= (B.5) + (0.0}) = (B.Dy)

— ’—:;—: —~
= Il existe maintenant une unique droite vectorielle D3 telle que (Dg7 D3> = A. Et alors :

&+ A= (D,.03) + (Do, D3) = (D, D)

= Pour démontrer que :4\—1—;4\1 = .,/4\1—1—./1\, il faut démontrer que (B, 5;) = (5{, 53)), autrement
dit que _, SN
(B, Dz) Ri1 <D17 Ds)

% Il existe une rotation R € O™ <?) telle que R (B) = 151> et tel que R 5;) = 17;
* Et il existe aussi une autre rotation S € Ot (?) telle que S (5;) =Dy
* Donc, SOR(B> =S<I)?> zf)z et ROS(Z‘)—;) :R(l’)g) :EZ

Comme la composition des rotations de Ot ( ) est commutative, nous avons RoS = SoR,

donc SOR(B> 217; et SOR(17D :E),). D’ou

(Ba 17;) Rl (aa 17;)

L’addition est donc commutative

https://mathinfovannes.fr Le cours de L, Jean-Luc EVENO@© page 784



Chapitre 18 Les angles 18.3 Angles de droites

Exercice 5 :
Soit ﬁ un plan vectoriel euclidien orienté par une base orthonormée directe { i, ] }

- = =
1. Soient B, D1, A et Ay 4 droites vectorielles. Démontrez I’équivalence suivante :

—

(B.01) - (.51) — (B.5) - (1. 37)

2. En déduire que si Z}LB et ELB?, nous avons alors (B,l’)?) = (K, E)

18.3.6 Théoréme

Soit B un plan vectoriel euclidien orienté.

On appelle A,q.: le groupe des angles de vecteurs (ou des demi-droites vectorielles) et A ,.ites le groupe des
angles de droites.

Soit F': Ayect — Agroites une application ainsi définie :

F5A’uect — Adroites P
{ & — F@)=(B.D))

Nlle=e g I ' . . ) ~ ’ N . =
Ou D; est I'image d'une droite B dans la rotation R~ d'angle @, c'est a dire D1 = R~ (B)
Alors, F' est un homomorphisme de groupe surjectif, de noyau {04, .,,7a,..,} ob O, est I'angle nul et
Ta,... |'angle plat

Démonstration

1. F' est un homomorphisme de groupe
Soient & € Ay et B € Apect
= o~
— Soit D e P et Dy = R (B) et donc F (a) =

B

—

i)

(
Soit E)Q € ? tel que H; =R~ (5{) et donc F (A) = (
)

Et donc: F(a) + F (3) = (B7D1) +

— La rotation RE+§ est RE+E = R~o0 RE = RE o R~
Et done R+ 5 (D) = Ryo Ry (%) = R; (D)) = Ds

5]
|

. TS
Et donc F (@ + 3) = (D, D3)
— D’ol nous avons F (a + B) =F(a)+F (E)
F est donc un homomorphisme de groupe
2. Recherche du noyau de F

Déterminer le noyau de F, c’est rechercher les angles & € Aot tels que F' () = 00110 € Agroites
* Soit donc @ € ker F'; alors, si R, est une rotation d’angle @ , pour toute droite € P,si

171> =R, (B), alors (B,ﬁ) =0, c’est a dire B = 5{

* Il n’y a que 2 rotations qui conservent le droite B, c’est Idg ou —Id3 qui ont respectivement
pour angle O et 7
Donc, ker F' = {04,..,, TA ...

3. I est surjective

N . = . = =~
Soit @ € Agreites un angle de droite et B et D1 2 droites telles que (B, D1> =a.

Soit i un vecteur unitaire de B et 41 un vecteur unitaire de D;. Il existe une rotation R, d’angle
~ — - B - .
a telle que R, ( 7 ) = 47 et nous avons donc R, ( ) = D; et nous avons bien :

F@)=(D,Di)=a
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F' est donc surjective

18.3.7 Corollaire

Pour tout angle de droites @ € Ag,oitcs, il existe 2 angles de demi-droites et 2 seulement dont I'image par F
est a. Si & est I'un des angles tel que F' (&) = @, I'autre angle est & + my

vect

Démonstration

— Pour commencer, on peut écrire qu’en regardant la démonstration de [I8:3.6] le résultat n’est pas
surprenant ! !

— Soit, maintenant, @ € Agroites-
Alors, d’apres ol on démontre que F' est surjective, il existe @ € A,eqt tel que F' (@) = a.

Soit 8 € Ayecr un autre angle de vecteurs tels que F (3) =a, alors :
F(B) :F(&)@F(B—&) =0e=pB-ackerF

Dans ce cas, B —a=04,,,, 0uf —a=ma,,,-

Ce que nous voulions

vect

Remarque 14 :

En fait, en utilisant la théorie des groupes, nous avons Ag.ites qui est isomorphe au groupe quotient
Ayect/ ker F

18.3.8 Théoréeme

Soit ? un plan vectoriel euclidien orienté.

On appelle At le groupe des angles de vecteurs (ou des demi-droites vectorielles) et Agrpites le groupe des
angles de droites.

Soit G : Agroites — Ayeer une application ainsi définie :

{ G: Acl?“oites — Avect

@ — G@)=a+a

RN T : , , : s e T
Ousia= (B, D1>, D est I'image d'une droite B dans la rotation R~ d'angle @, c’est a dire D1 = R~ (B)
Alors GG est un isomorphisme de A g,pites Vers Ayeet

Démonstration

1. G ne dépend que du choix de a

En effet, soient B € ? et 5; € ? 2 droites vectorielles telles que a = (B, 5{)

Il y a 2 rotations R € OT (?) telles que Ei =R (B)

Si @& est 'angle de I'une des deux rotations, B =a+m est 'angle de I'autre, et nous avons :

vect

Q)

G@=F+B=@+mn..,)+@+m,..,)=a+

2. G est un morphisme

Ce type de démonstration a déja été faite. Nous la refaisons; l’enseignement étant l'art de la
répétition!! N
= Soient @ € Agroites €6 b € Agroites 2 angles de droites ; il faut montrer que

G(a+b) =G @) +G(b)
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— —
= Soient B € ﬁ et Dy € ? 2 droites vectorielles telles que a = (B,Dl) et a langle de la

rotation R telle que R <B) = 51) Alors, il est clair que G (a) = a+a

D17D2) et 3 I’angle de la

= Maintenant, @ +b= </B,—l—)jl> +§D:1j§ = </B7D?2>

Nous avons, clairement, S o R( ) = D5 et I'angle de la rotation S o R est donné par a + B

et doncG(ZH—g) =&+B+@+B
= Nous tirons, de la commutativité de l’addition des angles :

G@+G(b)=@G+a)+(B+8)=(a+p)+(a+p) =G (a+d)
G est bien un homomorphisme (ou morphisme) de groupe

3. G est une bijection
= (@ est injective
Soit @ € kerG; alors G(a) = a+a = 0y
& = TTA

c’est & dire que nous avons & = 0y ou

vect? vect

vect

— /’_: = . .
Si B et D; sont 2 droites telles que (B, Dl), a est I'angle de la rotation R qui transforme B

en D_>1 Ainsi, si @ = 0y nous avons R (B) = B = 171>, et donc @ = 0y
G est bien injective
= (@ est surjective
Soit & S Avect-
Il faut trouver @ € A,ect tel que G (a) = a

vect ou = TrA'Uect vect

Soit ,fj’\ € Ayeer tel que B+ B = @; en fait, il y en a un autre : @ + ma

vect
Soient R une rotation d’angle 8 et D une droite du plan.

On appelle l.)? la droite telle que R (B) = f)? eta= (B, l.)?), nous avons :

G@=pB+p=G@=a

G est donc surjective
G est donc une bijection

G est bien un isomorphisme

18.3.9 Mesure d’un angle de droites
Ce petit sous-paragraphe est formel et théorique ; c’est pourtant le passage nécessaire vers la définition
rigoureuse de la mesure des angles
1. II est possible de définir une application 6 : R — A,..¢, homomorphisme de groupe surjectif de
noyau 27Z, définissant la mesure des angles de demi-droites (ou de vecteurs)
2. Nous avons défini en un homomorphisme de groupes F': Ayect — Agroites, surjectif, liant
les angles de droites et de demi-droites
3. Soit 61 = Fof
De par sa construction, #; est un homomorphisme de groupe surjectif (composé d’homomorphismes
et de surjections)

Définition

On dit qu'un nombre réel x € R est la mesure d'un angle de droites @ € Agypites Si et seulement si 64 (z) = 6‘
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18.3.10 Proposition

Soit ? un plan vectoriel euclidien orienté.
Soit @ € Agroites un angle de droites. Nous posons :

u(a) = {x € R tels que 0, (z) = a}

On dit que (@) est la mesure de I'angle de droites @ € A gypites- Alors :

w1 (@) = {x € R tels que il existe k € Z tel que x = xo + k7 ol 61 (xo) = a}

Démonstration

Je pense que cela n'aura échappé a personne : u(a) est un sous-ensemble dénombrable de R
Soit donc @ € Agroires un angle de droites.
1. Tout d’abord, p(a) # 0

En effet, par construction, #; est un homomorphisme de groupe surjectif; il existe donc zg € R
tel que 07 (zo) = a et donc z¢ € p(a)

2. Soit zg € u(a). Montrons que z € u(a) < 61 () = 0 (z9) ou 0 (z) =01 (o + )
Si z € pu(a), alors 0 () = 61 (x9) = @; la réciproque étant vraie, nous avons méme

x € p(a) <= 0 (x) =01 (o)

Or, 01 (x) =01 (x9) <= Fof(x) = Fof(xg) < F[0(x)] = F[0(x0)]
D’apres le corollaire nous avons 6 (zg) = 6 (x) ou 6 () = 6 (xg) + 7a
Or, 7

vect *
ooy = 0 () et done, de la propriété d’homomorphisme de groupe de 6, nous avons :

0 (x0) + Tayeer = 0 (20) + 0 (1) = 0 (20 +7)

3. Montrons, maintenant, que

(@) = {z € R tels que il existe k € Z tel que = = x¢ + kr ol 61 (xg) = a}

Soit z € p (@). Alors :

*x 0 (z9) =0 (v) <= =9+ 2km avec k € Z
x0(x)=b1(xo+7m)<—=z=p+71+2kn <= z=20+2k+1)Taveck € Z
C’est a dire que z = zg + km avec k € Z

Remarque 15 :

1. Si nous considérons, dans ’ensemble R, la relation S définie par Sz’ <= v — 2’ = knou k € Z
est une relation d’équivalence : c’est la relation de congruence modulo 7.

Pour tout @ € Agroites, ¢ (@) est un élément de ’ensemble-quotient R/S
2. (a) Siz € R est une mesure de l'angle de droites @ et 2’ € R est une mesure de l'angle de droites
b, alors x + &’ est une mesure de angle @ + b et —z est la mesure de Pangle —a

(b) 0 est une mesure de I’angle nul

(c) +g et —g sont 2 mesures du méme angle de droites droit.

_>
3. Pour tout nombre réel = € R et pour toute droite vectorielle B € ?, il existe une droite D; € ?
= N
telle que x € i ((B, Dl))

4. Pour tout couple de droi‘ﬁ_ﬁ\e ? et l—)_1> S ? :
* Bzﬁi(:»()euaﬁ,ﬁ))

« B1Dl =+ eu((D.D)))
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_>
5. Soient B € ? et D; € ? 2 droites vectorielles de base respectives U et 171)

—

* Si € R est une mesure de 'angle (7,17{), alors © € R est aussi une mesure de ’angle de

—
droites (B,Dl)
* Par contre, si y € R est une mesure de 'angle ( ,D1>, y n’est pas forcément la mesure de

—

Pangle (U, u1); cest y ou y + 7

a4+

@]

FI1GURE 18.7 — Angles de droites

6. Dans le cas affine

- =
Soit P un plan affine de direction ? rapporté a un repere orthonormé direct R (O, i, )

(a) Pour tout réel x € R, pour toute droite affine (D) C P, pour tout point My € P, il existe une
et une seule droite (D7) C P, contenant My telle que = € (((D) , (Dl)))

(b) Pour tout couple de droites affines (D) C P et (D) C P
* (D) || (D1) «= 0 € u (D), (D))
* (D) L(Dy) = +7 € u (D). (D1))

(c) On appelle (A) = (O, ?) Paxe des abscisses. Soit (D) une droite quelconque.

Siz € R est une mesure de l'angle ((A), (D)), 4+ est aussi une mesure de 'angle ((A), (D)).
Si U est un vecteur directeur unitaire de (D), alors :

— s — s
U =cosz i +smz ) ouﬁz—(cosxz —|—smxj)

Exercice 6 :

- =
P est un plan affine euclidien de direction 3 rapporté a un repere orthonormé direct R (O, i, ] )

Soit (D) C P. On considere 2 points A € (D) et A’ € (D) tels que A # A’. (D') est une droite passant
par A’ et orthogonale & (D).

A toute droite A passant par A, on associe une droite A’ passant par A’ telle que (A, (D)) = (A/, (D).
11 faut démontrer que A et A’ sont orthogonales
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