Chapitre 18 Les angles 18.4 Lieux géométriques

FI1GURE 18.8 — Angles de droites affines ot € R est une mesure de 'angle &

18.4 Lieux géométriques définis par des relations angulaires

18.4.1 Théoréme

‘P est un plan affine euclidien de direction B rapporté a un repére orthonormé direct R (O, 1,7 )
Soient Ae¢ P, BeP, M cPetlecR. Alors :

0= ((MA),(MB)) <= sinf cos (m) — cos fsin (m) =0

Démonstration

Remarquez que nous passons d’angles de droites a des angles de vecteurs (ou de demies droites)

1. Supposons que 8 = ((MA),(MB))
Intéressons nous alors aux angles de vecteurs.

Alors (M—)A,]\ﬁ) =0 [27] ou (M—>A,]\ﬁ) =0+ 7 [27]
Et donc

coS (m) = cosf ou cos (( A,m)) =cos (0 +m) = —cosf
Et

sin<m) =sinf ou cos((M ,?)) =sin(0+ ) =—sinf

Et, dans tous les cas, nous avons :

st ( (7R 37)) st (7.35)) -

)

2. Réciproquement, supposons sin  cos (( A, J\ﬁ)) — cosfsin ((m, J\ﬁ)) =0

A m), c’est & dire 6y = (1\771,1\73)

On appelle 6y une mesure de I’angle de vecteurs

Alors, cosfy = cos (m7 m) et sin 6y = sin (z\_ﬁx, m) et nous avons donc :

sin 6 cos ((W,J\Té)) cos@sin(( A,]\ﬁ)) = (0 <= sinfcosbfy — cosfsinfy =0
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Ce qui donne, par les formules d’addition sin (0 — 6y) = 0, c’est a dire 8 = g [27] ou § = O+ [27],
et donc, en synthese, 8 = 0y 7]
Ainsi, 6y étant une mesure de angle de droites ((MA), (MB)), 6 + k7 est aussi une mesure de

langle de droites (M A), (MB)); et donc § = ((MA), (MB)).

18.4.2 Théoreme

‘P est un plan affine euclidien de direction ? rapporté a un repére orthonormé direct R (O,??)
Soient Ac P, BePetfeR S
On appelle T I'ensemble suivant : I' = {M € P tels que (MA), (MB)) = 9}
1. Si 0 est un multiple de 7, c'est a dire si @ = km alors T est la droite (AB) privée des points A et B,
c'est adire: I'=(AB)\ {4, B}
2. Si 0 # km, alors il existe un cercle C, passant par A et B tels que I' = C \ {4, B}

Démonstration

Soient donc A € P, Be P et § cR.
Soit donc aussi I' = {M € P tels que (MA),(MB)) = 0}
1. L’étude faite en montre que nous avons ’équivalence suivante :

MGF@SiHGCOS(WiA:\m) —cos@sin((m,]\ﬁ)) =0 (18.1)

2. Nous utilisons un nouveau repere R (€2, e, e_2>) de P
= Nous choisissons {2 comme le milieu du segment [A; B|

AD
= Nous choissons e_f = —
[45]

= Et & est choisi de telle maniere que le repere R (Q, e, e_2>) soit direct.

Le tout est figuré dans la figure [I8.9]

FIGURE 18.9 — Le schéma représentant le probleme

Si nous posons AB = 2a, avec a > 0, les coordonnées de A sont, par exemple A = (—a,0) et celles
de B = (a,0)
3. Pour tout point M € P de coordonnées (z,y) et différent de A et B, c’est a dire M # A et

M # B, nous avons m = <7a7; x> et ]\ﬁ = <a:yx> ; d’ou :
MAIMEB 2 .2 2
= cos jm :<MA|M>:x+y a4
(37A.37%)
[ara) [are] - [fara] [ar5|
—a—r a—=x

) det (m, ]\ﬁ) ‘ —y —y 2ay

- ] ] ] e

= sin ((m,

S

)
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4. L’équivalence [I8.3] s’écrit alors :

sin 6 (332 +9% - a2) — 2ay cos 6

7] [a5]

Mel <—

Ou encore :
sin 0 (1:2 +y? - a2) —2aycosf =0

MGF‘:’{EtM;AAetM;AB

5. Nous allons distinguer 2 cas :
= Si § = kn, alors sinf = 0 et cos# = (—1)" et nous avons :

Mel < 2ay=0et M #Aet M #B

" est donc la droite (AB) privée des points A et B, c’est & dire : I' = (AB) \ {4, B}
= Si 0 # km, alors, sin k7 # 0 et nous avons :

acosf 9
=a

sinf (2% 4+ y* — a®) — 2aycosf = 0 < 2% + y* — 2y— ;
sin

D’on, nous avons toujours I’équivalence :

acosf

=a’et M#Aet M+#B
in 6

MeT 22 +y> -2

Or, en triturant un peu, nous obtenons :

2 2 2 2
9 9 acosf 9 9 ( a0059> 5 G- cos”f a
e+ y° — 2y— =q° < z° + — — =a =
4 4 sin 0 Y sin 0 sin” 0 sin? 6
acosf? a®
L’ensemble des points M € P de coordonnées (x,y) vérifiant 22 + (y — — ) = —5— est
sin 6 sin” 0

acos 6 a

un cercle C de centre C' = (O, ‘) et de rayon R = —
sin 0 |sin 6|

Ainsi I' = C\ {A, B} (cf figure[18.10)

FIGURE 18.10 — L’ensemble I'

Remarque 16 :

L’ensemble des points M € P tels que ((MA),(MB)) = g est donc le cercle de centre ©(0,0) et de
rayon R = a.
C’est donc le cercle C de diametre [A, B] sauf les points A et B
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18.4.3 Corollaire

‘P est un plan affine euclidien de direction ﬁ rapporté a un repére orthonormé direct R (O, i, )
Soient Ac P, BeEPetheR

On appelle I'; I'ensemble suivant : T'y = {]V[ € P tels que (mm) = 0}
1. Si 0 = 2km avec k € Z, alors T'y est la droite (AB) privée du segment [A; B], c'est a dire : T'; =
(AB)\ [A, B

2. Si0 = (2k+1)m, avec k € Z alors T'y est le segment [A; B] privé des points A et B c'est a dire :
I't = [A,B]\ {4, B}

3. Si 0 # kr, alors T'y est un arc du cercle C, passant par A et B privé de A et B

Démonstration

Nous allons ré-utiliser Uensemble T" = {M € P tels que ((MA),(MB)) = 0}, les résultats et les nota-
tions vus dans le théoreme [18.4.2
1. Tout d’abord, I'y C T

En effet, soit M € I'y; alors (m,m) = 0 et donc ((MA),(MB)) = 6, ce qui veut dire que
MeT.
DoncI'y C T

2. On suppose que § = km avec k € Z
Alors, d’apres le théoréme [18.4.2) T" est la droite (AB) privée des points A et B. Ainsi,

* Si le point M est sur le segment [A; B] privé des points A et B, alors (m, J\ﬁ) = 0[27]

*x Et si M ¢ [A; B] alors (m,z\Té) = 7 [27]

Donc

= Si 0 = 2kw avec k € Z, alors I'; est la droite (AB) privée du segment [A; B], c’est & dire :
Iy = (AB)\[A, B]

= Sif = (2k+1)m, avec k € Z alors I'; est le segment [A; B] privé des points A et B c’est &
dire : T'y = [A, B]\ {4, B}

3. On suppose maintenant 6 # km

s 6
Alors, I' est le cercle de centre 2 = (0, &) et de rayon R = ,L, passant par les points A
sin @ |sin 6|

et B, mais privé des points A et B

Soit M € I'y; alors M €T 0 /ATM\ —det (MA’M )

it ] ¢ sinf — si 4}1 ? _
* DOl € 1l ; alors €l et sin sin ( s ) VAxMB
— 2
Or, det (MA;Mg) = 2ay et nous avons donc m = sin 6.
Comme (¢ > 0, y et sinf sont de méme signe, propriété que nous pouvons traduire

MAx MB
par ysinf >0

* Réciproquement, soit M € P tel que M € I et ysiné > 0
De M € T, nous tirons (M A), (MB)) = 0, ce qui signifie que (m, ]\ﬁ) =fou (m, ]\ﬁ) =

O+m
—
> Si (MA,M§)26+W,alors:
T . 2
Ce qui signifie isque 2a >0 e y et sin # sont de signes contraires, ce qui est
1 S1g€1n1 1 —_— 11N 1 121nes ntraires 1
qui s1g , pulsqu MAx MB , que y gnes S, qu

impossible.
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e
> Donc, (MA7 M§> =6, ce qui montre que M € I'y et que M parcourt 'arc de cercle de I'
tel que ysiné > 0

18.4.4 Théoréme

‘P est un plan affine euclidien de direction ? rapporté a un repére orthonormé direct R (O,?,?).
Soient I' C P un cercle de rayon R >0, A€l', Be I telsque A# B

(T') est la tangente a " en A

Alors, pour tout point M € P tel que M # Aet M # B

M €T < ((MA),(MB)) = (T).(AB))

Démonstration

Nous considérons le cercle I', de centre I et passant par A etB

1. Soit M €T tel que M # Aet M # B
On appelle (U) la médiatrice du segment [A4; M] et (V) la médiatrice du segment [B; M]. Alors,
de IM = IA = IB, puisque I est le centre du cercle I', nous tirons que I € (U) N (V). Les 2
médiatrices passent donc par le centre I (cf ﬁgure

F1GURE 18.11 — Figure de ’énoncé du théoreme

= Nous avons, d’apres la relation de Chasles :

((MA), (MB)) = ((MA),(U))+(U), (V) +((V),(MB))

Comme (U) est la médiatrice du segment [A; M], alors ((MA), (U)) = —, et, pour les mémes

VI

(MB). (V) = 3, et

—~

raisons, comme (V) est la médiatrice du segment [B; M], nous avons

donc, en termes d’angles de droites :

=),

= Soient S(yy la symétrie orthogonale par rapport a la droite (U), S(y) la symétrie orthogonale
par rapport a la droite (V') et p = Sy o S
p est une rotation d’angle 23 ou § est I'angle de droites 5 = ((U), (V))
Ainsi (MA),(MB)) = ((U),(V)) =8
= Soit (A) la médiatrice du segment [4; B|
* Nous avons aussi p = S(a) 0 S(ar)

https://mathinfovannes.fr Le cours de L, Jean-Luc EVENO@© page 794



Chapitre 18 Les angles 18.4 Lieux géométriques

FicURE 18.12 — Figure de I’énoncé du théoreme

En effet, nous asavons que Say o Scar) est une rotation de centre I, puisque (A) N
(AD) = {1}.
D’autre part, Sia)y 0 Scar) (A) = Sa) (A) =B
S(ay © Sar) est donc une rotation de centre I qui transforme A en B
De la, nous déduisons que ((AI), (A)) =((U),(V))=(MA),(MB))
* En suite, nous avons ((T),(AB)) = ((AI), (A))
En effet, en utilisant la relation de Chasles :

((T).(AB)) = (T)..(AD) + (AD), (&) + (&), (AB))
(T') étant une tangente au cercle ' et le segment [A; I] étant un rayon du cercle T,
nous avons ((T), (Al)) = ~

2
De plus, par définition de ce qu’est une médiatrice, nous avons ((A), (AB)) = g
D’ou :
v 7T
(1), (AB)) = 5 + ((AD), (A)) + 5 =7+ ((A]), (A)) = (A]) , (A))

* Nous concluons qBMB)) :((A/_I),\(A)) = ((MA),(MB))
D'ou, si M €T, alors (MA),(MB))=((T),(AB))
2. Réciproquement, soit M € P tel que ((MA),(MB))= ((T),(AB))

Montrons que M €T
= Supposons que La droite (M A) soit tangente & I en A ; alors (M A) = (T'), de telle sorte que :

(MA),(MB)) = ((T),(MB)) = (T), (AB))

De 14, nous tirons que ((MB),(AB)) = ((MB),(T))+ ((T),(AB)) = 0, ce qui veut dire que
les droites (M B) et (AB) sont paralleles (ou ont méme direction) et ont un point commun B,
et donc les droites (M B) et (AB) sont confondues et donc M = A, ce qui est impossible

= Supposons, maintenant que la droite (M A) ne soit pas tangente a I" en A.
Alors, la droite (M A) coupe le cercle I en M’, distinct de A et distinct de B

Nous avons, effectivement M’ # B puisque, si M’ = B, alors

((MA),(MB)) = ((MA),(MM")) = 7

Et de I'hypothese (MA),(MB)) = ((T),(AB)), nous tirons ((T), (AB)) = 7 et donc
(T) = (AB); il y a donc contradiction.
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FI1GURE 18.13 — Figure de 1’énoncé du théoreme

D’apres ce que nous venons de montrer dans la premiere parte de cette démonstration, nous
avons ((M'A),(M'B)) = ((T'), (AB)) et donc,de (M A),(MB)) = ((T),(AB)) = (M'A),(M'B)),

nous avons ((M'A),(M'B)) = ((MA),(MB))
= Ainsi, nous pouvons écrire :

(MB),(M'B)) = ((MB),(MA))+ ((MA), (M'B))
= (O7B),(74) + ('4), (7 D)

Ce qui veut dire que (M'B) = (MB), et donc que M = M’ et M €T

Remarque 17 :

Etant donnés 3 point sA, B et C' non alignés d’'un plan P euclidien; il n’existe qu’un seul cercle C
passant A, B et C'; c’est le cerrcle circonscrit au triangle ABC' donc le centr eest le point de rencontre
de smédiatrices des segments [4, B] et [A, C]

18.4.5 Théoreme

‘P est un plan affine euclidien de direction ? rapporté a un repére orthonormé direct R (O, i, )
Soient A € P, B € P et C € P 3 points du plan non alignés.
L'ensemble des points M € P qui appartiennent au cecle circonscrit au triangle ABC, est I'ensemble des

points M € P tels que

(MA),(MB)) = ((CA),(CB))

Démonstration

Soient A, B et C, 3 points non alignés du plan P et I' le cercle circonscrit au triangle ABC.

Si nous appelons 6 = ((m)), et nous avons 6 # kr puisque A, B et C ne sont pas alignés.
L’ensemble des points M € P tels que ((m)) = 6 est un cercle passant par A et B. ((m)) =
0 — ((Z\m)) = ((m)) est donc le cercle T’
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18.4.6 Théoreme

‘P est un plan affine euclidien de direction ﬁ rapporté a un repére orthonormé direct R (O, i, )
Soient A€ P, BeP,C €PetD e P 4points du plan 2 a 2 distincts.

Les points A € P, B P, C € P et D € P sont alignés ou cocycliques si et seulement si

((DA),(DB)) = ((CA), (CB))

Démonstration

1. Supposons les points A € P, Be P, C € P et D € P alignés ou cocycliques
= Supposons les points A € P, Be P, C € P et D € P alignés.

Alors nous avons ((DM&: 0 et/((/C’M’B)) =0

Et nous avons bien ((DA),(DB)) = ((CA),(CB))
= Supposons, maintenant les points A € P, B € P, C € P et D € P cocycliques, c’est a
dire qu’ils appartiennent a un méme cercle I'. Ce cercle contenant les points A, B et C est

Pensemble des points M € P tels que ((]\TA),(TB)) = ((m))
Comme le point D est sur le cercle T, nous avons aussi ((DA), (DB)) = ((CA),(CB))

2. Réciproquement, supposons que nous avons ((DA),(DB)) = ((CA),(CB))

= Si les points A, B et C sont alignés, alors ((CA),(CB)) =0, et donc ((DA),(DB)) =0, ce
qui veut dire que les points A, D et B sont alignés, et donc les points A, B, C et D sont alignés
= Si les points A, B et C ne sont pas alignés, alors, ils appartiennent a I', cercle circonscrit au

triangle ABC, et ce cercle T, est ’ensemble des points M € P tels que (MA),(MB)) =
((C4),(CB))

= De la relation ((DA),(DB)) = ((CA),(CB)), nous en déduisons que D € T’
Les points A € P, Be P, C € P et D € P sont donc cocycliques
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