Chapitre 18 Orientation, produit vectoriel 18.2 Le produit vectoriel

18.2 Le produit vectoriel

18.2.1 Définition du produit vectoriel

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3
Soient W € E et ¥ € E 2 vecteurs de E
On appelle produit vectoriel de 0 par 7 le vecteur noté U A U ainsi défini :

1. Si7:6>alor57/\7:6>
2.8 740
Soit P = {Y}J‘ le plan orthogonal 3 © et II la projection orthogonale sur P = {W}J‘

. . ™ ,
Soit p la rotation de mesure 3 et d’'axe U

Alors : WAV = || W] poll(7)

Remarque 5 :

1. Il est tout a fait clair que U N est orthogonal a la fois a et A 7, c’est a dire que UNT €
{0, 7y
2. Nous avons donc (7 | U AT) = (V| U AV) =0

3. Une autre écriture de @ A ¥ peut étre donnée par :
==\ —
DAY = || x| 7| sin (77) K

4. Soit £ un espace affine euclidien d’espace directeur F, R-espace vectoriel euclidien orienté de
dimension 3. On définit sur £ un produit vectoriel en posant, pour tout A € £, tout B € £, tout

Cefettout Def:
ABACD

18.2.2 Proposition

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3
Alors, pour tout U € E, tout v} € E, tout 13 € E, tout \ € R et tout peR:

WA+ ) = XU A + p (U ADS)

Démonstration

- - . . ez . Y
1. Si @ = 0, par la définition du produit vectoriel, I’égalité est toujours vérifiée.
—
2. Supposons, maintenant, % 0 Alors :

TN+ i) = | x po LT, + i)

= || @] x A\po I (07) + pp o I (v3) par lindarité

pa
— —
= AW poT(vf) + | @l poTI(w3)
= AW AD) +p(d AV
Ce que nous voulions
18.2.3 Proposition
. . . ye . . . . - = . .
Soit E un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension3et 1 7, j, k } une base orthonormée directe
de E. Alors : S5 oo S oo S oSS
T ANgj =k J Nk =1 kNt =]
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Démonstration

T e ey o
Nous ne démontrons que la premiere égalité i N j = k

Nous avons, par définition du produit vectoriel :
—>
’L/\j—H HXpOH )ZpOH(j>

Comme { 1 7), ?} est une base directe de E, le plan orthogonal a ? admet pour base directe { i,k }
-\ =
) to(7)=¥

Exercice 5 :

_>
Montrer les deux autres égalités : j A k =

18.2.4 Théoréme

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3
Le produit vectoriel de 2 vecteurs est nul si et seulement si ces 2 vecteurs sont linéairement
dépendants

Démonstration
1. Soient @ € E et ¥ € E. Supposons ¢ A U = ﬁ

— — —
(a) Si U= 0oud = 0,alors WA U = 0 et les vecteurs @ et ¥ sont bien linéairement
dépendants

_>

(b) Si 73&? et 7#?, alors WAV = || W] poTl (V)= 0.
Comme U # 6>7 alors ||| # 0 et done rhoo I (V) = .
La rotation p étant bijective, 11 (7) = ﬁ, Cest A dire que T est colindaire & U
2. Soient @ € E et ¥ € E 2 vecteurs colinéaires
Alors 7 = AU et comme I1(7) = I1 (W) = ﬁ, nous avons poll (¥) = ﬁ, Cest Adite AT = 0

Remarque 6 :

Ce résultat a pour conséquences évidentes :
1. Pour tout WEE, 7/\72?
2. Pour tout 7€E, 7/\?26/\72

Exercice 6 :

1. Soien%ﬁ € Eet ¥ € E. Nous posons W = U AU Trouver tous les vecteurs Y € E tels que
UNX =

2. Soit £ un espace affine euclidien d’espace directeur E, R-espace vectoriel euclidien orienté de
dimension 3. Soient A € £, B € £ et C € £, 3 points non alignés

—
(a) Trouver I'ensemble des points M € £ tels que ABAAM =10

(b) Méme questions pour l’ensemble des points M € & tels que E A CTI = ﬁ
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Exercice 7 :

Soit £ un espace affine euclidien d’espace directeur E, R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.
Soient A€ £, Be & et C €&, 3 points non alignés.

Trouver I'ensemble des points M € & tels que (m — SJT/[—§> A (m + SW) = ﬁ

* On considere le systéeme pondéré j(A, 1);(B,—3)}; ce systéme admet un barycentre G défini,

pour tout M € & par —QMZE' =MA-3M
x De méme, si nous considérons le systeme pondéré {(B,1); (C,3)}; ce systéme admet un barycentre

VE — WD+ 33T
H défini, pour tout M € £ par AMH = M B + 3Mc
Ce qui fait que nous avons 1’équivalence :

(MA - 3MB) A (MB +3MC) = T = (-2MA) A (4MH) =T = —8(MGAMH) =T

%
Maintenant, quels sont ces points M € & tels que M(? A Mﬁ =07
Tout d’abord, Mﬁ = M(i’—l— G? et donc :

m/\m:m/\(erﬁ)zm/\Cﬁ:ﬁ)

L’ensemble des points M € £ est donc 'ensemble des points M tels que les vecteurs M (3 et CTI? sont
colinéaires. L’ensemble des ces points M est donc la droite (GH)
Exercice 8 :

Soit £ un espace affine euclidien d’espace directeur E, R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension
3. Soient A€ &, Be et C €&, 3 points non alignés.

Trouver ’ensemble des points M € &£ tels que (m + M—é — 3%) A (1\72 — 4M§ + M—é) = ﬁ

18.2.5 Théoréeme

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3
Le produit vectoriel est antisymétrique, c’est a dire :

VT € E)VT € E) (T AT = — (T AT))

Démonstration

1. Supposons U € E et U € E colinéaires
Alors, 7/\727/\72?, et nous avons bien @ AV = — (7 A W)
2. Supposons U € E et U € E linéairement indépendants
Alorsﬁ#ﬁet?;ﬁﬁ.

= Nous normalisons ces vecteurs en posant _z> < et 7 v
v = = .
- A
Remarquons que H i H =let v =7 Jj
Alors :
TAT = [T poll(T)
= @[T poTi(F)
— —
= 1N 7] pon (7))
- =
= [ZIN7N A
A« N rdrd
De la méme maniére, nous avons @ A ¥ = ||| || 7] 7 A i
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= Il nous suffit donc de montrer que, pour ces 2 vecteurs unitaires ¢ et j, nous avons ¢ A

(T A7)

- =
On appelle k£ un vecteur unitaire orthogonal au plan P engendre par ¢ et j

— -
* Il existe un et un seul vecteur i; € P tel que la base { 1,11, k } soit une base orthonormée

directe de F

* De méme, il existe un et un seul vecteur jl € P tel que la base {j J1, k } soit une base

orthonormée directe de E

Alors, dans le plan P, les bases orthonormées { zl et i 7, jl} ont meme orientation.

%
Il existe donc une rotation ¢ € OF (P) telle que ¢ ( ) = j ety ( ) = j1 et dont la matrice

- =
dans la base { i, zl} est donnée par :

Nous avons bien

Donc : - N
j = at +biy i = aj —bj
= - —9 =
Ji1= —bi +ai; in= bj +an
Dow, - = - = - = —
* 2/\]:vecz/\(az +b21):a(i/\z>+b(z /\zl)zbk
- = = = = - = - = —
*]/\z:]/\(a]—bjl) (]/\j)—b ]/\]1>:—bk
—
( i

Ce que nous voulions

18.2.6 Corollaire

Soit £ un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3
Alors, pour tout U € E, tout v_f € F, tout v_2> eF,tout \cRettout pcR:

T + ) A = X0 AT) + (05 A T)

Démonstration

Pour le démontrer, il suffit de conjuguer la proposition [18.2.2] et le théoreme [18.2.5

Exercice 9 :

Soit E un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.
Soient W € E et ¥ € E 2 vecteurs linéairement in dépendants.
Pour a, b, ¢ et d 4 nombres réels, on considére le produit vectoriel (a@ + b¥') A (¢W + d7).

Démontrez que (a +b¥) et (¢ +d ') sont linéairement indépendants si et seulement si ad — be # 0

18.2.7 Coordonnées du produit vectoriel de 2 vecteurs

Soit F un R—espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 rapporté a une base orthonormée

directe { j k}

a ai
Soient “ = b | et ¥ = b, | 2 vecteurs de E
C C1

Alors U AW = (bey — byc) 7 + (cay — acy) 7 + (aby — bay) %

https://mathinfovannes.fr Le cours de L, Jean-Luc EVENO@©



Chapitre 18 Orientation, produit vectoriel 18.2 Le produit vectoriel

Démonstration

La démonstration est simple et calculatoire.

Exercice 10 :

Soit F un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 rapporté a une base orthonormée directe

8
- = 5 94 2
{ i,7,k } On considere les vecteurs & = ~3 et _2> = —
1 d
9 9

1. Démontrer que les vecteurs €1 et 5 sont unitaires et orthogonaux

2. Déterminer les coordonnées du vecteur €3 tel que {e_f, e_ﬁ, e—g} soit une base orthonormée directe.

18.2.8 Exercices
Exercice 11 :

Soit E un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 Démontrer 'identité de Lagrange :

V7 € B)(VT € B) (| ) + |7 A T|* = 17)° < | 7))

Exercice 12 :

Soit £ un espace affine euclidien d’espace directeur E, R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension
3. Soient A € &, Be & et C €&, 3 points non alignés

1. Démontrerqueﬁ/\@:ﬁ/\ﬁzﬁ/\ﬂ

2. Trouver ’ensemble des points M € &£ tels que :
(a) (AM | (ABAAC)) =0 (b) (AM| (BM ACM)) =0

Exercice 13 :
Soit £ un espace affine euclidien de dimension 3 orienté par un repere orthonormé direct R (O, 1,7,k )
et de direction F.

1. Comment utiliser le produit vectoriel pour donner I’équation cartésienne d’un plan (A4, , 7) ol
Acé, WeEFEetWeEE?

2. On considere les trois points A € £, B € £ et C' € £ de coordonnées :
A (723 13 3) 7B (13 717 0) 7C (07 Oa 72)

Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC)

3. Soit Z € £ de coordonnées Z (0,0, 1). Déterminer I’ensemble des points M € £ tels que :
2
(MO| MZ) = HMB A MZH

4. Soient X € £ et Y € & de coordonnées respectives X (1,0,0) et Y (0, 1,0). Déterminer 1’ensemble
des points M € & tels que :

|37 2307 = |03 0 322 = 822 n 27X
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Exercice 14 :

Le produit mixte
E est un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. On considere 3 vecteurs de F, 7, Vet W

1. Démontrer que (U | ¥ A W) = (4 AV | &)
2. On appelle produit mixte de trois vecteurs 7, T et E?, et on le note [7, 7, U] le réel :

(@, 0, @) = (| 7 AW

Démontrer que :

(0) [2.7. %] = [, @, 7] = [@, 7, 7]

b) (7,7, W) =—[V, 4, ¥ =—-[u,d, 7] = - [, 7, "]

(c) Montrer que les 3 vecteurs W, U et W forment une base si et seulement si [77 o, ﬁ] #0
)

(d) On suppose que le R-espace vectoriel E est rapporté & une base orthonormée directe [ i,7, ] .

Donner une expression analytique du produit mixte dans cette base

Exercice 15 :

Soit £ un espace affine euclidien de dimension 3 orienté par un repere orthonormé direct R (O, 1,7,k )

On considere 4 points A€ £, Be £, C € £ et D € £. Déterminer ’ensemble des points M € & tels que :

MAAMB = MC A MD

Exercice 16 :

- = =
Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 orienté par une base orthonormée directe { 1,7,k }

- =
Soit P C FE, le plan vectoriel euclidien de base By = { 1,7 } Soit ? € P un vecteur de norme 1.
Pour tout o € R, nous considérons ’application ¢, de P dans E définie par :

{gpa:P — FE
— oo () =ad + T AT AT)

1. Démontrer que ¢, est une application linéaire de P dans P

2. On suppose ? = \% (7 = 7) et nous posons U = :c_z> + y7
(a) Vérifier que PA(PAL)=(TF| )P -«

(b) Quelle est la matrice de ¢, dans la base By ?

(¢) Trouver les noyaux et images de ¢, dans les casot a =0et « =1

Exercice 17 :

La formule du double produit vectoriel

_>
Soient E un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 orienté et k € E un vecteur unitaire de E (i.e.
_>
H k H = 1) Nous considérons les applications ® et IT de F dans E définies par :

®:E — E Mn:E — E
{ T o (A=K AT et{

% T o @)= (K| ¥

1. Démontrez que :
(a) @ et II sont des endomorphismes de E
(b) I est la projection orthogonale sur le plan vectoriel ? othogonal & ?
(¢c) Pod=-1II
(d) Pour tout vecteur @ € E, nous avons : A (? A 7) = <?| 7> ¥
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2. Démontrer que, pour tout vecteur UeEetVekE , ous avons :
UNAAT)= (X | V)T —|2* 7

3. Soient U € E, T € E et W € E trois vecteurs de E
(a) On suppose que le vecteur U € E nest pas nul. Montrer qu’il existe un nombre réel A € R tel
que U =AU + i et (| 07) =0
(b) Démontrez de méme qu’il existe un nombre réel u € R tel que @ = pd + w; et (0 | wi) =0

(¢) En déduire que @ A (VAW = (U | W)V — (W | V)@

. ” . -
(d) Démontrer que la formule précédente est vraie méme si U=0
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