Chapitre 18 Orientation, produit vectoriel 18.3 Quelques exercices corrigés

18.3 Quelques exercices corrigés

Exercice 3 :
. .- . . e - = 7
E est un R-espace vectoriel euclidien orienté par la base orthonormée directe { 1,73k } Nous appelons ¢4

. . 7T , - . . m , r
la rotation vectoriele de mesure 5 et d'axe i et par vy la rotation vectoriele de mesure 5 et d'axe j .

. . . L. T . .
1. Déterminer, par ses coordonnées, un vecteur unitaire ky invariant par la rotation po o @1

i : = =
Dans un premier temps, nous avons comme matrice de ¢1 dans la base { i,7;:k },

M{?, :

1
7.7} (p1) = 8

%
Dans un second temps, la matrice de 5 dans la base D k } est donnée par

Pour terminer, M{???} (p20p1) = M{?j’?} (p2) % /\/l{ : 7?} (p1) et donc, tous calculs
faits :
0 1 0
Mz zxy(p2op)=( 0 0 -1
-1 0 0
T
SiW = y |, est un vecteur invariant par g0, ses coordonnées vérifient le systeme d’équation :
z
=1y
y=—z
z=—x
, . . . . s . r—y=20
L’ensemble des vecteurs invariants par ps0(1 est donc une droite vectorielle d’équation ytz=0
1
, Lo -
qui admet pour base U = 1 |]. Le vecteur unitaire k1 a donc pour coordonnées k; = 73
1 =1
V3

(1l est clair que lutilisation du produit vectoriel simplifie la chose!!

. . . L. = - = 7 .
2. Déterminer, par leurs coordonnées, deux vecteurs unitaires i1 et j; tels que {7,1 S g1 k’l} soit une base
orthonormée directe de E

Nous allons utiliser plusieurs propriétés de la base directe pour connaitre i; et j
=T N T - = =
* 41 et j1 sont orthogonaux a ki, c’est a dire <21 \ k1> =0, <31 | k1> =0et <11 | j1> =0

, 1=
* D’autre part, nous devons avoir |[i1 || = ||71]| =1

* Et det{_i),?;?} ({Z_f,]_l),k_)l}) =1

I To

- -
Posons i1 = | y1 | et j1 = | 2
z1 zZ92

% Dans un premier temps, nous avons :
= = = =
<11\k1>:0<:>x1+y1721:06t <]1\k1>:0<:>x2+y2722:0

-, =
Faisons le choix y; =0, 1 = 21 = 1, alors de <z’1 | j1> = 0, nous obtenons x5 4+ 20 =0
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* Nous obtenons donc le systeme :

{$2+y2—22= 0

To+20= 0
- 1
T € R, 29 = —Zg et Yo = 229 et donc j1 =Xl -2
-1
1 1 -1
— - — V2 - v V6
* De HilH:Hjluzl,noustirons:i1: 0 et j1 = 7% ouﬁz %
1 -1 1
V2 V6 V6
* Maintenant, nous allons utiliser les déterminants :
1 1 1
V2 VG B
O =2 1| _
— det{?,?;—]g} ({’Ll,]l,kl}) = (1) \_/§ \_/§ =1
- =7 VEOVE VB - = = - = —
— det{?,?;?} ({il,jl;k1}> = det{—;j;?} ({il,—jl;kl}) = —det{—z)’?;?} ({il,jl;kl ) =

- — = = .
Nous venons ainsi de prouver que la base {21, 1; kl} est directe.

=

7z - 7 - 7 %
3. Démontrer que si x est une mesure de I'angle de la rotation s o w1 d'axe ki, nous avons :

<i_1>| P20 1 (L_1>>> =cosw et <ﬁ\ 201 (%_1>)> =sinz
En déduire x

D’apres le cours sur le produit scalaire, nous avons, pour tout u € E et tout v € F :

(u] v) = [lull x [[v]| cos (u, )
Donc -
— (@ leaoen (@) = [T xzo e (@)] cos (7 pzown ()
Or, ‘ z_fH = Hv?z °p1 (z_f)H =1, et donc <z—1>| ©2 01 (z_f)> =cosx

— De méme, <£> | w2 001 (z_1>)> cos <z, 2 0 Py (Z_1>>>

- = — =
— Or, si z est une mesure de ’angle (il , 2 0 QY1 (i1 )) et o une mesure de I’angle (j1 , 2 0 1 (i1 >),

nous avons & = g — o (Cf figure [18.1} la rotation (s o 1 dans le plan orienté de base directe
- -
{i1 ; j1} ) Nous avons donc cos a = cos (g — m) —sinz

©a004(i;)

FIGURE 18.1 —
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1
—= 0
e V2 - - -1
Comme i; = | 0 |, par le calcul matriciel, nous obtenons 3 o 1 (u) =|
1 ~1
V2 V2

D’oticosx = <21|()020()01 (Zl>> ZGXEZTGtSIHJI: <]1 ‘ ©2 © Y1 (21)> :3—’—\/?:

3 V3

V12 2

2
Et donc, z = g + 2km avec k € Z

Exercice 4 :

. .. . . . . - =
E est un R-espace vectoriel euclidien orienté par la base orthonormée directe By = { 1,7k } On donne
les vecteurs :

T=2(@7+27 %) T=:(-7T+27+2%) E=3(27 -7 +2%)

Wl =
Lo =

1
3
1. Vérifier que la famille {?, 7; ?} forme une base orthonormée

Il suffit de faire les calculs de <?| 7>, <?| I_(>> et <I_(>| 7>, ’ 7 , ’ 7“ et HI_%H

Et bien entendu que l'on trouve <?| 7> = <?| I_(>> X <?| 7> =0et H?H = H7H = H?H =1

2. Donner la définition analytique de la transformation orthogonale ¢ qui transforme la base By en la

base {?7, ?

Il n’existe donc qu’un seul endomorphisme orthogonal ¢ qui transforme la base By en la base

{?, 7; ?} La matrice de ¢ dans la base By est donnée par :

1
M) =52 2 -1

C’est déja, la, la définition analytique de ¢ ; allons plus loin.

X X
Si W € E est un vecteur de coordonnées y | dans la base By et si | y1 | sont celles de ¢ (7)
z Z1

toujours dans la base By, par le calcul matriciel, nous obtenons :

1= =2z —y+22)

y1= = 2z+2y—2)

W | | =

z1 = (—z 42y + 22)

. s . - = 7
3. Montrer que ¢ est une rotation dont ['axe est engendré par le vecteur i + j + k.
Pour le montrer, il suffit de démontrer que le vecteur 7 + j + k est invariant par ¢ ; cependant,
est-ce le seul vecteur invariant ?
Le vecteur @ est invariant par ¢, si et seulement si @(7) = U, cest A dire qu'en termes de
coordonnées :

x= =2z —y+22) chy_22= 0

y= -(2x+2y—2) <=4 2x-y—2= 0 <:>{
r—2y+z= 0

r+y—2z= 0
y—z= 0
(—z+2y +22)

Q| | O | =
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L’ensemble S des solutions de ce systgme est donc S = {(A\, A, A) avec A € R} S est un sous-espace
- =
vectoriel de ¥ qui admet ¢ + j + k pour base.

. . - = 7 o T e e
4. Soit P le plan vectoriel orthogonal au vecteur i + j + k et orienté par le vecteur unitaire % < i+ 5+ k )
Calculer la mesure de la restriction de ¢ a P
= 1 - - —=
Appelons W =—1(17 + j + k
\/g ( J )
- =

Le vecteur ﬁ = % ( i —J ) est un vecteur orthogonal a W et le vecteur 7 = W A 52 est tel

_>
que la base {ﬁ, 7, W} est directe.
1 -1
Par calculs, nous trouvons 7 =— | -1

Vo

Par calculs, nous obtenons ¢ <7) = L 0

V2 \
Comme tout & I’heure, si z est la mesure de I'angle de la rotation, nous avons :

- <ﬁ\ w(ﬁ» =cosx<:>cosx:}

2

— <7\ @(ﬁ» :sinx<:>sinx:7T\/§

2
Dou z = §+2k¢7r avec k € Z
_>
La matrice de ¢ dans la base {7, 7; W} est donnée par :

1
Mg vy (w) =73

OM‘%M\»—A
@
Sl m‘a

_ o O

Exercice 5 :

Soit E& un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 Démontrer 'identité de Lagrange :

Vi € BY(VW € B) (W | 7)) + | Z AT =Z)* x | 7))

Appelons 6 la mesure de ’angle u,.
* Nous avons (U | ¥) = ||| x ||| cos b, et donc

(W | V) = | x | 7]* cos? 0
* Nous avons aussi : |7 A T || = | @] x || 7] sin6, et donc
17 A =) = || 7| sin 0
Ce qui fait, qu’en additionnant, nous obtenons :

(| T+ T AT = 2N [T cos?0+ | 2| x | 7)) sin? ¢
1) % || 7)) (cos? 6 + sin? §)
12| x |7

Ce que nous voulions
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Exercice 6 :

Soit £ un espace affine euclidien d’espace directeur E, R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.
Soient A€ £, Be & et C €&, 3 points non alignés

1. Démontrerqueﬁ/\ﬁ:(]—}l/\@zB?AB_ﬁ

* Nous avons @ = ﬁ + C@ et donc :

ﬁ/\ﬁz(ﬁ+@)/\ﬁ:@/\m:—@/\ﬁ:a/\@

* Sans plus de difficultés, nous avons CTzl = C@ + B.1>4 et donc :

CA 1 CF - (GB+ BA) AGB — BANCE — OB n BA - B A BA

D’ou nous avons bien ’égalité zﬁ A B = CT)4 A C@ = B? A Ezl
2. Trouver I'ensemble des points M € & tels que : <m| (ﬁ A 1446}”)> =0

L’ensemble des points M € £ tels que <2ﬁ\7 | (ﬁ A ﬁ» = 0 est le plan orthogonal & (ﬁ A B)J_
passant par A.

Or, ﬁ A B est orthogonal aux vecteurs @ et @ Ainsi, m est colinéaire a ﬁ et ﬁ
L’ensemble des points M € &£ tels que <m | (E A 1@» = 0 est donc le plan (ABC)

Exercice 14 :
E est un R-espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. On considére 3 vecteurs de E, 7 T etwW
1. Démontrer que (U | T A W) = (U AT | W)

* Il est clair que 1’égalité est vraie si_) U =
* Supposons, maintenant que o # 0

—
0

Posons alors i = = et nous considérons la base orthonormée directe { i,7,k } Dans

cette base, les coordonnées du 7, o et W dont :

17| a a
T=( 0 T=(b) wW=|(28
0 c gl
by —cp
* Alors UAW = | ca—ay | et done (| ¥ AW) = || 7| (by — ¢B)
af — ba
0
* Maintenant, @ A 7 = | —c||2| | et donc
bl

(TN W) = | T x B+b| T x v =T (~cB+by)
* Nous avons donc bien (7 | ¥ A W) = (4 AV | W)

2. On appelle produit mixte de trois vecteurs U, U et W, et on le note [17, 7, ﬁ] le réel :
(4,7, W] = (¢ | ¥ A D)
Démontrer que :

(a) (W, 7, @) = [V, 7, ] = [W,d, 7]

Pour démontrer cette question, nous allons utiliser la question 1 et la bilinéarité du produit
scalaire
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— Montrons que : [7,7,?] = [7,3,7]

[V, W, d)= (V| W AW par définition
= (U AW| W) par la question 1
= (4|7 AW) par la bilinéarité du produit scalaire
= [W, ", W] par définition
Donc [, ¥, W] :%7,W,7
— Montrons que : [, W, 7] = [V, W, U]

(W, 7, V)= (&|d AV par définition
= (W AU| V) parla question 1
= (¥ | WAW) par la bilinéarité du produit scalaire
= [V, d, ]

Nous avons donc bien [, 7, W] = [V, W, W] = [, W, V]
(b) [73733} :7[7a733} :7[7aﬁa7} :—[W’?,ﬁ]
— Montrons que [7,7,@] =— [7,7,?]
[V, U, W)= (V| AT = (AL |B)=— (U AT | W) - [W, 7, W]
— Montrons que [7,7,@] =— [7,?,7]
(W, 0, V) =W |BAV)=—(U | TAT)=—[U, 7V, D]
— Montrons que [7,7,?] =— [ﬁ,?,ﬁ]
W, 7, U] = (B TAL) == (B|UAT)=— (U AT | W) =— (U | VAT =—[W, 7, ]

Nous avons donc bien (7, ¥, W] = — [V, U, W] = — [¢, &, V] = — [&, ¥, U]
(c) Montrer que les 3 vecteurs i, ¥/ et W forment une base si et seulement si [W, v, W] # 0

De maniere équivalente, nous allons montrer que [7, 7, ﬁ] = 0 si et seulement si la famille
{U, 7,0} est lice.
* Montrons que pour tout @ € E et tout ¥ € E, [7, o, 7} =0
D’apres la question précédente ol [7,7,?] = — [ﬁ,?, 7], en remplacant W par ,

nous obtenons :
@] = - [, 7, ]
cest & dire 2 [, W, U] = 0.

D’ou le résultat
* Supposons que la famille {7, o, E?} est lide.
Il existe alors A € R et u € R tels que W= \U + u? et donc :

(7,7, @)= (L | TAQT +pu)) = (L ANTAL)) =AW | T AL =AW, 7, d]=0

Donc, si la famille {7, o, E?} est liée, alors [7, o, ﬁ] =0
* Réciproquement, si [7, 7, ﬁ] =0, alors (7 A 7| W) =0.
Ceci sgnifie donc que W est orthogonal a UNANT et que donc W est dans le plan engendré
par les vecteurs U et V.
Et donc, la famille {W, 7, W} est lice.
Ainsi, les 3 vecteurs @, ¥ et W sont liés si et seulement si [7, o, E?] = 0 et ces 3 vecteurs
forment, une base si et seulement si [, ¥, w] # 0

Exercice 16 :

. . .- . . . . L. - =
Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 orienté par une base orthonormée directe { i,7,k }

- —
Soit P C E, le plan vectoriel euclidien de base By = { i, } Soit ? € P un vecteur de norme 1.
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Pour tout o« € R, nous considérons I'application ¢, de P dans E définie par :

{goa:P — E
— pa(W)=aT+ T AT ATD)

1. Démontrer que p,, est une application linéaire de P dans P

Ce n’est pas une question tres difficile; elle est, en fait, tres calculatoire. Nous allons, pour plus
de clarté, résoudre cette question en plusieurs temps
* Soit A € R; alors :

po (AT) = a(\U)+ T A (T AAT))
= A(aﬁ)—i—?/\)\(?/\@
= AMa@)+ AT A (T AU))
= AT +TA(FAT))

Cest & dire oo (AT = Apo ()
* Soient @ € E et 7€E; alors :

v (U+V)= a(@+)+TATAT+7))
= aU4+aT+PA(PAU+TAT)
= aﬁ—i—a?—i—?/\ 7/\

@+?A(?A7>
= AU+TATAD)+aT+PA(TAY)
= 00 (W) + ¢a (T)

Donc @a(7+7):¢a(7)+9@a(7)

* L’application ¢, est donc une application linéaire
Comme @ € P et € P, alors le vecteur J A W est orthogonal a la fois a U et A, c’est A dire
au plan P; c¢’est donc un vecteur colinéaire a ?
Maintenant, le vecteur 7 A (7 A 7) est orthogonal & 7 A W et T et est donc dans le plan P.
Ainsi, pour tout e P, Vo (7) € P; ¢, est donc une application linéaire de P dans P.
On peut remarquer que si U est colinéaire & ? alors @, (7) =al
2. On suppose J = L (7 + 7) et nous posons U = 3“7 + y7

\/§
(a) Vérifier que DA (PAWL)=(P|U) P -«

Voila un simple probleme de calculs.

1
V2
* Dans le R-espace vectoriel E, J a pour coordonnées J = % et W a pour coordonnées
0
z 1 0
7= Y d’oﬁ?/\ﬁapour coordonnées?/\ﬁz— 0 d’ou :
0 V2 Yy—x
1 (Y™
?A(?/\ﬁ):i T —y
0
C’estédire?/\(?/\ﬁ):y;x(?f7>
\ z+y
* Ensuite, u) = et donc
(P a) 7
+y 1 = = R AN arars
07 - (5 (5 +7) - ()
(Pla)7 7% ﬁ(zﬂw) o) (P +7)

* Nous avons alors :

@I T -7 = (50) (T 47) 7 07 =150 (7T)
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Nous avons ainsi démontré que P A (P A W) =(7 | )P -4

Ce que nous voulions

(b) Quelle est la matrice de y,, dans la base By ?

Nous avons, par définition de @, :
Pa (W) = o + 7 A(P AT
C’est a dire, d’apres les calculs ci-dessus :
o (W)= ot +(P| )P~
Trouver la matrice de ¢, dans la base By devient alors facile.

- . 1 ,
Remarquons que <?| 7> = <?| ?> = ﬁ et qu’alors :
(FIT)P =TT =

(7+7)

= Tout d’abord

= De méme :

- — e o
va(i)=aj +(P1 )P~
_ (04—1)_}—1—}(_')—&—_})
= g5+
- w}7el7
- \"T2)7 Ty
11
. a_i 9
D’OUMBO(@Q): 12 21
2 Y72

(c¢) Trouver les noyaux et images de @, dans les cas ot oo =0 et « = 1

* Tout d’abord regardons les conditions pour lesquelles ,, est bijective ; dans ces cas, noyaux
et images sont faciles & trouver. Calculons alors le déterminant de Mp, (¢q) :

o — —

1\? 1
det(Ms, (ga)) = | 12 24|=(a-3) ~1=a’—a=ala—1)
[
2 2

N =

o est donc bijective si et seulement si o # 0 et o # 1 et dans ces cas ker ¢, = { 0 } et
Imp, = P
* Supposons maintenant o = 0

1 1
Dans ce cas, la matrice de ¢ est Mg, (po) = 12 21 De la, nous tirons que
5 3
Impy = {/\ (? — 7) avec \ € ]R}.
Si un vecteur @ € ker ©g, alors ses coordonnées vérifient :
—x2+ Y _ 0
=y = T=Y
5 =

Ainsi ker g = {)\ (7 + 7) avec A € R}
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* Supposons maintenant o = 1

Dans ce cas, la matrice de @1 est Mg, (po) = De 14, nous tirons que Imp; =

N N |~
N 0| =

- =
{)\(i + j) avec)\ER}.
Si un vecteur @ € ker 1, alors ses coordonnées vérifient :

Tty 0

v ==y

Y
= 0
2

- =
Ainsi ker ¢ = {)\ ( i — j) avec A\ € R}
Bizarrement, nous avons Imyg = ker @1 et Imyp; = ker g

Exercice 17 :

Soient E un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3 orienté et k € E un vecteur unitaire de E (i.e.

%
H k H = 1) Nous considérons les applications ® et 11 de E dans E définies par :

o:F — FE n:r¥ — FE . .
T o o(@)=kAw T T e W@ =7 (K| ) F

1. Démontrez que :
(a) @ et Il sont des endomorphismes de E

i. Que ® soit un endomorphisme est une propriété completement liée a la linéarité par rap-
port a 'une des variables du produit vectoriel

ii. Montrons que II est un endomorphisme de F

Cette linéarité est aussi liée a la linéarité par rapport a 'une des variables du produit
scalaire. Tres simplement :
—s PowrveEet Ve E, nous avons :

(7 + )= T+T—(k | T+ TV E =7 (% | D) K+ (% | ?) ¥ = L(D)+1L(D)

—s Pord €eEet A€ R, nous avons :
MOT) = AT — (K [AZ) K =27 - A(F | Z) F = \1(D)
IT est donc bien linéaire de E dans F, soit un endomorphisme de F

%
(b) II est la projection orthogonale sur le plan vectoriel ? othogonal a k

Nous allons utiliser, ici, les résultats de 15.1.18
* Nous avons [ToIT =11
En effet, pour tout U e E, nous avons :

Moll (W)= M[I(W)]

- (@) - (F|u@)*

= (KD F - (F| 7 (F|DE)TF

= w— (R - (R~ (B %) (R ) F
:H?HQZL nous avons (<?|7>—<?|7> <?\?>):O, et donc

Comme <?| ?>
Moll(W)=11(W)

Donc, I o IT = II est un projecteur.
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%
* Le noyau de II est la droite engendrée par k

%
On commence par calculer 1T ( k ) :

) =% - (I EVF=F-%=7

%
Donc k € kerIl N
Réciproquement, si @ € kerII, alors II (7) = 0 et donc :

~FIDF =T =u=(k|2)F

%
Ce qui veut dire que_7> est colinéaire a k et donc que le noyau de II est exactement la
droite engendrée par k R
% Démontrons maintenant que pour tout i € E, nous avons <H ()| k> =0

C’est assez simple :

@) %y = (@ _§?|7_>>?|?>_> .
_ <7|k>_> ik:|7>_><l;:\k>
= Ocar <k|k>:‘kH =1

(c) Dod = —1II

Soit @ un vecteur de E. alors :

Bod (D) =@ (D)= kA2 (D) =k A(KAT)

— — — =
Soit j € E un vecteur tel que H J H =1let <j | k> = 0 et tel que U soit dans le plan de
- =

base{j,k}
A10r57:<7|?>7+<7|I<:>E>
Soit 7 € E un vecteur tel que { ,7, k } forme une base orthonormée directe de E. Alors :
AT =Ra(@IT)VT+@IE)VR)=(RITV(EAT)==(RI17)7
Maintenant,
%A(?/\ﬁ)2?/\(—<7|7>7>=—<7|7>?/\7:—<7|7>7
Nous avons :
(@I DNT+@RITVF = (I17)T =7 (| %)% =1(D)

C’est & dire que, pour tout @ € F, nous avons ® o ® (7) =-1II (7), c’est a dire Do ® = —II
Ce que nous voulions
Nous venons donc de démontrer que, pour tout vecteur U e E nous avons :

— — —
ANEAND)=(F|) k-
2. Démontrer que, pour tout vecteur UeEetW e FE, nous avons :

UNTAAD) =L | T - |2|*7

Soient ¥ € Eet ¥ € E
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- -
— Si W = 0, il est clair que nous avons @ A (W AT) = 0 et (7| D)W — |Z|* 7 =
Nous avons donc ’égalité souhaitée
, — — 0 — .
— Supposons maintenant U # 0 et posons k = = Alors, nous avons H k H =1, et d’apres

ce que nous avons démontré précédemment, pour tout TeE:
— — —
NEAND)= (k| V) k-7
Or:

ANEAD)=(F|NE -7
T = .
Edl (T—J 7) - <7'7>|T—ﬂ v

<
1
L i@y e e
(A AT) = ||7||< )

En multipliant les deux membres de la derniére égalité par ||7||27 nous obtenons :
TANTAAT)=(T| T - ||2* 7
3. Soient 4 € E, U € E et @ € E trois vecteurs de E

(a) On suppose que le vecteur U € E n'est pas nul. Il faut montrer que U A (7 A ﬁ) = (7 | ﬁ) v —
(| 7) W

Voila une question qui demande calculs et soins...
— 4
Comme @ # 0, nous appellons u] = il et donc ||ui| = 1.
= On montre qu’il existe un nombre réel A € R tel que ¥ = AU + 01 et (| v1) =0

Soit j € E tel que H J H =1, u1 | 4 > =0et ¥ appartienne au plan de base orthonormée

{a. 7}

Alor57_<171>|7>171>+<7|7>7—m7+<7|7>7
En posant A\ = <7| 7> et v = <7| 7> 7, nous obtenons v = AU + v

s
= On montre qu'il existe un nombre réel y € R tel que W = pu o + wi et (| wi) =0
La méthode est la mé
Soit k € E tel que H k H =1, u1 | k> =0et W appartienne au plan de base orthonormée

{u17

Alorsm:<a|m>>m+<?|m>?:mmmwﬁ
En posant pu = <7| E?> et Wi = <?\ ﬁ> ?, nous obtenons ﬁ:uﬁ—i—ﬁ

&
= Intéressons nous maintenant & @ A (7 A )
e Commengons par TAD
D’apres ce que nous venons de voir, nous avons :

VAT = N +00)A(ud +wp)

= M(TAD)+NTAG) +pu@ AT+ 01 Aoy
)\(7/\w1)+u(v1/\7) 1}—1> 171)
= )\(7/\’[1)1) (7/\’01) + v ANwi

e Attelons nous, maintenant & @ A (7 A W)
D’apres les calculs précédents, nous avons :

UNTAND)= TUANTAD) —p(d A + 01 Aw])
= NUANTAGR)—p(@AAAR))+ U A (0] Awg)
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Chapitre 18 Orientation, produit vectoriel 18.3 Quelques exercices corrigés

e D’apres une question précédente,
D@ AT = (T | @) T — 2| ]
Et aussi
TA@AT) = (@ | )T - |7

e Regardons x A (v_1> A u71>)
Tout d’abord, ﬁ A 171} est un vecteur colinéaire & un vecteur orthogonal a ﬁ et u—)1> ,
donc colinéaire & . Ainsi, A (17{ A 17{) = ﬁ

e Et donc :

TA@AB) =A@ @) T~ | TI@) - n (@7 T - 1))

....Le travail n’est pas fini!!
e Regardons A ((7 | wi) U — ||7H2 uT{)
La clef de la démonstration tient en :

W= pd +wi = wt =W - pd

Donc :
@ 1T = (71T - 42} = (@] D) - ul TN = (2| B) - S

”7”2 X H7”2 =0

Et pour finir ce point :
M@t wh)y @ — 2 wr) = M) (@ - pl) = A7) + el

e Regardons maintenant p ((7 | v W — ||7H2 17{)
Symétriquement, nous avons f ((7 T — |7 v_f) = —u| 2PV + I

e En synthese :

TNTAD) =pl|TN 7 - AME)P T = (| D) T (L | )T

Ce que nous voulions

(b) Démontrer que la formule précédente est vraie méme si o = ﬁ
817:6}7 alorsﬁ/\(?/\ﬁ):ﬁet <6>| E}>7— <6>| 7>ﬁ:6>

La formule précédente est donc vraie méme si 7 =0
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