Chapitre C Nombres complexes et géométrie C.3 Lieux géométriques

C.3 Lieux géométriques et fonctions de C dans R

C.3.1 Intentions

Nous nous intéressons, dans ce paragraphe, a toutes les fonctions f : R — C et, en particulier aux
lignes de niveaux

Ey=f"1({\}) ={z €C tels que f (z) = \}

C.3.2 Exemples de lignes de niveaux associées aux modules

{f:(C — R
z — f(2)=|z—u|
Alors :

(a) SiA<0,alors By = f~1({\}) =0

(b) Si A =0, alors Ey = f~1 ({0}) = {w}

(¢) Si A >0, alors Ey = f~1 ({\}) est un cercle de centre w et de rayon A
2. Soient a € C et b € C tels que a # b. Nous considérons

{g:C — R
z — g)=lz—al+|z -

1. Soit w € C et

Avant de rechercher les lignes de niveau, remarquons que, pour tout z € C :
la—bl=la—2z4+2z-b<|z—a|+|z—D

Ainsi si

(a) Si\ < |a—b|,alors, comme |a — b| < |z — a|+|z — b, jamais nous n’aurons A = |z — a|+|z — b,
d’otlt :

Ex=g""({N\}) =0

(b) Si A =|a —b], alors z appartient a I'intervalle [A, B] et donc Ex = g7 ({A\}) = [4,B] ot A a
pour affixe a et B a pour affixe b

(c) Si A > |a—b|alors Eyx = g~ ({\}) est l'ellipse de foyers A et B et de grand axe A

3. Soient a € C et b € C tels que a # b. Nous considérons

{h:(C — R
z — h(z)=llz—al—]z-1|

A nouveau, remarquons que, pour tout z € C :
Iz —al = |z = bl| < |a — 0]

Ainsi si
(a) SiA > |a —b|,alors, comme |a — b| > ||z — a|] — |z — b||, jamais nous n’aurons A = ||z — a| — |z — b|],
d’ou :
Ex=h"t({A}) =0
(b) Si A = |a—bl, alors z appartient a la droite (AB) privée du segment |A, B[ et donc E) =
h=1 ({\}) = (AB) \ ]A4, B[ o1 A a pour affixe a et B a pour affixe b
(c) Si A< |a—b|alors Eyx = h™! ({A\}) est 'hyperbole de foyers A et B et de grand axe A

C.3.3 Lemme de géométrie

. . e P N . -
‘P est un plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé R (O., i, ] )

L’ensemble des points M < P tels que M A% = \2M B? avec A > 0 et \ # 1 est un cercle
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Chapitre C Nombres complexes et géométrie C.3 Lieux géométriques

Démonstration

L’affirmation du lemme ci-dessus ne donne ni le centre ni le rayon ni le diametre du cercle ; ¢’est ce que
nous tenterons de faire.
Ce lemme est o rapprocher (et sérieusement!!) des fonctions scalaires de Leibniz vues dans le paragraphe
16.6
1. Premieres remarques
Nous aurions pu étudier M A% = AM B? avec A € R
— Or, si A < 0, Iégalité M A? = AM B? est impossible et on peut conclure que I’ensemble des
points M € P est vide
— Si A =0, alors M A% = 0 et I'’ensemble est réduit au point A
— D’ott la nécessité de A > 0; I’énoncé qui donne A\? nous simplifie la vie dans la démonstration
et I’énoncé du résultat ; nous aurions pu garder A\ > 0 sans 1’élever au carré.
— Si A =1, alors nous avons M A? = MB? < MA = MB et 'ensemble des points M tels que
MA = MB est la médiatrice du segment [A; B]

2. Etudions maintenant I’ensemble des points M € P tels que M A2 = \2MB? avec A > 0et A # 1

Nous avons MA? = N2MB? < MA? — \2MB? = 0. D’aprés les lecons sur le produit scalaire,
nous avons :

MA® — \’MB? = (MA + A\MB| MA - \\B)

— ~§
Nous devons donc rechercher les points tels que <m + AM § | MA— M > =0

(a) Considérons le systeme pondéré {(A,1); (B, \)}.
Comme A+1 # 0, il existe un barycentre G du systéme pondéré {(A,1); (B, A)}; ce barycentre
est défini, pour tout M € P par :

(A +1)MC = MA + \MB

(b) De la méme maniere, le systéme pondéré {(A,1);(B,—A)}, comme 1 — A # 0, admet un
barycentre H défini, pour tout M € P par :

(1— ) MH = MA — \MB

(c) De telle sorte que :

MA? = N2MB2? =0 <= (MA+\MB|MA - \MB) =0
— (A +1)ME|(1-NMH) =0
— (1-2) (MG MH) =0

= <m|m>:0

(d) L’ensemble des points M € P tels que MA? = \2M B? est I’ensemble des points tels que
<m| Mﬁ> =0, c’est a dir el’ensemble des points M € P tels que les vecteurs m et Mﬁ
soient orthogonaux ; c’est donc le cercle de diameétre [GH|

(e) En fait, en faisant M = A, nous avons :

« AC = %—l—lﬁ’ G est sur le segment [AB]

A
* ﬁ £ ﬁ/@, H est toujours en dehors du segment [AB]

C.3.4 Théoréme

‘P est un plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé R (O, 7, 7) et identifié a I’ensemble
des nombres complexes C. Soient a € C et b € C 2 nombres complexes tels que a # b; a est I'affixe
d’un point A € P et b est I'affixe de B € P.

Soient A € R avec A >0

Alors, I'’ensemble E)\ = {z € C tels que |z —a| = A|z —b|} est :
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Chapitre C Nombres complexes et géométrie C.3 Lieux géométriques

1. La médiatrice du segment [AB]si A =1

) Ala—b
2. Un cercle de centre () € P d’affixe w = (117)\2 et de rayon R = o —

=] siA#£1

Démonstration

1. Premieéres remarques

(a) Evidemment, si A < 0, alors £ =0 et si A =0, alors z = a

(b) Supposons A =1
Alors Ey = {z € C tels que |z —a| = |z — b|}; cet ensemble a déja été étudié en C.2.3; c’est
bien la médiatrice du segment [AB]

(¢) SiA>0et AN#1,alorsa¢ Ey et b¢ Ey
En effet, si a € Ej, alors |a —a| = A|a — b| <= A|a — b] =0, ce qui est impossible.
De méme, b € Ey, alors |b—a| = A|b—b] <= \|b—a| = 0, ce qui est impossible puisque
a#b
Donc a ¢ E) et b ¢ E)

2. Supposons A > 0et A # 1
Alors |z —a| = M|z — b| <= |z — a|® = A\?|z — b|>. Si 2 est Daffixe d’'un point M € P, nous avons
alors M A% = A\2M B2. Nous avons déja résolu la question dans le lemme

A A
E) est donc un cercle de diametre [GH| ou AC = mﬁ ot AH = ﬁﬁ

Ab
— Si g € C est laffixe de G, nous avons g —a = SEE] (- a);:) g= a)\—: 1 N
— De méme si h € C est Vaffixe de H, nous avons h —a = ﬁ(b—a) < h= al— 5
— Le centre est donc donné par €2 d’affixe
_g+h 1 (a—i—)\bJra—)\b) B a— A%b
YT Tao\m1 Tioa /) T ew
, 1
— Le rayon R est donné par R = 3 |g — h| et donc :
1 1la4+Xb a—Xb| X|b—al
R=—|g—h|== - -
390 =3 135 1—,\‘ -2
Ce que nous voulions
Remarque 8 :
Nous sommes toujours dans les hypotheses et les notations de
La médiatrice du segment [AB] définie par |z —a| = |z — b| coupe le plan affine P en 2 demi-plans

ouverts.
= Un premier demi plan P; défini par |z — a| < |z — b| qui contient le point A d’affixe a
= Un second demi plan Py défini par |z — a| > |z — b| qui contient le point B d’affixe b
Se reporter A la figure

Exemple 1 :

Exercice résolu Quel est I'ensemble des points z € C tels que |z + 3| = 2|z| 7
Voila un exercice d’application directede

Dans notre cas, nous avons a = —3, b = 0 et A = 2. L’ensemble recherché est donc un cercle de centre
-3 2|-3
QG'Pd’aﬂixew-H—letderayonR—|1|_4|—2
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MA>MB

MA<MB

Ficure C.1 — Régionnement du plan : MA > MB <= |z —a|] > |z —blou MA < MB < |z —a] <
|2 = bl

Exercice 1 :

Quel est Pensemble des points z € C tels que |z —i| = |z —iz| = |z — 1|7
Exercice 2 :
1. Montrer que pour tout nombre complexe a € C, b € C et z € C, nous avons :

2 |b_a|2
2

a+b
5

|z—a2+|z—b|2:2’ :

- . [P
i, ) et identifié a l'en-

2. P est un plan affine euclidien rapporté a un repere orthonormé R (O,
semble des nombres complexes C.

Trouver I’ensemble des points M € P tels que M A2 + MB? = XA o1 A € R

C.3.5 Lignes de niveau associées a I’argument d’un nombre complexe

. . P R . - . ige s
Le P est un plan affine euclidien rapporté a un repéere orthonormé R(O, i, 3) et identifié a
I’ensemble des nombres complexes C
Soit w € C fixé et on s’intéresse a la fonction f définie par :

{f:C\{w} — R

z — f(z)=arg(z —w)

Pour tout § € R, on pose Ey = [~ ({#}) = {z €: C\ {w} tel que arg(z —w) = 0 [27]}

&y est le sous ensemble du plan P correspondant

Alors I'’ensemble Ej est identifié a la demie droite passant par le point 2 d’affixe w et d’angle polaire
0, privée du point ()

Démonstration

Si arg (z — w) = 0 [27], alors z — w = pe'? avec p > 0 et donc z = w + pe®d.

Remarque 9 :

Nous vérifions, sans plus de difficulté que Fy = {z €: C\ {w} tel que arg(z —w) = 0[]} est identifié &
une droite passant par 2 et d’angle polaire 6
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C.3.6 Lemme

Soient z € C* et § € R. Alors : (argz = 0 [1]) < (2 = ze?")

Démonstration

1. Supposons arg z = 0 [7]

Alors z = pe? ou z = pet(0+m)
— Siz = pei? alors z = pel(=0+20) = pe—i02i0 — 720

5 Siz= pei(0+7r)’ alors z = p67i97i7r+2i0+2i7r _ pefi(0+7r)62i9+2i7r _ pefi(0+7r)€2i0 _ 3627;6
Ainsi, si arg z = 0 [r], alors z = ze%?

2. Réciproquement, supposons z = ze2*
Alors, si z = pe'™, nous avons z = pe e = pe=iat2il — pei(—a+20)

Donc, nous avons a = —a + 20 + 2knw <= 2a =20 + 2kr <= a =0 + kn < a =0 [n].
Autrement dit, arg z = 6 [r]

C.3.7 Théoréme

. . e , s N , - = . ipes s 1y
‘P est un plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé R (O, i, ) et identifié a I’ensemble

des nombres complexes C
Soient a € C et b € C, 2 nombres complexes tels que a # b. Soit § € R. Nous appelons :

Ey = {z € C\ {a;b} tels que arg(z:Z) E(‘)[ﬂ}

Alors :
1. Si # =0][n], alors Ey est la droite (AB) privée des points A et B
2. Si 0 n’est pas congru a 0 modulo 7, alors Fy est un cercle de centre le point () € P d’affixe

B a—i—b) ,(a—b) _Ja—10|
w-( > +1 5 cot@etderayon]?,—2|sine|

Démonstration

1. Les points M, A etB sont alignés si et seulement si, au niveau des affixes, z —a = A (z — b) avec

z:Z € R, c’est a dire arg (%) =0/[n].

Donc, si 6 = 0[n], alors Ey est la droite (AB) privée des points A et B
2. Supposons que # n’est pas congru a 0 modulo 7
D’apres le lemme [C:3.6] nous avons :

Zz—a Zz—Qa z—Q :
=0 > — = <7) 240
(arg(z_b) 7] (z—b z—>b c
Nous allons maintenant démontrer le résultat proposé par une méthode tres calculatoireﬂ
= Tout d’abord :

A € R, c’est a dire, si et seulement si

'Z:Z :@eQie{:)(z—a) (Z-0) =e* (z—b) (z—7)

Ce qui, tous calculs faits, nous donne :

(z—a)(z-b) =€ (z—b) (z—q)

<
(1 — egw) 2Z + (eQiea — B) z+ (begi@ — a) Z+ab—e2Pgh =0
s
(2T —b)  (be** —a)_ ab— ¥?ab

2Z+ (1 _ 62i9) z+ (1 _ 621'0) zZ+ (1 _ 621'0)

1. Et un peu longuette!!
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= Nous allons, maintenant, simplifier 1 — ¢

Tout d’abord, 1 — 2 = (1 — cos 26) — isin 26

— Nous avons cos 20 = cos? § — sin®§ = 1 — 2sin? 0, de telle sorte que (1 — cos 26) = 2sin?

— De plus, sin 26 = 2sin# cos
Donc 1 — €2 = 2sin? 0 — 2isinf cosf = 2sin @ (sinf — i cos 0)
Or, en regardant les lignes trigonométriques, nous avons :

sin # = cos (—g +9> et — cosf = sin (—g +9)

Donc : sinf — icosf = cos (—g + 9) + i sin (—g + 9) = ei(7g+9) = —je'?
Donc : , ,
1 — e?? = —2jgin he'?

= D’ou nous avons :

(2% — )
(1 _ 62i9)

(beQw — a) _ ab—c%9gh
—= 7 -

(1 _ 6210) (1 _ 6220)

B <

(eQME — b) (be2i9 — a) _ ab—e*gD

—2i sin fei? —2i sin fet? —2i sin fei?
a <

B (e%‘ga - b) (be%e — a) _ ab—e*9gh

27 — ~—— Ly i R :
24 sin fet? 2i sin fe? 27 sin fet?

2z + z+

2z +

(bezw — a)

2i sin fet? Alors,

= Notons w =

(beQw — a) (bew — ae’w)

2isinfeid 2 sin

De la méme maniére : . _ ) .
(GQZOE _ b) (ezﬁa _ beﬂe) B
24 sin fe? 2isin 0

De telle sorte que

- (emgﬁ — 5) N (beQie —a)_  ab—e*%ab
—2i sin fei? —2i sin fet? 2i sin He??
<~
_ _ ab—e29g)
-0 —WE — —————— =
2i sin fet?
<~

L 9 ab— e20gh B
(z-w)E-) Wl - e =
<~
2 2 CLB — €2i96b
|z =wl” =l + 2i sin fet?
= Simplifions ’écriture de w

(be™® — ae1%) b(cos® +isind) + a(cosd —isind)

YT T ising 2 sin g
cos@ (b—a)+isinb(a+b)

2sin
(a+b> z?a—b)sm@
2 2sind

b —-b
= (57) +i(%57 ) eort
ab — e29gh

2 sin fet?

= Simplifions maintenant, P'écriture de |w|* +

Nous allons le faire en plusieurs temps
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. 2 _
— Tout d’abord, par un calcul simple, de |w|® = w X @, nous avons :

5 _ (be? —ae™?)  (ePa—be™)  |b]* - bae? — abe?? + |a)?
w" =wxw= — X — = )
2isin 0 2isin 0 4sin“ 0
’ . ) ei& _ 6710 " i
— D’autre part, 2isin = 2i x — )= e — e " de telle sorte que :
1
ab — e29gb B abe= 0 — gD

2isin et 2isinf _ ,
_ —2isin 0 (abe_“g - el"ab)
- 4sin’f .
B (e’e — 6_19) (abe‘le — e“’&b)
- 4sin’9 i
_ abe=2% — @b — ab + 29Gb
N 4sin% 0

— En additionnant, nous obtenons :
| |2 ab — e29gb B |b\2 — bae?®? — qbe?? + |a|2 N abe= 29 —ab — ab + 29gbh
2isin fe2i® ) 4sin? 0 ) 4sin% @

_|o]” —ba — ab + |a

N 4sin% 0

_ (a—D) (@a—0b)

N 4sin% 0

ey

~ 4sin’é

z—a
Ainsi, Daffixe des points M € P, vérifiant arg <7b> = 0 [n] ol 0 n’est pas un réel congru a 0
- —

2= la — b]?
 4sin%6
4 a+b fa—=10
C’est donc un cercle de centre le point 2 € P d’affixe w = 5 +1 5 cot @ et de rayon
_a—b|
~ 2]sinf)

modulo 7 vérifie : |z —

Remarque 10 :

1. Lorsque 0 n’est pas un réel congru a 0 modulo 7, alors A € Fy et B € Ey

En effet, nous avons :

a—l—b) .(a—b> ) <(a—b> ,(a—b) ) a—>b ;
—wl=la— _ = = 1
la —w| = |a (< > +i 5 cot 5 +i 5 cot 6 5 x|1 + i cot ]
1
Or, [1+icotf® =1+ cot? = — 5— et donc |1 +icotf] =1+ cot?§ = —.
sin” 0 |sin 6|
—b 1
Donc |a —w| = GQ‘ X W = R et donc A est bien sur le cercle de centre €2 et de
sin
rayon R
Le calcul serait identique pour mour montrer que B est sur le cercle de centre 2 et de
rayon R

b
et Ey est donc le cercle de diametre [A; B] sauf A et B

2. Si@zg[w},alorsw=a+

b —b
3. Si 0 n’est pas un réel congru a 0 modulo 7, le centre du cercle Fy wy = <a ;_ ) +1 (a 5 ) cot 6
a+b

peut s’écrire, puisque cotf € R, w = < ) +id(a—b)ouXeR
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Ainsi, 'ensemble des centres €2 est une droite A dont I’équation complexe est

z= <a_2|—b)—|—i/\(a—b) avec A € R

Cette droite A passe par le milieu I du segment [4; B].

En fait, A est la médiatrice du segment [A; B].

Pour le démontrer, il suffit de montrer que les droites A et (AB) sont perpendiculaires.
Soit M € A; alors :

<m|ﬁ4>: Re (z—a;—b) (a—a;—b)

S (D I o)

C.3.8 Corollaire

- =
Le P est un plan affine euclidien rapporté a un repéere orthonormé R(O, i,j) et identifié a

I’ensemble des nombres complexes C
Soient A, B, C et D 4 points du plan d’affixe respective a €c C, b€ C, ce Cet de C

. _ . . .[c—b d—a
Ces points sont alignés ou cocycliques si et seulement si X =0 eR
c—a —

Démonstration

(c—b d—a) Kc—b) (d—a)}:
Nousavons(c_a>><(d_b €ER < arg —a) T = 0[n]

o c—b d—a c—b d—a
Des propriétés de 'argument, nous avons : arg X|——|| =arg| —— | + arg .
c—a —

c—a

De la, nous tirons :

we[(2) 5 (0] =or = v

c—b d—a c—b d—>b
Donc, <c—a) x (d—b) ER@arg(c—() :arg(d_a>[7r]

—b
1. Supposons A, B et C alignés; alors, d’apres |C.3.7], arg (z_ a) =0[n]

—b d—"b d—>b

Comme arg (Ci) = arg (7) [7], nous avons arg ( ) = 0[], et donc les points A, D
c—a d—a d—a

et B sont alignés, et donc A, B, C et D sont alignés.

2. Supposons A, B et C non alignés; alors, il existe 6 € R, tel que 6 soit non congru a 0 modulo m
—-b
telle que arg (07) =0 [n].
c—a
D’apres [C:3.7] C est situé sur un cercle Cy.

c—b d—>b d—b
Comme arg { —— | = arg | —— ) [n], nous avons arg

c—a d—a d—a
C, D se trouve aussi sur le cercle C;

Les points A, B, C' et D sont donc cocycliques.

0[], et donc, comme A, B et
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C.3.9 Corollaire

. e . N . - . BT
‘P est un plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé R (O, i, ] ) et identifié a I’ensemble

des nombres complexes C
Soient a € C et b € C, 2 nombres complexes tels que a # b. Soit § € R. Nous appelons :

Fy = {z € C\ {a;b} tels que arg(iiZ) = 9[2%]}

Alors :
1. Si 0 = 0[27], alors Fy est la droite (AB) privée du segment [A; B]

2. Si 0 = 7 [27], alors Fy est le segment [A; B] privé des points A et B, c’est a dire le segment
ouvert |A; B|

3. Si 6 n’est pas congru a 0 modulo 27, alors Fy est un arc de cercle privé des points A et B

C.3.10 Inégalité et théoreme de Ptolémée

. . e s N . - . ipes 3 1y
‘P est un plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé R (O, i, ) et identifié a I’ensemble
des nombres complexes C
Soient A, B, C et D, 4 points du plan P 2 a 2 distincts et ABCD le quadrilatére correspondant.

1. Inégalité de Ptolémée
Nous avons toujours AC.BD < AB.CD + AD.BC

2. Le théoreme de Ptolémée
Le quadrilatéere convexe ABCD est inscriptible dans un cercle si et seulement si le produit
des diagonales est égal a la somme des produits des cotés opposés, c’est a dire

AC.BD = AB.CD + AD.BC

Démonstration

1. Inégalité de Ptolémée

Il est tres facile de vérifier par le calcul la relation :
(a—c)(b—d)=(a=b)(c—d)+(a—d)(b—2¢)
D’ou, en passant aux modules :
l(a—=c)(b=d)| =|(a=b)(c—d)+(a—d)(b-c) <[la—0)(c—d)+][(a—d)(b-c)

C’est a dire en passant aux points du plan :AC.BD < AB.CD + AD.BC
C’est donc 'inégalité de Ptolémée

2. Le théoréeme de Ptolémée

Le théoreme de Ptolémée revient donc a chercher les cas d’égalité dans 'inégalité de Ptolémée.
D’apres 8.3.6, nous avons |(a —¢) (b—d)| = |[(a = b) (¢ — d)| + |(a — d) (b — ¢)] si et seulement si

(a—10)(c—d) 4
a—d)b—c X
o (b)) (- b))
@ 000K oo F

D’apres les points A,B,C et D sont alignés ou cocycliques
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