Chapitre C Nombres complexes et géométrie C.4 Les triangles dans le plan complexe

C.4 Les triangles dans le plan complexe

Dans ce paragraphe, nous revisitons le programme du collége avec, comme piment supplémentaire, [’in-
troduction des nombres complexes

C.4.1 Définition de < vrai triangle >

. . e . . L s < , -
P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repére orthonormé R(O, i, (7) et
identifié a I'’ensemble des nombres complexes C

On appelle vrai triangle du plan P, la donnée de 3 points A € P, B € P et C € P non alignés

Remarque 11 :

Si T = ABC est un vrai triangle, nous notons :

—

64 = (AB,AC) 6= (BC,BA) 6o = (CA.CB)

FI1GURE C.2 — Un vrai triangle

C.4.2 Proposition

by

P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repéere orthonormé R(O,
identifié a I'’ensemble des nombres complexes C
Soient 3 points A € P, B € P et C € P non alignés alors :

det (ﬁ ﬁ) = det (C—zzl, C@) = det (B?, B-1>4>

?7) et

Démonstration

En utilisant les propriétés du déterminant, nous avons :
det (ﬁ,zﬁ) = det (ﬁ + C@,B) = det (ﬁ,ﬁ)—l—det (C@,@) = —det (C@,CTZI) = det (ﬁ,@)
Puis,

det (ﬁ,ﬁ) = det (1@, z@ + B?) = det (/@,ﬁ)+det (1@, ]%) = —det (Q,B?) = det (B?, E}A)
D’ou le résultat det (E, 1@) = det (CTZI, C@) = det (B?, Ei)
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C.4.3 Définition

P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repére orthonormé R(O7
identifié a I'’ensemble des nombres complexes C

Soient 3 points A € P, B€ P et C € P non alignés

On dit que le triangle T'= ABC est orienté positivement si det <xﬁ ﬁ)

?7) et

Remarque 12 :
1. Evidemment, le triangle T'= ABC est dit orienté négativement si det (z@, m) <0

2. De la relation det (ﬁ, ﬁ) = AB x AC'sin (ﬁ, ﬁ) = AB x AC'sinf 4, nous obtenons :

_ det (E,@) ) det (B?, ﬂ) _ det (CTzl, C@)
sinba=—gxac M= "poxma W= —Eivem

Ce qui montre que sinf 4, sinfp et sin 6 sont de méme signe

C.4.4 Théoreme
. . e . . Py N , -
P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repére orthonormé R(O, i, 7) et
identifié a I'’ensemble des nombres complexes C
Soient 3 points A € P, B € P et C € P non alignés

Alors, 04 +0p +0c =7 [271'}

Démonstration

Nous avons :

04 +0p+0c=

(A-é A0+ (ﬁ BA) + @

(,ﬁ ﬁ) ¥ (ﬁ @) (BC,BA)
Qﬁiﬁ) + (B? BA)

~ (4B,B4)

Or, (/@,B—/i) = 7 [27]. Donc 04 + 0p + 0c = 7 [27]

|

C.4.5 Relation dans un triangle

P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repére orthonormé R(O,?,?) et
identifié a '’ensemble des nombres complexes C

Soient 3 points A € P, B € P et C € P non alignés

Dans le triangle "= ABC, nous avons les relations suivantes :

BC AC AB

sinHA a SineB - Sinoc

Démonstration

Des relations
— det (AB, R) — AB x ACsinf,

— det (BC, BA) = BC x BAsinfj
— det (CTZLC@) =(CA x CBsinf¢c
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et de la proposition [C.4.2] nous avons :
AB x ACsinfly = BC x BAsinflg = CA x CBsinf¢

= De la premiere égalité AB x AC'sinf4 = BC x BAsinfp, nous tirons :

AB x AC  BC x BA AC BC

- : — — = -
sinfp sin 6 4 sinfp  sinfy

= En utilisant une seconde égalité BC' x BAsinfp = CA x CBsinf¢, nous avons :

BC’xBA_C’AxC’B AB CA

; : — — = -
sin 0o sinfp sinfo  sinfp

B A AB
De la transitivité de I’égalité, nous avons : ¢ _ A =

sinf4  sinfp  sinfeo

Remarque 13 :

F1GURE C.3 — Relations dans un triangle triangle

Traditionnellement, il était noté BC = a, AB = ¢ et AC = b, d’ou les relations dans un triangle

deviennent :
a b c

sinf,  sinfp  sinfo

Exercice 3 :

Démontrer que pour tout triangle direct T'= ABC', nous avons :
CB? = AB? + AC? —2AB x AC cosf4 < a®> = ¢* + b> — 2bccosfy

Que se passe-t-il si 4 = g ?

C.4.6 Aire d’un triangle

77) et

P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repére orthonormé R(O,
identifié a I'’ensemble des nombres complexes C

Soient 3 points A € P, B € P et C € P non alignés qui forment un vrai triangle 7' = ABC
1
L’aire du triangle T = ABC, est donné par p (T) = 3 ’det (B,B)‘
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C.4.7 Proposition
- =
P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repére orthonormé R(O, z',j) et
identifié a I'’ensemble des nombres complexes C
Soient 3 points A € P, B € P et C € P non alignés qui forment un vrai triangle 7' = ABC'
1
Alors I'aire du triangle T' = ABC, est donné par 1 (T) = §AH><BC’ ou H est la projection orthogonale

de A sur la droite (BC)

Démonstration

FIGURE C.4 — Aire d’un triangle

Soit d(£1>c jf le projeté orthogonal de A sur la droite (BC) et nous considérons le repére orthonormé
R (H, 1,7 ) Alors, les coordonnées des points A, B et C dans ce repéere sont A (0,y4) B (xp,0) et

w=() A=)

C (z¢,0), de telle sorte que

ro

Donc det (1@ @) yA _yA

Donc p (T ’det ﬁ ﬁ)‘ —|ya(xc —zp)| = |yA| (e —xp)| = fAHx BC

= YA (Ic - 363)

Remarque 14 :
On retrouve cette fameuse formule sur aire des triangles :

Base multipliée par la hauteur et divisée par 2

Remarque 15 :

Dans cette remarque, nous montrons des résultats tres simples

1. On pourrait aussi démontrer, mais cela n’apporte pas grand chose, que :

2u (T) |sm9,4| |sinfp|  [sinfc|
AB x AC x BC  BC AC ~  AB

2. Expression complexe de 'aire d'un triangle T'= ABC

Si a € C est I'affixe du point A, b € C celle du point B et ¢ € C I'affixe du point C,
nous avons :

/L(T):% Im (b—a)(c—a)
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Démonstration

D’apres les rappels C.1.2, nous avons, si a € C est I'affixe du point A, b € C celle du point
A et ¢ € C laffixe du point C, det (E, /ﬁ) =TIm [(b —a)(c— a)]
D’ou le résultat

3. Une majoration de l'aire

Si T'= ABC est un vrai triangle, on a alors :
1
w(T) < §AB x AC

L’égalité est réalisée si, et seulement si, le triangle 7' est rectangle en A

Démonstration

Nous allons utiliser 2 méthodes pour démontrer ce résultat.
1
(a) Tout d’abord, rappelons que p (T) = 3 ‘det (ﬁ,ﬁ)‘
Partant de det (ﬁ,zﬁ) = AB x AC x sinfy, c’est a dire :

p(T) = % |AB x AC x sinfy| = %AB X AC [sinf 4]

1 1
Et remarquant que |sinf4| < 1, nous avons u (T) = iAB x AC |sinf 4] < EAB x AC
Ainsi, si T est un triangle rectangle en A, alors, angle 64 est droit et [sinf4| = 1;

1
donc p (T) = §AB x AC

(b) Une autre méthode consiste & utiliser les nombres complexes et utiliser I'inégalité
Im (2)] < 2|

(b—a)(c—a)| et comme

N =

= Comme u(T) = 3 ’Im(b—a) (c—a)’ <

1 1 1
(b—a)(c—a)’zi'(b—a)‘ X \c—a|:§|b—a|>< \c—a|:§AB><AC

1
Nous avons bien u (T) < §AB x AC

1
= L’égalité u (1) = §AB x AC est équivalente a 1’égalité :

Im(b—a)(c—a)‘:‘(b—a)(c—a)

Et cette égalité n’est réalisée que si (b — a) (¢ — a) est imaginaire pur, c’est & dire si
les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires

C.4.8 Centre de gravité d’un triangle

- =
P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repére orthonormé R(O, i, j> et
identifié a I'’ensemble des nombres complexes C
Soient 3 points A € P, B € P et C € P non alignés formant un vrai triangle 7' = ABC' et d’affixes

respectives « € C, b Cet ceC
a+b+c

L’affixe du centre de gravité G de T est zg = 3
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Démonstration

. A . = —
Si G est le centre de gravité du triangle T'= ABC, alors GA + Cﬁ + Cﬁ = 0, et en passant aux affixes,
si zg est affixe de GG, nous avons :

at+b+ec

(2¢ —a) +(2¢ —b) +(2¢ —¢) =0 <= 2¢ = 3

Remarque 16 :

Rappelons nous I'exposé sur le calcul barycentrique :

a
— @ se trouve sur la droite passant par les points d’affixe ¢ et ——

. a
— @ se trouve sur la droite passant par les points d’affixe b et 5
c+0b
. 7 . . 2
On retrouve le fait que les médianes d’un triangle sont concourrantes.

— (@ se trouve sur la droite passant par les points d’affixe a et

F1GURE C.5 — Centre de gravité d’'un triangle

C.4.9 Cercle Circonscrit

P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repéere orthonormé R(O,?,?) et
identifié a I'’ensemble des nombres complexes C

Soient 3 points A € P, B € P et C € P non alignés formant un vrai triangle 7' = ABC et d’affixes
respectives a € C, be Cet ccC

Si Q) est le centre du cercle circonscrit au triangle T, alors 2(1@,@) = (@,@) [27]

Démonstration

a—c
1. Les points A, B et C étant non alignés, si § = arg (b—), alors 6 n’est pas congru a 0 modulo
c

.
Appelons C = & U {A, B} ou

& = {M € P\ {A, B} tels que (m,m) = G[ﬂ}

C est un cercle contenant les points A, B et C'; c’est donc le cercle circonscrit au triangle 7.

a—z
Un point M € P d’affixe z € C est un point du cercle circonscrit C si et seulement si arg < 5 )

MEE h

2. En utilisant la relation de Chasles, nous avons :

-

(Sﬁ,@) + (sﬁ,(ﬁ) + (Sﬁ,@) = (Sﬁ,(ﬁ) = 0[27]
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F1GURE C.6 — Un cercle circonscrit a un triangle

Dans le triangles QAB nous avons :

—_— -

(ﬁ,ﬁ) + (ﬂ,(ﬁ) 5 (/B—gﬁ = 7 [27]

Dans le triangles QAC nous avons :

e ——

(Cﬁhﬁ) + (ﬁ,ﬁ) + (@Aﬁ) = 7 [27]

-

Les triangles QAB et QAC sont isoceles et donc @;ﬁ) = (Bﬁ,ﬂ) et (CTJLC?) =

(ﬁ, ﬁ), et donc nous avons :

. —

2(@,@) + Eﬁ =7 [27]

Et

—

2(@,1@) + (m =7 [27]

En additionnant les 2 dernieres égalités, nous obtenons :
2| (AB. 48) + (46, 4¢) | + |(@4.0B) + (€. 04)] =7+ 7 = 0[2n]

C’est a dire

-

2(@,1@) - (Sﬁ,@) = 0[2nx]

Ce que nous voulions

Remarque 17 :

Le centre du cercle circonscrit est le point de concours des médiatrices des cotés du triangle.

C.4.10 Lemme

P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repére orthonormé R(O,
identifié a I'’ensemble des nombres complexes C

?7) et

https://mathinfovannes.fr Le cours de L, Jean-Luc EVENO@© page 917



Chapitre C Nombres complexes et géométrie C.4 Les triangles dans le plan complexe

Soient 3 points A € P, B € P et C € P non alignés formant un vrai triangle "= ABC et d’affixes
respectives « € C, b Cet ceC

Un point M € P d’affixe z € C est sur la hauteur de T issue de A si et seulement si (z —a) (c —b)
est imaginaire pur

Démonstration

Si M est sur la hauteur issue de A, alors <m| B?> =0.
Or, <m | ]?}> = Re ((z —a)(c— b)) =0, ce qui veut dire que (z — a) (¢ — b) est imaginaire pur

Remarque 18 :

3

Si (z — a) (¢ — b) est imaginaire pur, ceci veut dire que arg (z — a) — arg (¢ — b) = — [«].

Comme arg (z — a) —arg (c — b) = arg (%), il est équivalent de dire que (z — a) (¢ — b) est imaginaire
c—

z
pur et
c—

a . o
b est Imaginaire pur.

C.4.11 Egalité de Wallace

. .y . . Lo S , - =
P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repére orthonormé R(O, i, ]) et

identifié a I'’ensemble des nombres complexes C
Soient 3 points A € P, B € P et C' € P quelconques. Alors, pour tout M € P, nous avons :

(AM | BC) + (BM | CA) + (CM | AB) =0

Démonstration

Soient a € C laffixe de A, b € C l'affixe de B, ¢ € C 'affixe de C et z € C laffixe de M, alors, d’apres
P’expression du produit scalaire, nous avons :

(AM | BC) + (BM | CA) + (CM | AB) =Re ((: ) c— D) + (- D) (@ - + (- — ) (b~ a))

Nous allons démontrer que (z — a) (¢ — b)+(z — b) (a — ¢)+ (2 — ¢) (b — a) est un nombre imaginaire pur.

(z—a)(c—b)=(z—a)(c—b) = (z—b—|—b—7a)(é—g)

= (z=b)(c=b)+(—a)(c—b) ~

= (z=b)(c—a+a—b)+(b—a)(c—0b)

= (z=-bE-a)+(z-0b)(@-b)+(b—-a)(c-b) ~

= (z-b@E-a)+(z—ct+c—=b)(@—b)+(b—a)(c—b) B
= (z=bc—a)+(z—c)(@a=b)+(c—b)(@a—b)+(b—a)(c—>b

D’ou

(z—a)(c=b)+(z=b)(a—c)+(z—c)(b—a) =(c—b) (a—b) + (b—a) (c—b)
En posant U = (¢ — b) (a — b), nous avons U = (a — b) (¢ —b) et donc :

(z—a)(c=b)+(z-b(a—c)+(z—¢c)(b—a)=U—-U=2iIm (U) = 2iIm ((c — b) (a — b))

Ce qui montre donc que (z —a) (¢ —b) + (2 —b) (a — ¢) + (2 — ¢) (b — a) est un nombre imaginaire pur
et que sa partie réelle est nulle. Ainsi :

(40| BC) + (BM | CA) + (CM | AB) = 0
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Remarque 19 :

Nous venons aussi de montrer que, pour tout nombre complexe a € C, b € C c € C et z € C que si 2
quantités parmi (z — a) (¢ — b), (z —b) (a — ¢) et (z — ¢) (b — a) sont des nombres imaginaires purs, alors
la troisieme quantité est aussi imaginaire pure.

C.4.12 Théoreme

P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repéere orthonormé R(O7
identifié a I'’ensemble des nombres complexes C

Soient 3 points A € P, B € P et C € P non alignés formant un vrai triangle 7 = ABC. Alors, les
hauteurs de ce triangle sont concourrantes. Le point de concours s’appelle orthocentreﬂ

?7) et

Démonstration

FIGURE C.7 — L’orthocentre, point de rencontre des hauteurs

Soient a € C 'affixe de A, b € C I'affixe de B, ¢ € C l'affixe de C'. Nous appelons H4 la hauteur issue de
A et Hp la hauteur issue de B.

Soit M € P tel que M € H 4 ; alors laffixe z € C de M vérifie Re ((z —a)(b— c)) =0, c’est a dire que
(z — a) (b — ¢) est imaginaire pur.

De méme, si M € P tel que M € Hp; alors affixe z € C de M vérifie Re ((z —b)(a— c)) =0, c'est a

dire que (z — b) (a — ¢) est imaginaire pur.

Si M € HyN Hg, alors (z —a) (b —¢) et (z — b) (a — ¢) sont imaginaires purs.

D’apres le résultat montré précédemment, nous pouvons conclure que (z — ¢) (a — b) est imaginaire pur
et que donc M € H¢, la hauteur issue de C

Les 3 hauteurs sont donc concourrantes

C.4.13 La droite d’Euler

‘P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repére orthonormé R (O, _i>, 7) et iden-
tifié a I'ensemble des nombres complexes C

Soient 3 points A € P, B € P et C € P non alignés formant un vrai triangle 7' = ABC' et d’affixes
respectives « € C, be Cet ceC

Soient G le centre de gravité de 7', Q) le centre du cercle circonscrit et H I'orthocentre.

Alors fﬁ = 300G, ce qui veut dire que les 3 points G, (2 et H sont alignés, formant ainsi la droite d’Euler

Démonstration

Soit €2 le centre du cercle circonscrit au triangle T = ABC
Sans perdre de généralité, nous considérons le repere orthonormé R (Q, i, ), c’est a dire que nous
considérons que {2 = O.

2. Qu’il ne faut pas confondre avec hortocentre qui a tout d’une jardinerie
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Nous avons alors, puisque 2 est le centre du cercle circonscrit :

Si G est l'isobarycentre de T', alors, 'affixe g € C de G est donnée par g =

la| =QA=QB = o] =|c| =QC =R

a+b+c
—3

Soit H le point de P d’affixe h =a+ b+ c.
Nous allons montrer que H est 'orthocentre de T
Tout d’abord, nous avons, en termes d’affixes h — a = b + ¢, ce qui se traduit, en termes vectoriels par :

ﬁ = QB + QC'. Nous avons, alors :

(AF | GB) — (OB + 6¢| aF - ac)

QB2 - QC*=R>~ R =0

Ce qui veut dire que les droites (AH) et (BC') sont orthogonales et que H est sur la hauteur issue de A.
Nous démontrerions, de la méme maniere que <B | A > = 0, et que, donc, les droites (BH) et (AC)
sont orthogonales et que H est sur la hauteur issue de B.

H est donc orthocentre du triangle T', et comme 3g = h, nous avons (ﬁ = 3@.

Ainsi, les points 2, H et G sont alignés.

C.4.14 Triangle équilatéral

P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repere orthonormé R(O,?,?) et
identifié a '’ensemble des nombres complexes C

Soient 3 points A € P, B € P et C € P non alignés formant un vrai triangle 7' = ABC' et d’affixes
respectives a € C, be Cet ce€ C

Les propositions suivantes sont équivalentes :

ok W pDE

Le triangle T = ABC' est équilatéral
lb—al=[b—c[=lc—a
1 1 1
a—b b—c c—a
a’? + b2+ =ab+bc+ca
j et j = j2 étant les racines cubiques de I'unité, I'une ou I'autre est racine du polynéme du
second degré az? + bz + ¢

=0

Démonstration

La démonstration de ce résultat est tres calculatoire, et, parfois, astucielle.

1.

Il est évident que nous avons I’équivalence :
ABC triangle équilatéral <= |b—a| = |b—¢| = |c — a]

Cette équivalence est liée a la définition de triangle équilatéral et au lien entre distance et module
de nombres complexes

1
2. Supposons que |b—a| =|b— ¢| = |c — a| et démontrons que + + =0

a—b b—c c—a
— Nous avons :

I 1 ><a—b_ a—>b
a=b  a—b a—b |a—b?
a—1b 1 a—>b

= X —
b—c*> b—c b—c
1 o a—b—c+ec
b—c b—c
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— Comme : | | | ‘2
b \b_cﬁzl
— (a—c)(a—c)_
(b—c)(b—c)
e la=9 (-9

o (75 1) - (491

— Et donc :
1 1 ((b—c ) 1 1
= X -1)= -
a—b b—c (a—c a—c b—c
1 1 1
C’est a dire + —+ =0

a—b b—c c—a
1 1 1

3. Supposons + + =0

a—b b—c c—a
Alors, en multipliant cette égalité par le produit (b — ¢) (a — b) (¢ — a) et nous obtenons alors :

(b—c)(c—a)+(a=b)(c=a)+(b—c)(a—b)=0

En développant, nous avons ab+ ac+bc —a? —b> —c? = 0, c’est a dire a® +b?> 4+ = ab+be+ca

4. Supposons maintenant que a? + b + ¢ = ab+ bc + ca
— Dans un premier temps, il faut remarquer que j la racine cubique complexe de 1 est telle que

j2 =73, quel+j+3j2=0, quen particulier j + j% = —1, que 1 +3+32 =0, que j = 32
— En second lieu,

(c+bj + aj?) (c—&—bj—&—af) = (aj®+0bj+c) (aj+bj*+c)

a® + abj + acj? + abj? + b> + bej + acj + bej? + 2
a? + b+ +ab(j+35%) +ac(j+5°) +be(j+5°)
= a4+ +c2—ab—ac—bc=0

Donc, j ou j est racine de I'équation az? + bz + ¢ = 0

5. Supposons que j soit racine de az? + bz +c =0
Nous allons utiliser le fait que 1+ j + j2 =0

Nous avons alors aj? + bj + ¢ = 0.
= Alors :

aj? +bj+tce=0<=aj+bj—c(j+j°)=0<=(a—c)j>=(c—b)j

Comme |j| = [j2| = 1, nous avons |a — ¢| = [c — b|
= D’autre part :

aj’+bj+c=0<=aj>—b(j+j*)+c=0<=(a—b)j>=(b—0)j
Et donc |a — b| = |b — ¢
D’oti nous avons |a — b| = |b — ¢| = |a — ¢ et le triangle ABC' est bien équilatéral
Nous venons de montrer 1 <=2 =3=—=4=—5 =2
Il y a donc équivalence entre les 5 propositions.
Exercice 4 :

Quelles relations doivent exister entre les nombres complexes dont les images sont les sommets d’un
polygone régulier a n cotés?
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Exercice 5 :

- =
P est un plan affine euclidien de direction P rapporté a un repere orthonormé R (O, i, ) et identifié

a I’ensemble des nombres complexes C
Soient 3 points A € P, B € P et C € P distincts et d’affixes respectives a € C, b€ Cet c€ C
A chaque triplet de points (A4, B, C') nous associons les nombres :

uw(A,B,C)=a+bj+ci> u(A,B,C)=a+bj>+cj w(A B,C)= W

Ouj= 621?7‘— est une racine cubique de 1

1. Soit f: P — P une transformation du plan.
Nous appelons A’ = f (A), B’ = f(B) et C' = f (C).
Exprimer u (A’, B',C"), v(A",B",C") et w(A’,B’,C") en fonction de u (A, B,C), v(4,B,C) et
w (A, B,C)
(a) Lorsque f est une translation
(b) Lorsque f est une rotation de centre O
(c¢) Lorsque f est une homothétie de centre O

2. Montrer que deux triangles T = ABC et T = A'B’C’ sont semblables si et seulement si
w(A,B,C)=w(A", B, C")

3. Trouver tous les triangles T'= ABC tels que u (A, B,C) =0ouv(A,B,C) =0
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