Chapitre 20 Les similitudes 20.3 Les similitudes planes

20.3 Les similitudes planes

APRES AVOIR TRAVAILLE LES SIMILITUDES DANS LE CAS GENERAL, NOUS NOUS SITUONS, DANS CE
PARAGRAPHE, DANS LE CADRE PLUS RESTREINT DU PLAN AFFINE EUCLIDIEN P DE DIMENSION FINIE
EGALE A 2.

NOUS ALLONS DONC ETUDIER LES SIMILITUDES PLANES

20.3.1 Théoréme

Soit P un plan affine euclidien de direction le R-espace vectoriel euclidien 3

1. L’application S : P — P est une similitude directe du plan si et seulement si il existe un
N . - g eas > .
repére orthonormé R (O, i, ] ) dans lequel la définition analytique de S soit :

{ = ax—by+xg

2, 12
YV = bo+ay + o avec a“ + b= >0

Le rapport de la similitude est donné par v/a? + b>
2. L’application S : P — P est une similitude inverse du plan si et seulement si il existe un
N . - g et . .
repére orthonormé R (O, i, ] ) dans lequel la définition analytique de S soit :

{ 2= ax+by+ g
/

2 2
Y = b —ay -+ yo avec a“ +b* > 0

Le rapport de la similitude est donné par \/a? + b2

Démonstration

1. Démonstration du premier point
— Supposons que S soit une similitude directe de rapport k > 0
Alors, S se décompose en une homothétie de rapport k et une isométrie ¢ positive (p €
ZsT (P)), c’est a dire, puisque nous sommes dans le plan, une rotation.

Nous avons donc S = k?
? étant une rotation de P, il existe une base orthonormée { T, } de dans laquelle la
matrice de ? est donnée par :

_(mn —b 2, 32 _
M{77 (@) = (b1 a > avec af + b7 =1
La matrice de ? dans la base {7, 7} est donc :

y ka1 —kb1> o (CL —b) _ —
M{?7 (?) = (k:bl ko ) = \b  a en posant a = kaq et b = kby

- =
Soit O € P; le repere R (O, 1,7 ) est un repére orthonormé et posons O’ = S (0) (xg, yo)
Alors, pour tout point M (x,y) d’'image M’ =S (M) (2,y'), nous avons

—
O'M' =5(0)S(M) =5 (OM)
Matriciellement, nous avons alors :
x’—mo)_(a —b)(x) {x'—xo— ar — by
(y’*yo S\ a/)\y Y —yo= br+ay
C’est a dire que si S est une similitude directe du plan alors sa définition analytique est donnée
par :

/

{ = ar—by+xg
Y= br+ay+uyo

Nous avons k% = k2 (a? +b3) = (ka1)® + (kb1)* = a® + b? et donc k = Va2 + b
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— Réciproquement, soit f une application affine dont la définition analytique dans un repere

- =
orthonormé R (O, i, ) est donnée par :

— —
{xi az — by + o avec a2 + b2 >0

y' = br+ay+yo

Si 7 est ’endomorphisme associé a f, alors, sa matrice dans la base { i, ] } est donnée par :

M2y (F)= (3 )

a b
Soient a; = ———= et by = ——=; alors :
! va? + b2 ! va? + b2
<a —b) Y a? + b2 0 <a1 —b1>
b a - 0 iV (12 —+ b2 bl ay
. Va2 + b2 0
La matrice

0 m) est la matrice d’une homothétie de rapport v/a? + b2, alors

ay
by

f est donc la composée d’une homothétie de rapport va2 + b? et d’une rotation. C’est donc
une similitude directe de rapport v a2 + b2

2. Démonstration du second point

. —b .
que la matrice ( a 1) est celle d’une rotation du plan
1

La démonstration de ce second point est totalement semblable a celle du premier ; elle est donc
laissée au lecteur.

Exemple 3 :
Soit P un plan affine euclidien rapporté a un repere othonormé R (O, i, ] )
définition analytique :

et une application f de

{ = x-—y+1
y= z+y

C’est la définition analytique d’une similitude directe de rapport k = v/12 4+ 12 = /2
Son point fixe est donné par le systeme d’équations :

{x: z—y+1

y= x4y <= y=letz=0

Le centre de similitude (ou point fize) est donc (0, 1).

1 1
Il est facile aussi de trouver I’angle de la rotation. La matrice de cette rotation est donnée par ( \@ i/i )
- vz V2
L’angle de la rotation est donc 1 et le centre de la rotation affine, comme celui de 'homothétie est €2 (0, 1).

Nous avons donc : T T
f=H oR(Q,—)=R<Q7*)OH 1
Q 4 4 Q’\/ﬁ

V2
Pour visualiser cette transformation, reportez vous a la figure [20.2

20.3.2 Théoreme

. . . L s N , - , . ‘g
Soit P un plan affine euclidien rapporté a un repére othonormé R (O, 1,7 ) que I'on identifie au
corps C des nombres complexes.
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FIGURE 20.2 — Visualisation de la similitude f

1.(a) Toute similitude plane directe S de rapport & > 0 peut étre définie par une relation de la
forme

7 =az+bavecacC*etbeC

ou, si z € C est I'affixe de M € P, 2’ € C est celle de M’ =S (M)
Le rapport de la similitude est k = |a|

(b) Réciproquement, toute application f du plan P définie de maniére complexe par

7 =az+bavecacC etbeC

est une similitude directe de rapport |a|

2.(a) Toute similitude plane inverse S de rapport k > 0 peut étre définie par une relation de la
forme

7 =az+bavecacC*etbeC

ou, si z € C est I'affixe de M € P, 2z’ € C est celle de M’ =S (M)
Le rapport de la similitude est k = |a]

(b) Réciproquement, toute application f du plan P définie de maniére complexe par

7 =az+bavecacC etbeC

est une similitude inverse de rapport |a|

Démonstration

1. Démonstration du premier point
(a) Supposons S similitude plane directe
Alors, d’apres [20.3.1] sa définition analytique est donnée par

{ 2= ax—by+x

avec a® + b >0 (20.1)

/

Yy = br+ay+yo

Et le rapport de cette similitude est va? + b2

En réutilisant le systeme (20.1) et en multipliant la seconde ligne par le nombre complxe ¢,
nous avons :
{ = ax—by+xg
1w = bx +iay + 1y
et en additionnant, nous obtenons :

(@ +iy)=(a+ib)x+ (ai —D)y +xo +iyo <= (' +iy) = (a+ib)z+i(a+ib)y+ xo+ iyo
— (' +1y) = (a+ib) (x +iy) + zo + iyo
En posant 2’ = 2’ + iy, z = x + 1y, A = a+ b et B = xg + iyg, nous obtenons une égalité de
la forme 2’ = Az + B avec |A| = va? 4+ b? qui est le rapport de la similitude
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(b) Réciproquement, soit ¢ : C — C une transformation complexe définie par ¢ (2) = az + b
avec a € C* et b € C. Si nous identifions P a I’ensemble des nombres complexes C, en prenant
M (x,y) d’affixe z et M’ (2/,y’) d’affixe ¢ (z), nous avons :

¥ +iy =a(x+iy)+b
En posant a = a1 + ias et b = by + iby, nous obtenons :
2 +iy =a(x+iy) +b<= 2" +iy = (a1 +iaz) (x +iy) + (by + ib2)

En identifiant parties réelles et imaginaires, nous obtenons :

{ = a17 —axy + by
!

y' = axr—azy+bo
Ainsi, la transformation f du plan P de définition analytique

{ = a17—ay+ by
Y = asx — asy + bo
est une similitude directe de rapport \/af + a3 = |

Ce que nous voulions.
2. Démonstration du second point

Comme tout a 'heure, la démonstration de ce second point est la copie conforme du premier; je
la laisse donc au lecteur

Exemple 4 :

Quelques exercices résolus

. . .- b s N . - s . .
1. Soit P un plan affine euclidien rapporté a un repére othonormé R (O, i, ) que l'on identifie au

corps C des nombres complexes.
Définir analytiquement la similitude inverse S définie par 2’ = 2iz + 1 — i, on déterminera aussi
I'ensemble des points invariants par S

La résolution de cet exercice est trés rudimentaire ; nous donnerons, dans un prochain paragraphe,
des outils plus efficaces
Soit M (z,y) € P de transformé M’ (z/,y') € P par S. Alors, nous avons :

o +iy =2i(x—iy)+1—i
Ce qui nous donne, en identifiant parties réelles et parties imaginaires :

{x’* 2y +1
y = 2z-1

- =
On peut remarquer que la matrice de ? dans la base { 1,7 } est donnée par (g 3) =2 X

1 ) - -
<(1) 0). ? est donc la composée d'une homothétie de rapport 2 et de la symétrie orthogonale

par rapport a la droite y = z.
Si I (z,y) est un point fixe de de S, nous avouns :

r= 2y+1 { r—2y= 1
{ y= 2z-—-1 = —2r+y= -1
1

) s . 1
D’ot nous tirons xz = 3 ety=—-

3
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. L £ s \ . - e L
2. Soit P un plan affine euclidien rapporté a un repére othonormé R (O, i, ] ) que l'on identifie au

corps C des nombres complexes.
Soient AcP,, BeP, AP et B €P 4 points de P tels que A+ B et A’ # B’
Montrer qu'il existe 2 similitudes S et 2 seulement telles que A’ = S (A) et B = S (B)

Nous allons résoudre cette question de 2 facons : la premieére avec les nombres complexes, la
seconde a l'aide de transformations géométriques plus classiques

(a) Utilisation des nombres complexes
Nous appelons z4 laffixe de A, zp, celle de B, 2/, 'affixe de A’ et 2z} celle de B’

i

ii.

Recherche d’une similitude directe
S’il existe une similitide directe S telle que A’ = S (A) et B’ = S(B), nous avons le
systeme :

r_
{ZA_ aza+b aveca € Cet be C

Zp= azp+b

D’ou nous tirons :
! / /2 A
2y —z ZAZm — 2B2
—a=4_"B — b=1£B T4
ZA — ZB ZA — ZB

Comme nous avons A # B, nous avons donc z4 — zp # 0 et les valeurs a et b sont bien
définies.
11 existe donc une seule similitude directe S telle que A’ = S (A) et B’ = S (B)

r r A'B'
Le rapport de la similitude est donc |a| = AT B 174 — 2] =
za—zp| |za—zB| AB
L’angle de la similitude est donné par
r By
arga = arg (M) =arg (z/y — 2p) —arg (24 — zp) = (ﬁ, A’B’)
ZA — ZB

Recherche d’une similitude inverse
S’il existe une similitide inverse S telle que A’ = S(A4) et B’ = S(B), nous avons le
systeme :

D A
{ZA* azx +b aveca € Cet be C

Zp= azZp+b
De ce systéme, nous tirons b = z/; — aza et donc, en remplagant dans la seconde équation :

/ !
2 — 2z
2y =aZp b=y =afp+ 2y —aEa = g -2y =a(Fp—Fa) = a=LB_"4

ZB — ZA
Comme tout a ’heure, nous avons z4 — zp # 0 et la valeur de a est bien définie.

! =— v

2WZB —Zazpg
ZB — ZA
11 existe donc une seule similitude inverse S telle que A’ = S (A) et B’ = S (B).

D’ot, par calcul, nous trouvons b =

(b) Méthode géométrique

i.

Recherche de la similitude directe
— Considérons la translation Tm

— —
Alors T— (A) = A’ et posons T (B) = X. Ainsi, AA" = BX «= AB = A'X
— Nous considérons maintenant, la rotation R (A’,0) ol 6 est une mesure de 'angle de

O —
vecteurs A’ X, A’ B’ modulo 2.
Alors R(A",0) (A") = A’ et R(A',0)(X) =X,
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FI1GURE 20.3 — Les différentes étapes de la construction de la similitude directe

— Nous considérons maintenant ’homothétie H = 4/
VATX
R (A’,0) étant une isométrie, nous avons A’X; = A’X = AB et donc, H 4 p =

/7A/X1
HA/7A,BI

B
AIOI'S H A'B’ (A/) = A/ et H A'B’ (Xl) == B/
A/’W A, —FFH

AB
— Ainsi, la transformation S = HA/ ag OR(A,6)0 T est telle que A= S(A) et
TAB
B’ = 5(B) et S est bien une similitude directe.

ii. Recherche de la similitude inverse

Y
A
.
\ \
e
X
\\
\
\\
A\
\\
Y
Y
h
A\
\\
. \ (D)

FIGURE 20.4 — Les différentes étapes de la construction de la similitude inverse

Cette fois ci, rien de plus facile : il suffit de remplacer la rotation R (A’,0) par Sp la

symétrie orthogonale par rapport & la droite D médiatrice du segment [X, X;].

La similitude inverse cherchée est donc Sy =H 45 0Spo
"TAB

T—
AA
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20.3.3 Exercices

Exercice 5 :

-
(]

Soit P un plan affine euclidien rapporté a un repere othonormé R (O7 , J ) On considere l'application

S : P — P dont la définition analytique est :

{x’z 2r+y—1
y= —x+4+2y+1

1. Démontrer que S est une similitude dont on donnera le rapport et I'unique point fixe

2. Démontrer que S transforme une droite (D) d’équation y = ax + b en une droite (D7) dont on
donnera ’équation.

Exercice 6 :

- =
7

Le plan P étant un plan affine euclidien rapporté a un repeére othonormé R (O, , 7 ) On considere

Papplication f : P — P dont la définition analytique est :

{x': z—3y—3
y= -3z—y+1

1. Démontrer qu’il existe 2 droites (D) et (A) et 2 seulement invariantes par f

2. Démontrer que (D) et (A) sont perpendiculaires et donner les coordonnées du point d’intersection
1.

Exercice 7 :

Enoncé du concours général de 1877

Soit P un plan affine euclidien. Nous considérons un triangle ABC rectangle en A et de hauteur AH.
On désigne par rq, 72 et r3, les rayons des cercles inscrits aux triangles ABC, ABH et ACH.

Il faut montrer que r} = r3 +r3.

Pour le démontrer, répondez aux questions suivantes :

1. Soit D le symétrique de A par rapport & la droite (BC). Montrer que les triangles HBD et ABC
sont semblables

2. Soit S la similitude de rapport & > 0 qui transforme le triangle ABC en HBD. Evaluer k en

BA
fonction de BA et BC. En déduire que ro = B—Cm
. AC
3. Pourquoi avons nous r3 = ?Crl ?
BA\? <AC>2
4. M — — =1.
ontrer que (BC’) + BC

5. En déduire ’égalité demandée
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