Chapitre 1 : Les groupes 1.6 Correction de quelques exercices

1.6 Correction de quelques exercices

Exercice 1 :

Soit G un groupe dont I'opération est notée multiplicativement et S C G une partie non vide de G. Démontrer
que :

(S) = {y €EGoly= ﬁazi avec (Vn €N) ((z,, € S) ou (z," € S))}

=0

Nous faisons cette démonstration en 2 temps.
Appelons T'(S) = {y € Gouy= []z avec (Vn € N) ((z, € 5) ou (z,' € S))} 11 est aussi tout & fait
i=0

possible d’écrire I' (S) = {y € G oty = a7* --- a5 avec z; € S et g; € {—1;+1}}.
Nous allons montrer que T" (S) = (5)
— Montrons que I' (S) C (S)
Soit y € T'(S). Alors :

y=ai'---aim avec z; € S et g; € {—1;+1}

n

Nous savons que (S) est le plus petit sous-groupe de G tel que S C (S).
Ainsi, comme, pour tout i € {1,...,n}, z; € S, alors z; € (S) et 25 € (S). La multiplication
étant interne dans (S), nous avons zi* - -- x5 € (S), c’est & dire y € (S), et donc I' (S) C (S)
— Montrons que T' (S) est un sous-groupe de G
xS étant non vide, soit x € S. Alors e = x x 2= € T'(S), et donc ' (S) # ()
* Solent y € I'(S) et y' € T'(S), alors y = a5* -+ a5 et yy = 274 - 277" et

1,m

Yy = () G ) = () (e ) = e

ol, pour tout %, €”; = —g; € {—1;+1} et £1; € {—1;+1}
Et donc y'y~t € T'(9)
Nous en déduisons donc que T'(S) est un sous groupe de G, contenant .S, et donc (S) C T'(S)
Ainsi, (S) =T(S)

Exercice 5 :

Montrer que si (G,x) est un groupe et E un ensemble quelconque non vide, alors I'ensemble G des appli-
cations de E dans G muni de la loi L définie par :

(Vf € GF) (Vg € GP) (fLg) (2) = f (z) x g (2))

est un groupe et que ce groupe est commutatif si (G, ) 'est.

Voila un exercice intéressant !!
— 1I est clair que l'opération L est une opération interne puisque si f € GF et g € GF alors
flgeGF
— Etudions I'associativité. Soient f € G¥, g € GF et h € GF, alors, pour tout x € E :

((fLg) Lh)(z) = (fLg)(z)*h(z)
= (f(x)xg(z))*xh(z)
= (f(x)xg(z))xh(z)
= f(x)x(g(x)*h(x))( associativité de la loi )
= f(x)*((gLh)(x))
= (fL(gLh))(x)

Ainsi, pour tout z € E, nous avons ((fLg) Lh) (x) = (fL (gLh)) (x) et donc
(fLg) Lh = fL(gLh)

La loi L est donc associative.
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— Soit I : E — G telle que pour tout z € E, I (x) = e ou e est 'élément neutre de (G, *). I est
Papplication constante qui & tout = € E fait correspondre ’élément neutre e de (G, )
Alors, nous avons f1I =1I1f = f et I est le neutre pour l'opération L dans GF.
En effet, pour tout z € F :

(fLI) (z) = f(x) s I (x) = f(z) xe = f () = ex f(2) = [ (2) » f () = (L) (2)

Donc I est le neutre pour la loi L

— Soit f € GF; existe-t-il g € GF tel que flg=glf=1.
Si nous posons, pour tout z € E, g (z) = [f ()] ". g (z) est donc 'inverse de I'élément f (z) pour
la loi * dans G. Nous allons démontrer que g est le symétrique de f pour la loi L dans GZ.
Pour tout z € E, nous avons :

(fLg) (@) = f (@) xg(2) = f (@) [f (@)] " =e=1(2)

Nous avons donc f1g = I. Nous démontrerions de la méme maniere que g1 f = 1.
g est donc le symétrique de f pour la loi L dans G.

Nous venons de montrer que (GE, L) est un groupe.

Supposons (G,*) commutatif

Alors, tres simplement, pour tout f € G¥, tout g € GF et tout x € E, nous avons :

(fLg) () = f(2) xg () = g (2)  f (x) = (9L]) (x)

Commutativité

Ainsi, si (G,*) est commutatif, alors, pour tout f € G, tout g € G¥, nous avons flg = gL f et ainsi
(GE , L) est un groupe commutatif

Exercice 6 :

On considere I'ensemble G = |—1,+1[ muni de la loi % définie par :
TxyY = Ty
1+ 2y

Démontrer que (G, ) est un groupe commutatif.

= Dans un premier temps, avons nous, pour tout z € |-1,+1[ et tout y € |—1,+1],
14+2zy#07?
Soient donc x € |—1,+1[ et y € |—1,+1], alors |z| < 1 et |y| < 1, et donc |zy| = |z||y| < 1, c’est &

dire —1 < zy < 41 et donc 1 4+ xzy > 0, ce qui montre que 1x:xz; est défini lorsque x € |—1,+1]
ety € ]—-1,+1]

= Démontrons que pour tout z € |—1,+1[ et tout y € |—1, +1[, nous avons xxy =
]-1,+1]
C’est a dire que nous allons démontrer que la loi x est interne. Nous avons :

r+y
1+ 2y

2
me]—1,+1[<:> Ty 1= Ty
14+ 2y 1+zy 1+ 2y

sty P ety _ (@4’
ltayl ey (Q+ay)’
2
+y (z+y)

Donc montrer que

Or,

s <1l (z+y)’ <1 +ay)’

' < 1, c’est montrer que
1+ zy)

(x+ y)Qf(l + :L’y)2 = 22 +y?+2zy—1—a%y? —2zy = 22 +y* —1—2%y? = 22 (1 — y2)+y271 = (y2 — 1) (1 — :172)

Comme |z] < 1 et |y| < 1, nous avons z? < 1 et y? < 1 et donc (y*> — 1) (1 — 2?) < 0 dont nous
déduisons que (z +y)° < (14 zy)°.
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s €1]-1,+1]
142y

En conclusion, pour tout « € |]—1,+1] et tout y € |—1,4+1[, nous avons z xy =

et la loi x est donc interne.
= La loi x est commutative
Evidemment, cette commutativité provient de celles de la multiplication et de ’addition.
= La loi x est associative
Soient x € |—1,+1[, y € |-1,+1[ et z € |—1,+1], il faut montrer que x x (y * z) = (z * y) * 2.
Faisons les calculs :
>

z+y)
*x (y*z) = *
rHr(yxz)= w (sz

24y
z+ 1+4+zy

—
1—|—xlz+zyy
r+y+z+ Yz

1+2y+yz+az

(zxy)xz= (fjxyy)*z

z+y
14+zy +z

+1
1+z1w+m“y
r+y+z+ayz
l4+zy+yz+2xz

Nous avons bien z x (y x z) = (x xy) * z et la loi x est associative.
= Existence d’un élément neutre
Si la loi * admet un neutre e € |—1,+1[, nous avons, pour tout z € |—-1,4+1[, zxe=e*xzx ==z
> Il est clair que nous avons xx0=0xx =2
> Réciproquement, si e est I’élément neutre, nous avons :

xr+e

:x<:>w+e:x+ex2<:>ex2—e:O<:>e(x2—1):0
1+ xe

Comme x # £1, 22 — 1 # 0 et donc e = 0
= Tout x € |—1,+1[ admet-il un symétrique pour la loi x?
Soit © € |—1,+1][. S’il existe un symétrique y € |—1,+1[ de  pour la loi %, ce symétrique vérifie
x xy = 0. Nous avons alors :

T+
Yy _ <= y=—=x
142y
Ainsi, tout z € |—1,+1[ admet un symétrique pour la loi x qui est y = —x

Nous venons de montrer que (G, ) est un groupe commutatif.

Exercice 7 :

Soit G un groupe dont I'opération est notée multiplicativement d'élément neutre 1.

1. Montrer que G est commutatif si, et seulement si, pour tout a € G et tout b € G, nous avons
2 _ 272
(ab)” = a*b
= Supposons G commutatif
Alors, nous avons :

(ab)? = (ab) x (ab) = a (ba)b = a (ab) b = (aa) (bb) = a>b?

= Supposons que (ab)2 = a?b?
Montrons que G est un groupe commutatif. Soient x € G et y € G ; alors :

(zy)* = (zy) (xy) = 2%y = (z2) (yy)

C’est a dire xyzry = zxyy
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Comme tout élément d’un groupe est régulier, nous avons les implications :
TYTY = TTYY == YTy = TYY = Yyr = IY

Nous venons de montrer la commutativité de G
2. Montrer que G est commutatif si, et seulement si, pour tout a € G et tout b € G, nous avons
(ab)™' =a b
Tout d’abord, il faut remarquer que nous avons toujours, dans tout groupe (commutatif ou non),

pour tout a € G et tout b € G, (ozb)_1 =b1g7!

= Supposons G commutatif
Alors nous avons (ab)” ' =b"ta"! =g b1
Ce que nous voulions.

= Supposons maintenant que pour tout a € G et tout b € G, nous avons (ab)f1 =a 1p7!
Montrons que G est commutatif. Soient x € G et y € G, alors :

(2y) (zy) " =1 = (ay) (y o) = 1= (ay) (= 'y ") =1
Multiplions & droite par y. Alors :

(zy) (a7 'y ) =1l (sy)z ' =y

Multiplions toujours a droite par x, cette fois-ci. Alors :
(zy)z™ ! =y <= 2y =yx

Le groupe G est donc bien commutatif

Exercice 8 :
Montrer que I'ensemble SL,, (R) des matrices carrées réelles d'ordre n de déterminant égal & 1 est un sous-
groupe de GL,, (R).

Bien entendu, nous avons SL,, (R) C GL,, (R); nous allons montrer que SL,, (R) est un sous-groupe de
GL, (R)
> Tout d’abord SL,, (R) # 0 puisque la matrice identité I,, qui a pour déterminant 1 et est donc
dans SL,, (R)
>> Soient, maintenant A € SL,, (R) et B € SL,, (R).
Alors B est inversible et det B~! = det B = 1 et donc :

det (AB_l) =detAxdetB~ =1

Donc (AB™!) € SLy, (R)
Donc, SL,, (R) est un sous-groupe de GL,, (R).

Exercice 9 :

Montrer que I'ensemble G des matrices réelles de My (R) de la forme M, ;) = (Z 2) avec a® # b? est un

groupe multiplicatif. Est-il commutatif 7

Ré-écrivons G :

G= {M(a’b) € M3 (R) telles que Mgy = <Z 2) ott a® — b% # O}

= Tout d’abord, G # ) puisque Iy = ((1) (1)> €G
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= Puis, remarquons que toute matrice M, ) € G est inversible puisque det M, ) = a? = b2 #£0.11
. . -1
nous est méme possible de calculer (M) :

—1 1 a —b
Map) = 5 (—b a ) =M )

Et donc (M(a’b))fl eqd
= Ensuite, toute matrice M, ;) € G peut s’écrire :

M(a7b) = aIQ +bJ ou J = (? (]j)

En remarquant que J? = —I,, nous avons, pour 2 matrices My € Get Mgy €G:

Mgy X Mcay = (ala +bJ) x (cIz + dJ)
= acls + adJ + beJ — bdls
= (ac—bd)Is + (ad + bc) J

- M(acfbd7bc+ad)

Ce qui montre que 'opération de multiplication des matrices est interne dans G et commutative.
= Ainsi, G muni de la multiplication des matrices est un groupe commutatif

Exercice 10 :

Soit H une partie finie non vide d'un groupe (G,*) . Montrer que H est un sous-groupe de (G,*) si, et
seulement si, il est stable pour la loi x

= Si H est un sous-groupe de (G, ) il est alors évident qu’il est stable pour la loi x
= Supposons que H sous-ensemble fini de (G, *) soit stable pour la loi *

La démonstration se fera en plusieurs temps.

— H étant non vide, soit @ € H. Nous connaissons bien I'application d, définie par :

{5a:H — G
x — g (r)=2x%a

Nous savons, comme H est stable pour la loi x que, pour tout € H, §, () € H et donc
0o (H)C H
D’autre part, nous avons démontré que les applications du type J, sont injectives.
Donc 6, : H — H est injective et comme H est de cardinal fini, 'application §, est bijective
et donc, en fait, §, (H) = H

— Comme ¢, est bijective, il existe u € H tel que d, (u) = u*a = a. Cet élément u € H n’est
autre que I’élément neutre e du groupe (G, %).
Nous venons donc de montrer que le neutre de (G, x) est dans H

— Comme e € H, et que ¢, est bijective, il existe u € H tel que d, (u) = u*a = e. Cet élément
u € H n’est autre que I'élément symétrique a~! de a dans (G, x).
Nous venons donc de montrer que si a;nH, alors a=' € H

En conclusion, (H,*) est bien un sous-groupe de(G, )

Exercice 11 :

Soit G un groupe dont 'opération est notée multiplicativement. Soient H et K deux sous-groupes de G. On
définit les sous-ensembles HK et KH de G par :

HK ={hk ot he Hetkec K} e¢e KH={khoutheHetkeK}

Montrer que HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH

= Supposons que HK soit un sous-groupe de G
Nous allons montrer que HK = KH
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— Démontrons que HK ¢ KH
Soit g € HK.
HK étant un sous-groupe, ¢~ € HK ; il existe alors h € H et k € K tels que g=' = hk et
donc g = k~'hL.
K et H étant 2 sous-groupes k=1 € K et h™! € H et donc g € KH. D’oit nous pouvons
conclure que HK ¢ KH

— Nous démontrerions, de la méme maniere que KH C HK

— Donc,de HK C KH et KH C HK, nous déduisons KH = HK

= Supposons HK = KH

Démontrons que H K est un sous-groupe de G.

— Dans un premier temps, nous avons HK # () car 1 ¢ HK.
En effet, H et K étant 2 sous-groupes de GG, alors 1 € H et 1 € K et comme 1 =1 x 1, nous
avons 1 € HK

— Soient u € HK et v € HK. Montrons que uv~—! € HK
Comme u € HK et v € HK, il existe alors h, € H, h, € H, k, € K et k, € K tels que
u = hyky et v = hyk, et donc u=! =k 1h;1.D’on

w ™t = hykyky thy 't = hy (kuky ) Ry

K étant un groupe, nous avons (kuk';l) € K et donc h,, (kukqjl) € HK et comme HK = KH,
il existe h; € H et k1 € K tels que h,, (kukv_l) = k1hy; d’ou :

mfl = hu (k‘uk'gl) h;l = (klhl) h;l = k‘l (hlhgl)

Comme (hlhv_l) € H, nous avons kj (hlhv_l) € KH; comme, par hypothése, nous avons
HK = KH, nous avons aussi k (hlhgl) € HK, c’est a dire wv™! € HK
— Ainsi, si HK = KH, alors HK et KH sont des sous-groupes de G

Que se passe-t-il si le groupe G est commutatif ?

Exercice 12 :

Soit G un groupe dont I'opération est notée multiplicativement. Montrer que, pour tout a € G et toutb € G

1. a et a—! ont méme ordre

> Supposons que a soit d’ordre n ; alors, a™ = e
% En multipliant & droite par a~', nous obtenons ¢! = a~!
* Puis, en itérant cette opération, nous avons a" P = (a
* Et lorsque p = n, nous obtenons e = ()"
D’otl nous tirons que ¢~ a méme ordre que a
> Une autre fagon de démontrer consiste a dire que si a est d’ordre n, Card ((a)) = n. Or,
(a) = (a ') et donc Card ((a™')) =n
2. a et bab~! ont méme ordre

Soit n 'ordre de a, c’est a dire a™ = e. Alors :

(bab™1)" = (bab™') (bab~')--- (bab™?)

n fois
= ba (b‘lb)a(b_lb)a(b_l-~-b)a(b_1b) ab=1
= ba"b~!
= ba"bl=¢e

Donc (bab_l)n = e et Pordre de bab~! est donc encore n.

3. ab et ba ont méme ordre
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Soit n I'ordre de ab, c’est & dire (ab)" = e. Alors :

e= (ab)"

= (ab) (ad)---(ab)
—_————

n fois

a (ba) (ba) (ba) - - - (ba) (ba) b
a(ba)""'b

En composant a gauche par b, nous obtenons :
e=a(ba)"'b<b=ba(ba)" b b= (ba)"b
Une loi de groupe étant réguliere, nous pouvons < simplifier > par b et nous obtenons (ba)" = e.

En conclusion, ab et ba ont méme ordre

Exercice 22 :

Soient G un groupe et (H;),.; une famille de sous-groupes de G. On suppose que, pour tout i € I et tout
J €1, il existe un élément k € I tel que H; C Hy, et H; C H,.
Montrer que | J H; est un sous-groupe de G

il
= En appelant e I’élément neutre de G, alors e € (| H; et donc e € |J H;; ainsi, e € |J H; # 0
il i€l i€1
= Soient z € |J H; et y € |J H;; nous allons montrer que zy~' € (N H;
i€l i€l il

* Il existe ig € I tel que x € H;, ; de méme, il existe jo € I tel que v € Hj,
% D’apres I'hypothese, il existe k& € I tel que H;, C Hy, et H;, C Hy; par cette inclusion, nous
avons ¢ € Hy, et y € Hy,

x Hj, étant un groupe, nous avons zy~ ' € Hy, et donc 2y~ ! € N H;
il
= |J H; est donc un sous-groupe de G
i€l

Exercice 23 :

Soit G' un groupe non commutatif de centre Z (G). On désigne par Aut (G) I'ensemble des automorphismes
de G et Int (G) I'ensemble des automorphismes intérieurs de G.

1. (a) Démontrer que (Aut (G), o) est un groupe

En fait, un automorphisme est un isomorphisme particulier. C’est un isomorphisme qui va de

G dans G. Nous allons donc utiliser, dés que nous le pourrons, les propriétés des isomorphismes

vues en Lg

= Premiérement, Aut(G) # () puisque Idg, Papplication identique de G est un homomor-
phisme bijectif de G ; c’est I’élément neutre pour la composition des applications

= Ensuite, si nous composons 2 homomorphismes, nous obtenons un homomorphisme, et
si nous composons 2 bijections, nous obtenons aussi une bijection. La composition de 2
automorphismes de G est donc un automorphisme de G. La loi o est donc interne.

= Si f € Aut (G), alors f est bijective et donc f~! existe. En Lo, nous avons démontré que
si f: G — H est un isomorphisme de groupe, il en est de méme de f~' : H — G. Donc,
si f est un automorphisme, f~! en est un aussi

Nous venons de démontrer que (Aut (G),0) est un groupe

En fait, (Aut (G),0) est un sous-groupe du groupe & (G) des permutations de G, ces permu-

tations pouvant étre des homomorphismes ou non

(b) Démontrer que (Int (G),o) est un sous-groupe de (Aut (G) ,0)
Nous avons défini en Lg, ce qu’était un automorphisme intérieur et démontré, en Lg, que c’était

des automorphismes. Nous avons donc (Int (G),0) C (Aut (G),0)

Nous reprendrons la notation de Ly en utilisant une opération multiplicative.
= Tout d’abord, Int (G) # 0, puisque f. = Idg
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= Soient f, € Int(G) et f, € Int (G), alors, pour tout z € G, nous avons :

fao fo (@)= falfe (2)] = fa [bxb‘l] = abzb~'a~" = abx (ab) " = fap (2)

La composition des automorphismes intérieurs est donc interne et nous avons f, o f = fap
= Un automorphisme intérieur est une bijection, et nous avons ( fa)f1 = fo—1
Donc (Int (G), o) est un sous-groupe de (Aut (G),0)

2. Nous allons démontrer que G opére sur luiméme par les automorphismes intérieurs.
Soit ® : G — Int (G) défini par :

{(I):G — Int(G) ou{fa:G — G
1

a — ®(a)=f, r —  fo(x) =aza”

Il faut démontrer que ® est un homomorphisme

Pas tres difficile ; nous allons beaucoup utiliser la question précédente. Soient donca € Get b € G,
alors :

q)(ab) :fab :faofb:q)(a')o(b(b)
® est bien un homomorphisme de groupe

3. Démontrer que Int (G) est isomorphe a G/Z (G)

C’est, en fait le but de l'exercice!!
Nous allons utiliser la proposition 1.3.3 de décomposition canonique d’un homomorphisme qui
affirme que G/ ker ® et ® (G) = Int (G) sont isomorphes.
Nous devons donc démontrer que ker & = Z (G).
— Nous allons montrer que Z (G) C ker ®
Soit a € Z (G). Il faut donc montrer que ® (a) = Idg et alors, a € ker ®
Pour tout = € G :

® (a) (x) = fo (z) = aza™! €LG) alp == Idg ()

Ainsi, pour tout z € G, ®(a) (z) = x et, donc, pour tout a € Z (G), nous avons @ (a) = Idg
et donc a € ker @, c’est & dire Z (G) C ker @

— Réciproquement, démontrons que ker ® C Z (G)
Soit a € ker @, alors, @ (a) = Idg et donc, pour tout z € G ® (a) () = z, c’est & dire :

1

D(a)(x)=x<+= fo(2) =0 <= axa™ =z < ax =2a

Ainsi, pur tout z € G, nous avons ax = za et donc a € Z (G), et donc ker ® C Z (G)

En conclusion ker & = Z (G) et d’apres 1.3.3, nous avons démontré que G/ ker @ et @ (G) = Int (G)
sont isomorphes.

Ce que nous voulions

Quelques compléments
= Dans lopération ® : G — Int (G), l'orbite de 2 € G est donnée par :

O(x)={y € G tel que Ja € G tel que y = f, (x)} = {y € G tel que da € G tel que y = axa_l}
La relation R définie sur G par Ry si et seulement si il existe a € G tel que y = axa™!
peut étre aussi définie par

TRy <y € O (x)

C’est, bien entendu, une relation d’équivalence

= f, étant un automorphisme de G, pour tout a € G, et tout sous-groupe H C G, nous
avons f, (H) qui est un sous-groupe de G. Si H' = f, (H), on dit que les sous-groupes H
et H' sont conjugués.
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Exercice 24 :

1. Trouver tous les groupes d’ordre 4

Soit G un tel groupe; on pose G = {e, a, b, c} avec e élément neutre de G.
Nous chosissons a € G ; bien entendu, a # e
Puisque (a) est un sous-groupe de G, Pordre de a divise 4
— Cet ordre ne peut pas étre 1, sinon a = e, ce qui est impossible
— Si lordre de a est 4, alors G est cyclique, engendré par a et G = {e,a,a?,a’}.
(On peut remarquer que H = {e, a2} est un sous-groupe de G)
— Sil'ordre de a est 2, alors a2 = e, et nous avons ab = ba = c et ac = ca = b. Il n’y a pas
d’autre solution, puisque si ab = b, alors a = e, ce qui est impossible.
* Nous obtenons alors la table de multiplcation de G

[a]

[~ ]l

ol efo

Qs (oo
Moo |efle
Qo[ o
oo llo

* Considérons le groupe produit Z/27Z x Z/2Z et ¢ : /27 x 7./2Z — G telle que :

el(0,0)] =€ ¢[(1,0]=a @[0,D)]=0b ¢[1,1)]=c

11 est facile (et fastidieuz) de démontrer que ¢ est un isomorphisme de groupe
— il n’existe donc que 2 types de groupes a 4 éléments :
* Soit G est un groupe cyclique isimorphe & (Z/47Z,+)
* Soit G est isomorphe au groupe produit (Z/2Z x Z/27Z,+) appelé Groupe de Klein
2. Soit G un groupe d’ordre 2n et d'élément neutre e.
On suppose qu'il existe 2 sous-groupes de G, différents, Hy et Hy d’ordre n et tels que Hy N Hy = {e}

(a) Montrer que n = 2, c'est a dire que G est un groupe a 4 éléments

= Supposons que n < 2, c’est a dire n = 1; alors G est un groupe d’ordre 2; supposons
G = {e,a}. Les seuls sous-groupes de G sont G ou {e}, les seules possibilités que nous
ayions est Hy = Hy = {e}, ce qui est en contradiction avec le fait que Hy # Ho
Nous avons donc n > 2
= Supposons, maintenant que n > 2
Nous avons Card (H; U Hz) = 2n — 1, et il existe donc a € G tel que o ¢ Hy et a ¢ Ho
Nous avons o~ ! =«
En effet, supposons le contraire, c’est & dire a~! # «, alors, en regardant les cardinaux,
nous avons a~+ € Hy ou a~! € Hy
Si a~!' € Hy, alors a~! x a = e et, des propriétés de composition interne dans un groupe,
nous aurions « € Hy, ce qui est impossible.
= Supposons maintenant n > 2, c’est a dire n > 3
Comme Card Hy = n, il existe des éléments 5, € Hy, 1 € Hy, B2 € Ha, o2 € Hs tels que
PrFennFe baFeetynFe
> Nous avons 7 X 82 = «, car si nous avions (31 X 85 € Hy, alors, nous devons avoir
B2 € Hy, ce qui est impossible puisque Sy € Hy et Hy = Hy = {e}
> Pour les mémes raisons, nous avons v; X B2 = «
> Donc, nous avons 31 X B2 =71 X B2 = «, c’est a dire 5, = 71, ce qui est impossible.
> Il y a donc une contradiction et I’hypothese n > 3 est fausse et donc n < 3
En conclusion, n = 2

G est donc un groupe a 4 éléments

(b) Montrer que la structure de G est entiérement déterminée et en donner la table de multiplication

G étant un groupe a 4 éléments est cyclique ou isomorphe au groupe de Klein.
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Nous avons donc G = {e, hyi, ho,a} ou Hy = {e,h1} et Hy = {e, ha}, et donc, d’apres les
questions précédentes, h? = e et h3 = e, et, toujours d’aprés 'étude précédente, h1hy = a et
a?=e.

C’est donc le groupe de Klein dont la table de multiplication est donnée dans la question
précédente.

Il y a donc 3 sous-groupes d’ordre 2 : Hy = {e,h1}, Ha = {e, ha} et Hz = {e,a}

Exercice 25 :

Soit G un groupe cyclique d’ordre n et de générateur a

1. Montrer que tout sous-groupe de G est cyclique

Soit H C G un sous-groupe de G

Soit ng € N* le plus petit entier strictement positif tel que a™ € H.

Le sous-groupe (a™) engendré par a™ est un sous-groupe de H.

Soit x € H un élément quelconque de H ; comme x € G, il existe alors m € N* tel que = = a™.
Nous effectuons la division euclidienne de m par ng

m=qng+roul0<r<ng

Alors, * = a™ = a9™*" = (a™)? x a". Nous avons a™ € H par définition; puis nous avons
(a™)? € (a™), c’est & dire, puisque (a™) C H, (a™)? € H, et donc a” € H. Nous ne pouvons pas
avoir 0 < r < ng, car c’est en contradiction avec le fait que ng est le plus petit entier strictement
positif tel que a™ € H. Donc r = 0.
Ainsi, tout x € H est du type z = (a™)? et donc x € (a™), ce qui veut dire que H C (a™)
Et donc, H = (a™) et est donc un groupe cyclique.
2. Soit m € N*. Montrer que o™ = e si et seulement si n divise m
= Si n divise m, il existe alors k € N* tel que m = kn, et alors a™ = a*" = (a")F = e* = ¢
= Réciproquement, supposons a™ = e.
Alors m > n, puisque si m < n, alors, a ne peut étre générateur de G.
Faisons la division euclidenne de m par n : m = kn +r avec 0 < r < n; alors a™ = akntr =
akra’ = (a”)k x a” = a" = e. Et la seule possibilité est que » = 0 et donc n divise m

3. Soit p un entier quelconque tel que 1 < p < n et (a?) le sous-groupe de G engendré par a?

(a) Montrer que nous avons (a?) = (a%) ou q est le pgcd de n et p

Soit donc ¢ le pged de n et p
— 1l existe donc k; € N tel que p = kiq.
Alors a? = a*19 = (a9)™ et donc a? € (a?); d'on (aP) C (a9)
— D’apres le théoreme de Bezout, il existe u € Z et v € Z tels que ¢ = un + vp, et donc
a? = "t = gU" x q'? = (a™)" x (aP)" = (aP)", et donc a? € (aP) et donc (a?) C (aP)
— D’ou (a?) = (a%)
Ce que nous voulions

(b) Démontrer que (a?) = G si et seulement si n et p sont premiers entre eux.

Si n et p sont premiers entre eux, alors le pged de n et p est 1, et d’apres la question qui
précede, (a?) = (a) =G

Nous avons démontré 2 résultats importants :

1. Tout sous groupe d'un groupe cyclique est cyclique

2. Sin est I'ordre d'un groupe cyclique G généré par a, alors pour tout entier p tel que p soit premier
avec n, aP engendre G
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Exercice 26 :

Soient G1 et G5 2 groupes et nous considérons leur produit direct G1 x G5. Nous appelons ey I'élément
neutre de G et es, celui de Gy
On consdére a; € G d'ordre ny et as € Go d'ordre noy

1. Montrer que I'ordre de I'élément (a1,a2) € G1 X Go est le ppcm de ny et de ny
C’est, cette fois-ci, assez facile.
Soit ¢ € N* tel que (a1,a2)? = (e1, e2), ceci veut dire que (af,al) = (e1,e2) < al =e; et al = ey
Et nous avons ces égalités si et seulement si ¢ est un uultiple commun a n; et no
L’ordre de (ay,as) est donc bien le ppem de ng et de ng

2. On suppose G cyclique d’ordre ny et Gy cyclique d’ordre ns. Démontrer que siny et ny sont premiers
entre eux, alors G1 x G est cyclique d'ordre nins
Si Gy est cyclique d’ordre ny et G cyclique d’ordre no, alors Card [G1 x Ga| = nina.
Si a; d’ordre n; engendre Gy et ag d’ordre ny engendre Go, alors, d’apres la question précédente,
Pordre de (a1, as) est le ppcm de ny et de na, et, ici, comme nj et ny sont premiers entre eux, ce
ppcm est ning
Comme Card [G] X G3] = ning, G1 x Gy est cyclique d’ordre njns.

Exercice 27 :

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
1. G est un groupe cyclique d’ordre premier

2. G est un groupe abélien simple

1. Supposons que G soit un groupe cyclique d’ordre premier

> Tout d’abord, G étant cyclique, est abélien
> Soit p > 2 lordre de G; il y a donc au moins 2 éléments. Soit z # e un autre élément
générateur de G. Alors (x) est le sous-groupe engendré par z et ordre de (z) divise p, I'ordre
de G. Comme p est premier, l'ordre de (z) est 1 ou p, c’est & dire (z) = {e} ou (z) = G
G est donc un groupe simple.

2. Supposons que G soit un groupe abélien simple

Soit z € G tel que x # e. Alors () est un sous-groupe de G. G étant simple, (z) = G, c’est & dire
que G est monogene, autrement dit :

G = {a" avec n € Z}

> Ainsi, si G est infini, alors G est isomorphe & Z et s’il est d’ordre fini n, il est isomorphe &
Z/nZ

> G est stirement d’ordre fini.
En effet, soit f:7Z — G, définie par :

{f:Z — G
n +— f(n)=2a"

f est un homomorphisme de Z dans G, et si G est monogene, f est un isomorphisme de Z dans
G. Pour m € N*, mZ est un sous-groupe de Z et f (mZ) est un sous-groupe de G, différent de
G et de {e}.
Ce qui est impossible. Donc G est fini et d’ordre n
> n est un nombre premier

En effet, supposons le contraire, et posons n = pq.
Alors, ™ est un élément d’ordre ¢, et le sous-groupe (x?) est un sous-groupe de G d’ordre g,
différent de G et de {e}, ce qui est impossible.
Donc n est premier.

G est donc un groupe cyclique d’ordre n premier.
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Exercice 28 :

Soient G et Gy 2 groupes et G1 X G leur produit direct.. On appelle wq la projection de G x Go sur G
et wy la projection de G1 x G4 sur G.

Soit G un groupe quelconque uy : G — G1 un homomorphisme de groupe et us : G — G2 un second
homomorphisme de groupe.

Démontrer qu'il existe un homomorphisme h : G — G X G2 et un seul tel que uy = wioh et us = wyoh

Commengons par faire un diagramme pour visualiser le probleme :

GLGl

IS

GQ% G1XG2

Rigoureusement, il n’y a pas de grandes mathématiques dans cet exercice. Il suffit de poser, pour = € G,
h(z) = (u1 (z),us (z)); Punicité de h est liée & la définition méme de h.

Nous avons, bien entendu, w; o h(z) = @i (u (z),us (x)) = uy (z), et donc u; = @y o h. De la méme
maniére, nous avons ug = wsy 0 h
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