Chapitre 2 : Anneaux et corps 2.5 Problémes

2.5 Problemes

Exercice 25 :

Soit j = _71 + z? = %" une racine cubique de 1. Nous rappelons que 1+ j + j2 = 0 et que j2 = j.
Nous notons Z[j]={z € Couz=a+jbonacZetbecZ}
1. Démontrer que (Z[j],+x) est un sous anneau de (C, +, x)
2. (a) Pour z = a + jb € Z[j], montrer que (a + bj) (a + bj?) est un entier positif
(b) Nous considérons 'application suivante N : Z [j] — N définie par :
{ N:Z[j] — N
z=a+jb — N (2)=(a+bj)(a+bj?)
Démontrer que, pour tout z € Z[j] et tout 2’ € Z[j], nous avons N (zz') = N (z) N (')
Le nombre entier naturel N (z) est appelé norme de z € Z [j]
(¢) Trouver tous les éléments inversibles de Z [j]
3. Soient x € Z[j] et y € Z[j]. On dit que y divise z dans Z [j] ¢'il existe z € Z[j] tel que x = yz.
Un nombre x € Z [j] est dit premier si ses seuls diviseurs sont des nombres de la forme ¢ ou pe,
e étant un élément inversible de Z [j] et u € Z [j] tel que N (x) = N (u)
On dit que x =y mod z si et seulement si x — y est divisible par z
(a) Donner, en utilisant la fonction N, une condition nécessaire de divisibilité
(b) On note A =1 — j. Démontrer que A divise 3 et que A est premier.
(c) Démontrer que tout élément de z € Z[j] est est tel que z =0 mod A ou z = 1 mod X ou
z= -1 mod A
(d) Démontrer que 0, 1 et —1 sont distincts modulo A
(e) On suppose que = € Z[j] est un élément non divisible par A. Démontrer que 23> =1 mod \*
ou 22 = —1 mod \*

Exercice 26 :

Sur les entiers de Gauss et petite incursion dans le théoréme des 2 carrés

Présentation du probléme

L’objet du probleme est de déterminer quels entiers n € N sont somme de 2 carrés, c’est a dire de trouver

les n € N, tels qu’il existe @ € N et b € N tels que n = a® + b?.
Nous appelons ¥ = {n € N tels que il existe a € N et b € N tels que n = a? + b2}

Nous avons, par exemple :
- 0eX,1eX2eX4eXbed, 8eX,9€X, 10eX

- 3¢%,6¢3, 7T¢%,11¢3%, 12¢ %
1. Montrer que si n =3 mod 4, alors n ¢ X.
L’idée que nous allons utiliser pour étudier ¥ et qui est sans doute due a Gauss est de
noter que sin € X doncn = a®>+b> , on a, dans C n = (a + ib) (a — ib), relation qui a
lieu en fait, dans l'anneau Z [i] des entiers de Gauss.
2. Nous notons donc Z[i] = {z =a+biovacZetbe Zet i =—1}
(a) Démontrer que Z [i] est un sous-anneau integre de (C,+, x)
(b) Pour z € Z[i], nous définissons N (z) = z x z = |2|*.
Démontrer que, pour tout z € Z [i] et tout z; € Z[i], nous avons N (z) € N et

N (zz1) = N (2) X N (z1)

(¢) Quels sont les éléments inversibles de Z [¢] 7
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3. Démontrer que ¥ est stable par multiplication.
4. On dit qu'un élément x € Z [i] est irréductible si = a X § alors a ou § est inversible.

(a) Montrer que pour tout x € Z[i], si N (z) est un entier premier, alors z est irréductible. La
réciproque est-elle vraie ?

(b) Soit p € N un nombre premier. Démontrer que nous avons ’équivalence suivante

p € ¥ <= p n’est pas irréductible dans Z][i]

(¢) En déduire que si p est premier tel que p =3 mod 4 alors p est iréductible
5. Une division euclidienne dans Z [i]
(a) Soient x € Z[i] et y € Z[i]" = Z[i] \ {0}.
et

DN =

On pose z =u+ivouu€QetveQ. On prend ug € Z et vy € Z tels que |u — ug| <
|v —v| < 1
S g
Montrer qu'on a : z =y (ug + ivg) + r avec N (r) < N (y).
(b) Application :
Trouver q € Z[i] et r € Z[i] tels que (7 + 2i) = q(2+ 3i) +r avec N (r) < N (2 + 3i)

6. Démontrer que 'anncau Z [i] est principal
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