Chapitre 2 : Anneaux et corps 2.6 Correction de quelques exercices

2.6 Correction de quelques exercices

‘ Dans ces premiers exercices, nous manipulons surtout des calculs ; peu de questions de fond

Exercice 2 :

1. Soit (R,+, x) un anneau commutatif de caractéristique p ot p est un nombre premier. Démontrer que
(a+b)P =aP + b°

Nous pouvons utiliser la formule du binéme :

p p—1
(a+b)P = Z C];ozkbp_’C =t +a® + Z C’;akb”_k
k=0 k=1

Comme, pour 1 < ¢ < p— 1, nous avons Cf = (2) = kyp, nous avons alors

CraftP =% = kgpa*v?~* = (pa) kga*~"0P~" =0
Et donc (a + b)? = aP + b?
2. En déduire que (a — b)¥ = aP — bP
Pas si difficile ; en effet :
a’ = ((a—0b)+b)" = (a—b)P +V° < a’ — b’ = (a — b)’
3. Pour ay,as, - ,ay k éléments de I'anneau R. Montrer que

(a1 +ap + -~ +ax)” = (a2)" + (a2)" + - + (ax)”

Nous allons faire cette démonstration par une récurrence sur k
* C’est évidemment vrai pour k =1
* Supposons que c’est vrai pour k, c’est a dire que :

(a1 +az+ - +ap)" = (a1)" + (a2)” + - + (ar)”

* Démontrons 'affirmation pour & + 1

(a1 +as+ - +ap +ap)’ = ((ar +ag + -+ ap) + ap1)’ = (a1 +ag + -+ ap)’ ++af
D’apres hypothese de récurrence (ay + ag + -+ - + ag)’ = (a1)? + (a2)’ + -+ + (ax)? et donc :
(a1 +az 4o+ ap + ap)” = (a1 +az + -+ ap) +ag g = (@) +(a2) "+ -+ (ar)"+(ars1)"
Ce que nous voulions

4. p est toujours un nombre premier et k € N quelconque. Démontrer que kP = k [p)

Nous nous posons dans Panneau (Z/pZ, +, x) qui est bien entendu de caractéristique p.
P

Donc, pour tout k € Z, kP 1+14+1+---414+1 |, et, dans (Z/pZ,+, x), d’apres les

k fois
questions précédentes, dans Z/pZ, nous avons

p

I+141+-+14+1 ) =)+ Q)P+ + (1) =k

k fois k fois

Ce qui veut dire que kP = k [p]
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Exercice 3 :

Soit (R,+, x) un anneau unitaire. Soient a € R et b € R tels que ab+ba = 1 et a®b+ ba® = a

1. Montrer que a’b = ba® et que 2aba = a

= De ab+ba = 1, nous tirons, par la multiplication & gauche par a a (ab + ba) = a <= a?b+aba =
a, d’ot1 nous déduisons, de a?b + ba® = a que ab + aba = a? + ba? <= aba = ba>

= De méme, de ab+ ba = 1, nous tirons, par la multiplication & droite par a (ab+ ba) a = a <~
aba + ba? = a, d’oll nous déduisons, de a?b + ba® = a que aba + ba? = a? + ba? < aba = a’b

= De aba = ba® et aba = a?b, nous déduisons que ba®? = a?b, et en additionnant, 2aba =
ba’® +ab?® =a

Et donc a?b = ba? et 2aba = a

2. Etablir que a est inversible que son inverse est 2b, c'est & dire a=' = 2b

= Nous avons (ab)” = abab = (aba) b; de aba = ba?, nous tirons (ab)® = ba2b

= De méme, (ba)® = baba = b (aba) ; de aba = a2b, nous tirons (ba)® = ba2b

= De ab+ ba = 1, nous tirons ab = 1 — ba, c’est & dire (ab)* = (1 — ba)® = 1+ (ba)* — 2ba. Nous
en déduisons donc que

balb=1+ba’b—2ba<1—-2ba=0<=2ba=1 < a1 =2b

Ce que nous voulions

Exercice 4 :

Soit (R,+, x) un anneau unitaire.
On suppose que, pour tout z € R et tout y € R, nous avons (zy)° = 221>

1. Démontrer que, pour tout x € R et tout y € R, nous avons ryx = z2y = yx?

Soient x € R et y € R. Alors :

=

P = [o+ya]’

= (z+y2)(z+yz)

= 2?2 +ayr +ya? + (y2)°

(1+y)z

= Maintenant : )
(I+y) a?= (1+y)(1+y)a?
= (1+2y+y2)x2
= 22+ 2y2? + y2a?
= De I’hypothese, nous avons (xy)2 = 22y? vraie pour tout z € R et tout y € R, nous avons;

(1+y)2]® =1 +y)° 2% <= 2% + zyz + y2° + (y2)? = 2 + 2y2? + y22? <= zyz = ya°

Ainsi, nous avons zyzr = yx>
Pour démontrer que zyz = 2%y, nous faisons, de la méme maniere, le calcul de [z (1 +y)]* et
2 (1+y)°

2. En déduire que I'anneau R est commutatif

De l'identité xyx = 22y = ya? vraie pour tout € R et tout y € R, nous avons :
(1+2)y=y(1+a2)’

= (1+1:)2y: (1+z2+21)y:y+x2y+2zy

= y(1+a) =y (1422 +2?) =y + 2y + ya?

= Donc, y+2yx+2%y = y+22y+2ry <= 2yr+yr? = 2xy+2?y. Comme, nous avons démontré
que 2%y = yz?, nous obtenons 2yr = 2xy <= yx = TY

L’anneau R est donc commutatif.
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Exercice 5 :

Soit (R, +, x) un anneau unitaire.
Soit a € R un élément de R tel qu'il existe b € R tel que ab =1

1. Démontrer que, si pour tout x € R et tout y € R nous avons ax = ay, alors t =y

Soient x € R et y € R tels que ax = ay, alors ax —ay + 1 =1 et donc :
ar—ay+l=1l<=ax—ayt+ab=1<=a(z—y+b)=1

De l'unicité de l'existence de b € R tel que ab = 1, nous déduisons de a(x —y+b) = 1 que
r—y+b=">

De la régularité dans un groupe additif, nous déduisons que x —y = 0 et donc que x =y

a est donc un élément régulier pour la multiplication.

2. Démontrer que a est un élément inversible de R et que b = a ="

Nous avons a (ba) = (ab) =1 xa=a=a x 1, c’est & dire a (ba) = a x 1.
De la régularité de a, nous déduisons de a (ba) = a X 1 que ba = 1.

Nous avons donc ab = ba = 1 et donc b= a~*.

a est donc inversible et I'inverse de a est b, et donc b = a1

Exercice 6 :

Soit (R,+, x) un anneau unitaire. Nous appelons U C R I'ensemble des éléments inversibles de R.
Il faut démontrer que (U, X) est un groupe.

1. Tout d’abord, il est clair que U # () puisque 1 € U
2. D’autre part, la loi x est associative, par construction des anneaux.
3. Ensuite, la loi x est interne; en effet, si a € U et b € U, alors ab € U
En effet,
Pour démontrer que ab € U, il faut démontrer que ab est inversible. Or, (ab)f1 =blxa
puisque :
— (ab)(b‘1 xa‘l) =a bb‘l)a:axlxa_lzaxa_lzl
— Et (b7 xa ) (ab)=b"'x (a7t xa)b=b"tx1xb=b"'xb=1
4. De maniere évidente, si b € U, alors b~—! € U, puisque b = (bil)_l; b~! est donc inversible et
donc b=t e U

(U, x) est donc un groupe.

1

Exercice 7 :

Montrer qu’un anneau (R, +, x) n'a pas de diviseurs de zéro si, et seulement si, tous ses éléments non nuls
sont réguliers

1. On suppose que R n’admet pas de véritables diviseurs de zéro et soient 3 éléments a € R avec
a#0,r € Rety€ R tels que ar = ay. Alors :

ar=ay<=arx—ay=0<=a(x—y)=0

Comme a # 0 et que R est un anneau integre, alors x —y = 0, c’est a dire z =y
2. Réciproquement, supposons que tous les éléments non nuls de R sont réguliers.
Soient « € R et y € R tels que zy = 0. Alors

ry=0<zy=2x0

De I’égalité et de la régularité, puisque zy = x x 0, alors x =0

De la méme maniere xy = 0 <= zy = 0 X y, et de cette régularité on déduit y =0
Nous avons donc 2y = 0= (x = 0) ou (y =0)

R est donc integre
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Exercice 8 :
Soient a et b deux éléments d'un anneau (R, +, X) tels que ab soit inversible et b non diviseur de 0.
Montrer que a et b sont inversibles.
Soient a et b deux éléments d’un anneau (R, +, X) tels que ab soit inversible et b non diviseur de 0.
1. Soit & = b(ab)~". Montrons que x est I'inverse de a
Nous avons donc :
ax =axb(ab)”" = (ab) (ab)' =1

D’autre part :
zab="b(ab) ' ab=b <= zab=b < zab—b=0<=b(za—1) =0

b n’étant pas un diviseur de zéro, za — 1 = 0 <= xa = 1 et = est bien l'inverse de a

2. Nous avons b = a~! (ab). b apparait comme le produit d’éléments inversibles et est donc inversible.
Nous avons méme b~ = (ab) ™' x a

Exercice 10 :

Soit (R,+, x) un anneau et nous considérons Z (R), le centre de R, c'est a dire :
Z (R) = {u € R tels que, pour tout x € R nous avons ux = zu}

Il faut démontrer que (Z (R) ,+, X) est un sous-anneau de (R, +, X )

Nous allons utiliser le théoréme 2.1.7 pour démontrer que (Z (R),+, X) est un sous-anneau de (R, +, X)
Soient u € Z (R) et v € Z (R). Alors, pour tout z € R, ux = xu et vz = zv

1. Montrons que v — v € Z (R). Soit donc z € R; alors :
(u—v)z=ur —vr=zu—zv=2u(u—"0v)

Ainsi u — v commute avec tout z € Ret u—v € Z (R)
2. Montrons que wv € Z (R). Soit donc z € R; alors :

(wv) z = u (vx) = u (2v) = (uz)v = (zu) v = = (W)

Ainsi le produit uv commute avec tout z € R et uwv € Z (R)
Donc, (Z (R), 4+, X) est un sous-anneau de (R, +, X)

Exercice 13 :

On poser = /2 et A = {z cRovx=m-+nr+pr?avecmeZ,ncZ,pc Z}.
Il faut démontrer que (A, +, x) est un sous-anneau de (R, +, x)

Quelques remarques avant de commencer :
e 7 = /2 est racine du polynéme X3 — 2 qui se factorise en (X® —2) = (X —r) (X2 +rX +r?)
qui sont des polynomes irréductibles de R [X]
o Nous aurons aussi & utiliser le fait que 73 = 2
e Nous avons A # () puisque 0 € Aet 1€ A
Démontrons maintenant que (A, +, x) est un sous-anneau de (R, +, x)
Le fait que A C R, (A, +, X) récupere de toutes les propriétés d’anneau de (R, +, X), en particulier la
distributivité de x par rapport a +
= Soit z € A et y € A; nous allons montrer que x —y € A.
Nous avons z = m +nr +pr? et y =m/ +n'r + p'r2 avecm € Z, m € Z, n € Zyp € Z,m’' € 7,
n' €Zetp €.
Alors :

rT—y= (m+nr+;m"2) - (m’+n’r+p/7“2) =(m-m)+n—-n)r+@{p-p)r

Bien entendu, nous avons (m —m/) €Z, (n—n')€Zet (p—p')EZetdoncz—ye A
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= Maintenant, montrons que pour z € Aety€ A,z xy € A
En reprenant 1’écriture de x et de y cidessus, nous avons :

rxy= (m+nr+pr?) x (m +n'r+p'r?)
= mm’ +mn'r +mp'r? +nm'r +nn'r? + 2np’ + m'pr? + 2n/p + 2pp'r

= (mm/ +2np’ +2n'p) + (mn’ +nm’ + 2pp’) r + (mp’ + nn’ +m/p) r?

Comme (mm’ + 2np’ + 2n'p) € Z, que (mn' + nm' + 2pp’) € Z et que (mp’ +nn’ +m'p) € Z,
nous avons £ X y € A
(A, 4+, x) est un donc sous-anneau de (R, +, x)

Exercice 18 :

Soit f : C — C un morphisme d’anneaux tel que pour tout x € R, [ (x) = x. Montrer que [ est I'identité
ou la conjugaison complexe.

Posons f (i) = A\. Alors :
— Pour z = a + b, nous avons f (2) = f(a)+ f (i) =a+ b
— D’autre part, f (i%) = (f (i))? = A2
— Mais, f (%) = f(-1)=—f(1)=-1
— D’ott A2 = —1, clest & dire X\ = +i
Si f(i) =4, alors f(2) = f(a)+ f (i) =a+ib=z et donc f = Idc
Et, trés simplement, si f (i) = —i, alors f(z) = f(a) + f (i) = a — ib = Z et donc f est la conjugaison
dans C

Exercice 20 :

m .
On note D = {W avecm € Z etn € N} I'ensemble des nombres décimaux

1. Montrer que D est un sous-anneau de (Q, +x)
2. Montrer que les idéaux de D sont principaux (c'est-a-dire de la forme a x D avec a € D)

Que D soit un sous-anneau de (Q,+x) est évident; il suffit d’en vérifier les axiomes.
Soit maintenant I C D un idéal de D.
Alors, par définition, nous avons (I,4) qui est un sous-groupe additif de (D, +); de la méme maniere,
comme Z C D, (Z,+) est un sous-groupe additif de (D, +)
L’intersection de 2 sous groupes est un sous-groupe, I N Z est un sous-groupe additif de (D, +); mais
comme [ NZ C Z, (I NZ,+) est un sous-groupe additif de (Z,+). Les seuls sous-groupes de (Z, +) étant
du type aZ avec a € N, il existe donc a € N tel que I NZ = aZ

— Comme aZ C I, alors a = a x 1 € I, et donc, pour tout z € D, du fait que I soit un idéal, ax € I

et donc alD C I
— Réciproquement, soit x € I et nous allons démontrer que = € aTI[%)

Sixe[,alorst]DetileXistemEZetnENtelsquex:W

m
De la notion d’idéal, nous pouvons écrire que 10™ x x € I, c’est a dire 10™ x Tom = m € I, c’est
a dire que m € I N7Z = aZ. L’entier a est donc un diviseur de m. Il existe donc k € Z tel que
m = ka

. m kxa
Deés lors @ = — =
n n

— De aD C I et I C aD, nous en déduisons que I = alD
Ainsi, les idéaux de D sont principaux et D est donc un anneau principal.

= a X dfrackl10™, ce qui signifie que = € aD et donc I C aD

Exercice 21 :

Le nilradical d'un anneau commutatif (R, +, X), est I'ensemble N formé des éléments nilpotents de R, c'est
a dire des x € R tels qu'il existe n € N vérifiant x™ = Or. Montrer que N est un idéal de R

— 1l faut d’abord démontrer que (N, +) est un sous-groupe de (R, +).
x Il faut d’abord montrer que N # ()
Or, pour tout n € N, 0% = 0 et donc Or € N
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* Soient, maintenant, x € N et y € N ; il faut montrer que z —y € N.
1l existe donc m € N et n € N tels que 2™ = Op et y" = Op. Calculons (z —y)"™"™ et
utilisons pour cela, la formule du binéme de Newton. Nous pouvons le faire puisque (R, +, X)
est commutatif.

m+n asy m+n k, m+n—k
(=)™ = > (7, )y

kWTO m+mn ey m-+n
= Z( k )<—1)m+”"“x’“ym*"’“+ 2 ( k ><—1)"‘+"‘kxkym+"’“
k=0 k=m+1

> Pour 0 < k < m, nous avons —m < —k <0
Ainsi, sin < m+n—k <m+1, et donc, si 0 < k < m, nous avons y

Og, et donc

- m-+n matn— .

Z( k >(_1) TR gkymnTk = 0
k=0

m+n—~k m—k _

=y Xy

k

k—m

> Pour m+ 1 <k <m+n, nous avons " = z™ X x = 0g et donc

m—+n m + n L

k=m+1

En conclusion,

s m+n k, m+n—k -
Z o)ty - Z

k=0

m—+n m+n Atk o bk
Y ( i ) (1) zvy
k=m+1
= 0g
Cest & dire (z —y)™ " = 0g, clest & dire que z —y € N
— Soit a € A et x € N ; il faut démontrer que ax € N.
Il existe donc n € N tel que 2" = Or; par la commutativité dans R, on peut écrire (ax)" =
a™ x 2™ = 0g, et donc ax € N
Et donc N est bien un idéal.

Exercice 22 :
Soient (R, +, x) un anneau commutatif et a € R un élément idempotent de R, c'est a dire tel que a® = a .

1. Montrer que J = {x € R tel que ax = 0} est un idéal de R.

Il faut montrer que J est un idéal.
= Tout d’abord, il faut montrer que (J,+) est un sous-groupe.
% Bien entendu, J # () puisque Op € J
* Soit x € J et y € J; il faut, maintenant montrer que z — y € J. Donc :

a(x—y)=ax—ay=0r — 0 =0pg
Donc, z —y e J
Et, (J,+) est un sous-groupe de (R, +)

= Soit y € R et z € J; il faut, maintenant, montrer que yz € .J, c’est & dire que a (yz) =0
Comme z € J, az = 0, et, par commutativité de x dans R :

a(yz) = (ay) z = (ya) z =y (az) =y x 0 =0

Donc yz € J
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Et pour conclure, J est un idéal de R
2. On note I = aR l'idéal principal de R engendré par a. Déterminer I + J et I N J
= Premieérement, il faut remarquer que I + J C R.
Réciproquement, soit r € R; alors r = ar +r — ar
Nous avons, clairement ar € I.

Montrons que r — ar € J

o idempotence

a(r—ar)=ar—a’r ar — ar = Og, et donc r — ar € J. Nous avons donc :

r=_ar +r—ar
N~ N——
el eJ

Et donc,

Et nous concluons donc que R =1+ J
= SoityelINndJ
Alors, y € I, et il existe € R tel que y = ar. Comme y € J, alors ay = Og, et donc :

Or=ay=alar)=a’r=ar=y

Donce, y = 0r et nous concluons, en disant que | I N J = {0g}

3. Etablir que pour tout idéal K de R : (KNI)+ (KNJ)=K.

= Il est évident que (K NI)+ (KNJ)C K

= Réciproquement, soit k € K
Alors, nous avons k = ak + k — ak, et par définition des idéaux, nous avons ak € I et ak € K,
cest adireak e INK
D’apres une démonstration précédente, k—ak € J et k—ak € K puisque K est un sous-groupe;;
donc k —ak e JNK.
Nous avons bien k € (K NI)+(K NJ)etdonc K C (KNI)+(KNJ),cest adire, finalement,
(KN +(KnJ)=K

Exercice 24 :

Dans My (C), on considére I'ensemble H défini par :

H:{(‘g ;’) o«)ae(CethC}

Il faut montrer que H muni de I'addition et de la multiplication des matrices est un corps non commutatif.

= Nous allons commencer par montrer que (H, +) est un sous-groupe de (M (C),+)

* Tout d’abord, H # () puisque Oy = (8 8) € H

* Ensuite, soient My € H et My € H avec My, = (al _£1> et My = <a2 _32>
b1 a by a2
ar —az —(by —bg)

————= ] et donc M; — M.
by — by (a1a2)>e onc My 2 €

Alors, un calcul tres simple montre que My — My = <

H
(H, +) est un donc sous-groupe additif de (Ms (C),+)
= Notons H* = H \ {Oz}. Il est tout a fait loisible de penser que H* est 'ensemble des matrices

(Z _ab> telles que |a|® + [b]> £ 0
Nous allons donc montrer que (H*, X) est un groupe multiplicatif.

* Tout d’abord H* # () puisque Idy = ((1) (1)) € H

* La multiplication étant associative dans My (C), elle l'est aussi dans (H*, x)
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* La multiplication est une loi de composition interne. En effet, si My € H et My € H avec

M, = (al _jl) et My = (a2 _32), nous avons :
by ai bo a2

(al —E) » <a2 —E) _ (alag — bybs —aﬂE—E{E) _ (@maz —biby  —byag + arbe
by a1 by a2 bias +aiby  —biby +araz bias + ajbs —aias — biby

Ce qui montre que le produite M; x My € H*
* La multiplication admet un élément neutre Idy
* Chaque élément M € H* admet un inverse.
En effet, si M = (a _,b) avec |a|® + [b|* # 0, alors M1 = % (
b a lal” + (0]
bien un élément de H*
(H*, x) est donc un groupe multiplicatif.
= La multiplication étant distributive par rapport & I'addition dans Ms (C), elle 'est aussi dans
(", x)
Nous venons de démontrer que H muni de I'addition et de la multiplication des matrices est un corps.
Montrons que ce corps n’est pas commutatif.

Soient M7 = (1 72) et My = (1 Z)

a b

> et M~ est
—b a

2 1 i1
1—-2i i—2
I>AIOI‘SM1><M2:<2+Z, 22+1)
1420 —2+44 )
1+2 —2i+1
Clairement, nous avons M7 x My # Ms x M7 et (H*, X) est donc un groupe multiplicatif non commutatif,
c’est a dire que H n’est pas un corps commutatif

l>EtM2XM1:(

Exercice 25 :

\/g 2iT

P T . . S o =
Soit j = - +i-—-— =e75 une racine cubique de 1. Nous rappelons que 1 + j + j? = 0 et que j% = 7.
Nous notons Z[j| ={z € C ot z=a+jbola€ZetbecZ}

1. Démontrer que (Z [j],+x) est un sous anneau de (C,+, X)
= Il est évident que Z [j] est non vide puisque 0 € Z [j] et 1 € Z[j] et stable pour 'addition.
= Soitu=a+bj€Z[jletv=c+dj €Z[j],lest clairqueu—v=(a—c)+ (b—d)jeZ[j].
Donc (Z [4],+) est un sous groupe de (C, +)
= Démontrons que Z [j] est stable pour la multiplication.

w = (a+0bj)(c+dj)
= ac+ adj + bcj + bdj>
= ac+adj+bcj+bd(—1—j)
= (ac—bd)+ (ad + bc — bd) j
La multiplication est bien une loi de composition interne
Donc, (Z[j],+x%) est un sous anneau de (C, +, x)
2. (a) Pour z =a+ jb € Z[j], montrer que (a + bj) (a + bj?) est un entier positif

Si z = a+jb, alors 7 = a+ bj = a + bj?, de telle sorte que (a + bj) (a + bj?) = 27 = |z|?

Maintenant, par le calcul :
(a+bj) (a+bj2) = a? + abj? + abj + b*53 ::a2+b2+ab(j+j2) =a’+ b’ —ab

Nous avons, bien entendu, a® + b2 — ab € Z, et comme a2 + b2 — ab = |2|* > 0, nous avons
a®>+b*—abeN
Il aurait aussi été possible d’utiliser d’un argument plus spécieuxr, d’une égalité de
1 3
derriére les fagots : a® +b* — ab = 1 (a+ b)2 +-(a— b)z. Et donc, nous en déduisons

4
que a® + b2 —ab > 0. Bof...
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(b)

Nous considérons I'application suivante N : Z [j] — N définie par :

{ N:Z[j] — N
z=a+jb — N(2)=(a+bj)(a+bi?)

Démontrer que, pour tout z € 7 [j] et tout z' € Z [j], nous avons N (zz') = N (z) N (2')

Nous utilisons la remarque mettant en évidence que a + bj? = a + bj = a + bj, de telle sorte
que N (z) = 2z = |2|°, ot |2| désigne le module complexe de z € C.

Bien entendu, en utilisant les propriétés de ces modules, nous avons N (zz') = N (z) N (2/)
Trouver tous les éléments inversibles de Z [j]

Si z € Z[j] est inversible, ceci veut dire qu’il existe u € Z[j] tel que zu = 1; en fait, nous
avons v = 2z~ !, I'inverse de z € C.

Dans notre cas, en nous intéressant aux normes, nous avons N (zz‘l) =N(z)N (2*1) =1,
ce qui signifie que N (z) et N (z_l) sont des diviseurs de 1 dans N et nous n’avons donc pas
d’autres choix pour N (z) et N (z71) que d’avoir N (z) =1 et N (z271) = 1.

Siz=ua+bj, N(z)=(a+bj)(a+0bj?) =a®>+b*—ab=1.

C’est ici que I'égalité de derriere les fagots : a® + b* — ab = i (a+b)° + 3 (a — b)* joue son

4
role. Nous devons donc avoir :

1 3

i(a+b)2+1(a—b)2=1

C’est une équation en nombres entiers qui peut nous jouer des tours!! Ne devons donc avoir

(a+b)°= 4 ou (a+b)’= 1
(a—b)* = (a—b)*= 1

|
o

— Dans le premier cas

(a+b)°= 4
(a—b?= 0

Nous tirons a = b et (2a)° =4 <= a2 = 1 <= a = +1
D’oli une premiére rafale d’éléments inversibles : &1 =1+ j = —j2=—jouey=-1—j=
j*=7

— Dans le second cas

{ (a+b)?= 1

(a—b*= 1
Nous tirons de ce systeme, beaucoup d’autres systemes
N { a+b= 1
a—b= 1
D’ou nous tirons a =1 et b=0 et donc ez =1
N { a+b= -1
a—b= 1
D’ou nous tirons a =0 et b= —1 et donc ¢4 = —j
N { a+b= 1
a—b= -1
D’ou nous tirons a =0 et b =1 et donc g5 = j
N { a+b= -1
a—b= -1
D’ot nous tirons a = —1 et b =0 et donc g = —1

Les éléments inversibles sont donc {1, —1,4,—3,72, —j2}

3. Soient x € Z[j] et y € Z[j]. On dit que y divise x dans Z [j] s'il existe z € Z[j] tel que v = yz.
Un nombre x € Z.[j] est dit premier si ses seuls diviseurs sont des nombres de la forme € ou pe, €
étant un élément inversible de 7 [j] et u € Z [j] tel que N () = N ()
On dit que x =y mod z si et seulement si x — y est divisible par z
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(a) Donner, en utilisant la fonction N, une condition nécessaire de divisibilité

Si y divise = dans Z [j] ¢’il existe z € Z [j] tel que = = yz, ce qui veut dire en termes de norme
N, N(z) =N (yz) = N (y) x N (z) et donc N (y) divise N (z).
Si N (y) ne divise pas N () alors y ne divise pas z
(b) On note A =1 — j. Démontrer que \ divise 3 et que \ est premier.
> 11 faut d’abord remarquer que N (3) =9, et que, peut-étre, 3 est divisible dans Z[j]. Or :

I-HA-N=0-HA-)=0-HE+)=1-j"=3

3 est donc divisible dans Z [j], puisque nous avons 3 = A (2 + )
> Nous venons de montrer que N (A\) = 3; 3 étant un nombre premier dans N, et si u divise
A dans Z[j], alors N (u) divise N (\) et donc N (u) =3 ou N (u) =1
Si N (u) = 3, alors si A = 1 X z, nous avons N (z) = 1 et z € Z [j] est un élément inversible.
Et donc A est bien premier dans Z [j]
* Nous avons, par exemple A =1x et A=—1x =\
* Puis \=j x (=2—j)et A\=—3j x (2+7)
x Et pour terminer A = j2 x (14 2j) et A = —j2 x (=1 — 2j)
(c) Démontrer que tout élément de z € 7 [j] est tel que z =0 mod A ouz =1 mod X ou z = —1
mod A

Soit z € Z[jlou z=a+bj aveca € Z et b € Z.

Nous pouvons écrire z = (a+b) —b(1 —j) = (a +b) — bA

Comme a € Z et b € Z, nous avons a+b = 0[3] <= a+b =3koua+b=1[3] < a+b=1+3k

oua+b=-1[3] <= a+b=—1+3k. De plus, 3 = A(1+ 2j).

Ainsi :

* Sia+b=0[3] <= a+b=3k, alors :
z=(a+b)—b(l—j)=(a+b) —bN=3k—bA =X k(1 +2j) —bA=X(k(1+2j) —b)

Ce qui veut dire que z est divisible par A et donc, nous avons z =0 mod A
* Ensuite, sia +b=1[3] <= a+b=3k+1, alors :

2= (a+b)—b(1—7) = (a+b)—b\ = 3k+1—bX\ = 1+ k (1 + 27)—bA = 14X (k (1 + 2j) — b)

Ce qui veut dire que z — 1 est divisible par A et donc, nous avons z =1 mod A
* Pour terminer, sia+ b= —1[3] <= a+b=3k — 1, alors :

2= (a+b)=b(1—75) = (a+b)—b\=3k—1—b\ = —1+Me (1 + 2j)—b\ = —1+A (k (1 + 2j) — b)

Ce qui veut dire que z — (—1) est divisible par X et donc, nous avons z = —1 mod A
En conclusion, tout élément de z € Z [j] est tel que z=0 mod Aou z=1 mod Aou z= -1
mod A

(d) Démontrer que 0, 1 et —1 sont distincts modulo A
La question est donc :
> Avons nous 1 =0 mod A7
Il faut donc voir si 1 — 0 = 1 est divisible par A
Si A divise 1, alors N () divise N (1); comme N (A) =3 et N (1) =1, et que 3 ne
divise pas 1, 1 n’est pas congru a 0 modulo A

> Par le méme raisonnement, 1 n’est pas congru & —1 modulo A puisque 1 — (—1) = 2 et que
N((2)=4
> De la méme maniere, —1 n’est pas congru a 0 modulo A
(e) On suppose que x € Z[j] est un élément non divisible par \. Démontrer que x> =1 mod \* ou
22 =—1 mod \*
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On vient de voir que tout z € Z[j] est tel que 2 =0 mod A ou z =1 mod A ou z = —1
mod A. Dong, si € Z[j] est un élément non divisible par A, alors ¢ =1 mod A ou z = —1
mod A. Nous avons donc & = 1 + pX ot u € Z[j]
Supposons x = 1+ pA ot p € Z[j].
Alors,
* x—1=pA
xx—j=x—1+1—j=pA+A=A(u+1)
xr—fl=r-14+1-2=pA+1+H) A=) =pr+A+)A=A(u+1+7)
Nous devons, maintenant, nous intéresser & 2 — 1. Or :

2 —1= (z—1)(a®+z+1)
= (a:—l)(x—j)(l‘—JQ)
= Ax A+ xA(p+14+7)
= Mlup+1)(p+1+7)

Nous avons u+14+j=pu+2—1+j=pu+2— X de telle sorte que :

2 —1= Nu(p+1)(p+2-N)]
= Nu(p+1)(p+2) = Au(p+1)]
= Nu(p+1)(p+2) = Xp(p+1)
Nous avons démontré, dans une question précédente que tout élément de p € Z[j] est tel que

p=0 mod Aoup=1 mod Aou pg=—1 mod A
— Sip =0 mod A, alors = Mk ot k € Z[j]; et donc

plp+1)(p+2)=XkAe+1) (M +2) =A(k(Ae+1) (Ak+2)) = a1 A
— Sipg=1 mod A, alors p =AMk +1ou k € Z[j]; et donc
plp+1)(n+2)=Ak+1) Ak +2) (M +3)
Or, nous avons vu que 3 = A (2 + j), et donc

plp+1) (n+2)= Me4+1)(Ak+2) (M +3)
= Ak+1D)AE+2)Ak+A(247))
= M+ OAE+2)(k+ 2+ 7))
= 042)\

— La résolution est semblable si p = —1 mod A\ <= p= -1+ Xk ou k € Z[j]
Ainsi, pour tout p € Z[j], nous avons (u + 1) (u + 2) = a, de telle sorte que :

P —1=Ma-Nup+1)=M(a—-pp+1)

Ainsi, 23 — 1 est divisible par A* et donc 2* =1 mod \*

La démonstration est semblable si x = —1 + p) ot u € Z[j] pour prouver qualors z® = —1
mod A.

Note : Dans le travail ci-dessus, je n’ai volontairement pas voulu appliquer a Z [j] la théorie
des congruences que nous avons vues pour 7 ; en effet, nous n’avons pas travaillé, pas
établi, la relation d’équivalence compatible avec l’addition et la multiplication. J’ai donc
voulu rester le plus proche possible de la définition.

Exercice 26 :
Nous appelons ¥ = {n € N tels que il existe a € N et b € N tels que n = a* 4 b*}

1. Montrer que sin =3 mod 4, alorsn ¢ .

Ce n’est pas une question tres difficile.
Remarquons que si a est pair, alors a = 2k et a? = 4k? et donc a®> =0 mod 4 et si a est impair
(et donc a = 2k + 1) alors a® = 4 (k* + k) + 1, ce qui veut dire *> =1 mod 4. Ainsi :
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* Si a et b sont pairs, alors a® 4+ b%> =0 mod 4

% Si a et b sont impairs, alors a4+ b%> =2 mod 4

x Si a est pair et b impair, ou a est impair et b pair alors a® + b*> =1 mod 4
Ainsi, jamais a? + b% n’est congru a 3 modulo 4 et donc, si n = 3 mod 4, alors il n’existe pas
d’entiers a et b tels que n = a? + b% et donc n ¢ &

2. Nous notons Z[i] = {x =a+biola€ZetbeZeti*=—1}
(a) Démontrer que 7 [i] est un sous-anneau intégre de (C, 4+, )

La démonstration ne pose pas de grandes difficultés (en fait, aucune) puisque Z [i] hérite des
propriétés de corps de (C,+, X); d’autre part, il n’est pas anodin de remarquer que Z [i] # ()
puisque Z C Z[i]

11 est clair que Z [i] est intégre puisque (C,+, x) Dest.

La multiplication est distributive par rapport & addition (puisqu’elle I’est dans C)

Il est clair que si z € Z[i] et z1 € Z[i] alors z — 2 € Z[i]

11 est plus délicat (quoique...!) de montrer que si z € Z [i] et 21 € Z[i] alors z X z; € Z[i].
Soient donc z = a + ib et z1 = a1 + iby; alors zz1 = (a+1b) (a1 +ib1) = (aa; — bb1) +
i(aby + bay).

Comme aa; — bby € Z et aby + bay € Z, nous avons z X z1 € Z|i

Ainsi, Z [i] est un sous-anneau integre de (C, +, x)

Lild

(b) Pour z € Z[i], nous définissons N (z) = z x z = |z|*,
Démontrer que, pour tout z € Z[i] et tout z1 € Z]i], nous avons N (z) € N et

N (zz1) = N (2) x N (z)

— Dez=a+ibotac Zetbe Z nous avons N (z) = z x z = |2|° = a? + b?; comme

a® +b% € N, nous avons bien N (z) € N
— La propriété N (zz1) = N (2) x N (21) se déduit de celle des modules des nombres complexes

(c) Quels sont les éléments inversibles de Z[i] 7
Soit u € Z [i]; il existe donc v € Z [i] tel que uv = 1.
Nous avons alors N (uv) = N (u)N (v) = N(1) = 1; de N (u) N (v) = 1, nous déduisons
1

N (u) #0 et N (v) # 0 et ce qui veut dire que N (v) = N

Comme nous avons démontré que N (v) € N, nous ne pouvons avoir que N (u) = 1.
Si u = a+ib, nous avons N (u) = a?+b* = 1; les seules solutions sont les couples (a, b) = (1,0),
(a,b) = (—1,0), (a,b) = (0,1) et (a,b) = (0,—1). D’ou les éléments inversibles sont :

u=1 u=-1 u=1 u=—1

Réciproquement, il est clair que u = 1,u = —1, u = i et u = —i sont des éléments inversibles.
3. Démontrer que ¥ est stable par multiplication.
Soit n € ¥; il existe donc a € N et b € N tels que n = a? + b, c’est & dire qu’il existe u = a + bi €
Z[i] tel que n = N (u).
De méme, si m € %, il existe v = ¢+ di € Z[i] tel que m = N (v), et donc :

mn =N (v) X N (u) = N (vu)

Ce qui montre déja que mn est la somme de 2 carrés, mais allons plus loin :
* uv = (a+ib) (¢ + id) = (ac — bd) 41 (ad + be) et donc mn = N (vu) = (ac — bd)” + (ad + be)?
* Nous avons N (v) = ¢? + d? et N (u) = a® + b* et nous venons de montrer la célebre identité
de Lagrange
(a + %) (¢ + d?) = (ac — bd)* + (ad + be)?

4. On dit qu'un élément x € Z[i] est irréductible si x = o x 8 alors o ou B est inversible.

https://mathinfovannes.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO@© Page 66



Chapitre 2 : Anneaux et corps 2.6 Correction de quelques exercices

(a)

Montrer que pour tout x € Z[i], si N (x) est un entier premier, alors x est irréductible. La
réciproque est-elle vraie 7

Soit x = af on aw € Z[i], B € Z[i] et p = N () est un nombre entier premier

Nous avons p = N (a) N (). Les nombres N («) et N () divisent p. L’un des deux nombres
N () ou N (B) est égal a p, et Pautre est égal & 1, car p est premier.

Or u € Z[i] est inversible si et seulement si N (u) = 1. Donc « ou S est inversible. = est donc
irréductible.

La réciproque est fausse : par exemple, 5 est irréductible, mais N (5) = 25 n’est pas premier.

Soit p € N un nombre premier. Démontrer que nous avons I'équivalence suivante

p € ¥ <= p n'est pas irréductible dans 7Z[i]

= Soit p un nombre premier tel que p € %
Alors, il existe a € N* et b € N* tels que p = a® + b% = (a +1ib) (a — ib) = N (a + ib).
Comme a € N* et b € N*, les éléments a + ib et a — ib ne sont pas inversibles et donc p
n’est pas irréductible dans Z[i]

= Supposons que p ne soit pas irréductible dans Z[i]
11 existe donc « € Z[i] et 8 € Z[i] non inversibles tels que p = af.
Alors N (p) = p> = N (aff) = N (@) N (8).
Remarquons que, comme « € Z[i] et § € Z[i] ne sont pas inversibles, alors N (a) # 1 et
N (8) # 1.
N () et N (B) étant des diviseurs de p?, et p étant premier, nous avons N (o) = N (8) = p
et donc p = (Re (a))® 4 (Im (@))* = (Re (8))> + (Im (8))* est donc la somme de 2 carrés,
doupeX

En déduire que si p est premier tel que p =3 mod 4 alors p est iréductible

Sip=3 mod 4 alors p ¢ ¥ et donc p est irréductible

Soient x € Z[i] ety € Z[i]" = Z[i] \ {0}.

On pose = = u+iv ol u € Q et v € Q. On prend ug € 7 et vy € 7 tels que [u — ug| < < et
yl ’

[v = o] < Sy

Montrer qu'on a : x = y (ug + tvg) + r avec N (r) < N (y).
T 1
En écrivant — = u+iv ot u € Q et v € Q, on choisit ug € Z et vy € Z tels que |u — ug| < 3 et

|v —v| < 3 ces entiers ug € Z et vy € Z existent ; ce sont, en fait, les entiers les plus proches

de ug et vg.
De x = y (ug + ivg) + r, nous tirons

_ T roox _
— = (up+ivg)+ — <= — = — — (up+1vg) = (u—up) + i (v —1vg)
Y y oy
En utilisant les normes, nous avons N ( ) (z) = (u—up)* + (v —10)>.
N(y)
1 1
Comme |u — ug| < 3 et |[v —vo| < 5 hous avons
N(.’E) 2 2 1 1 1
= (u— - <-+-=:-<1

Et donc N (z) < N (y)
Nous avons x = y (ug + ivg) + r avec N (r) < N (y)
Trouver g € Z[i] et r € Z[i] tels que (7 +2i) = q(2+ 3i) +r avec N (r) < N (2 + 3i)

Il suffit d’appliquer la démonstration précédente ; on pose, simplement z = 7+ 2i et y = 2+ 31
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e T2 (T+2)(2-3i) 20-17i 20 Ti

y  2+3i (243)(2-3) 13 13 13
7
* L’entier ug € Z le plus proche de 3 est 2 et 'entier vy € Z le plus proche de 13 est -1

* Dans un premier temps

de telle sorte que ¢ = ug +ivg =2 — ¢
* Et maintenant, r = 7+ 2i — (2 4 3i) (2 — i) = —24, de telle sorte que nous avons

(T+2) =q(243i) +7r <> (T+2) =(2—i)(2+3i) — 2i

* Il faut, maintenant, montrer que N (1) < N (2+3i). Or N (r) = N (=2i) =4 et N (2 —1i) =
13.
Nous avons bien N (r) < N (2 —1)

6. Démontrer que I'anneau Z i) est principal

L’anneau Z [7] est principal si et seulement si tous les idéaux de Z [i] sont principaux, c’est & dire
que les idéaux sont des ensembles de multiples de la forme u X Z [i] ol u € Z[i].

Soit donc Z un idéal de Z[i] et n = r%{r{lo} N (z). Soit a € T tel que n = N (a).
TE

Soit « € 7 un élément quelconque de l'idéal 7 et effectuons la < division euclidienne » dans Z [i]
de x par a.

Il existe donc un nombre ug+ivg € Z [i] et r € Z [i] tels que x = a (ug + ivg)+7r avec N (r) < N (a).
De la, nous avons a (ug + ivg) € Z puisque Z est un idéal. Comme par hypothese, x € T et, d’apres
les propriétés de sous-groupe de Z, nous avons r = x — a (ug + ivg) € Z.

De N (r) < N (a) et € Z, nous tirons N (r) = 0 et donc r = 0, ce qui montre que = = a (ug + ivp),
que tout élément x € 7 est un multiple de a et que donc I'idéal Z est principal.

Ainsi, 'anneau Z [¢] est principal

https://mathinfovannes.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO@© Page 68



	I Algèbre
	Anneaux et corps
	Correction de quelques exercices



