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Chapitre 3 : Les espaces vectoriels 3.10 Formes linéaires en dimension finie

3.10 Formes linéaires en dimension finie

3.10.1 Définition analytique d’une forme linéaire dans un K-espace vectoriel
de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et B = {e1, . . . , en} une base de E
Soit ϕ ∈ E∗ une forme linéaire. Pour tout vecteur x ∈ E, de coordonnées (x1, . . . , xn), ϕ (x) s’écrit :

ϕ (x) =
n∑
i=1

xiai où (a1, . . . , an) ∈ Kn

Démonstration

1. Soit x =
n∑
i=1

xiei un vecteur de E ; alors

ϕ (x) = ϕ

(
n∑
i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xiϕ (ei) =
n∑
i=1

xiai

où nous avons posé ai = ϕ (ei)

2. Réciproquement, si ϕ est définie par :
ϕ : E −→ K

x =
n∑
i=1

xiei 7−→ ϕ (x) =
n∑
i=1

xiai où (a1, . . . , an) ∈ Kn

ϕ est bien entendu une forme linéaire

Remarque 34 :

1. Les scalaires (a1, . . . , an) ∈ Kn sont caractéristiques de la forme linéaire ϕ et toutes les formes
linéaires ϕ : E −→ K s’expriment donc de cette manière

2. L’identité ϕ (x) =
n∑
i=1

xiai peut aussi s’écrire ϕ (x) =
n∑
i=1

aie
∗
i (x), c’est à dire que ϕ =

n∑
i=1

aie
∗
i et

les scalaires (a1, . . . , an) ∈ Kn sont donc les coordonnées de ϕ dans la base duale de E∗ {e∗1, . . . , e∗n}
3. Si H est un hyperplan de E , et si H = kerϕ où ϕ est une forme linéaire non nulle sur E, H est

l’ensemble des vecteurs x ∈ E de coordonnées (x1, . . . , xn) tels que
n∑
i=1

xiai = 0 (où les ai sont

des scalaires non tous nuls, ce sont les images des vecteurs de la base B par ϕ).

L’équation
n∑
i=1

xiai = 0 s’appelle alors une équation de H dans la base B.

3.10.2 Proposition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et B = {e1, . . . , en} une base de E
On considère H et H ′, 2 hyperplans d’équations respectives :

H :
n∑
i=1

xiai = 0 et H ′ :
n∑
i=1

xibi = 0

Alors, H = H ′ si et seulement si, il existe λ ∈ K tel que pour tout 1 6 i 6 n, bi = λai
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Chapitre 3 : Les espaces vectoriels 3.10 Formes linéaires en dimension finie

Démonstration

Supposons H = kerϕ et H ′ = kerψ où ϕ ∈ E∗ et ψ ∈ E∗ sont des formes linéaires non nulles.
Alors, H = H ′ ⇐⇒ kerϕ = kerψ. Il existe donc λ ∈ K tel que ψ = λϕ, ce qui veut dire que pour tout
1 6 i 6 n, nous avons : ψ (ei) = λϕ (ei) et donc bi = λai
Ce que nous voulions.

Exemple 15 :

En dimension 2 et en dimension 3

1. Dans R2 rapporté à sa base canonique {e1, e2}, l’ensemble des couples (x, y) qui vérifient une
équation de la forme ax + by = 0 avec (a, b) 6= (0, 0) est une droite : c’est le noyau de la forme
linéaire non nulle ϕ telle que ϕ ((x, y)) = ax+ by vérifiant ϕ (e1) = a et ϕ (e2) = b

Un vecteur de base de cette droite, est le vecteur v = (−b, a)

Si a1x+ b1y = 0 est une autre équation de cette droite, alors il existe λ ∈ R tel que : a1 = λa et
b1 = λb.

2. Dans R3 rapporté à sa base canonique {e1, e2, e3} , l’ensemble des triplets (x, y, z) qui vérifient
une équation de la forme ax+ by+ cz = 0 avec (a, b, ) 6= (0, 0, 0) est un plan : c’est le noyau de la
forme linéaire ϕ ((x, y, z)) = ax+ by + cz telle que ϕ (e1) = a, ϕ (e2) = b et ϕ (e3) = c

Si a1x+ b1y + c1z = 0 est une autre équation de ce plan, alors il existe λ ∈ R tel que : a1 = λa,
b1 = λb et c1 = λc

3.10.3 Théorème

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n
L’intersection de m hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de dimension p où p > n−m.

Démonstration

Soient H1, H2, · · · , Hm m hyperplans de E et u∗1, u
∗
2, · · · , u∗m, m formes linéaires de E∗ telles que, pour

tout i tel que 1 6 i 6 m, nous ayions Hi = keru∗i
On considère l’application Φ : E −→ Km définie par :ß

Φ : E −→ Km
x 7−→ Φ (x) = (u∗1 (x) , u∗2 (x) , . . . , u∗m (x))

1. Φ est linéaire

La démonstration n’est pas difficile.

Soient x ∈ E, y ∈ E, λ ∈ K et µ ∈ K ; alors :

Φ (λx+ µy) = (u∗1 (λx+ µy) , u∗2 (λx+ µy) , . . . , u∗m (λx+ µy))
= (λu∗1 (x) + µu∗1 (y) , λu∗2 (x) + µu∗2 (y) , . . . , λu∗m (x) + µu∗m (y)) par linéarité des u∗i
= λ (u∗1 (x) , u∗2 (x) , . . . , u∗m (x)) + µ (u∗1 (y) , u∗2 (y) , . . . , u∗m (y))
= λΦ (x) + µΦ (y)

Φ est donc linéaire

2. Recherche de ker Φ

Soit x ∈ ker Φ. Alors, nous pouvons écrire :

x ∈ ker Φ⇐⇒ Φ (x) = 0
⇐⇒ (u∗1 (x) , u∗2 (x) , . . . , u∗m (x)) = (0, 0, . . . , 0)
⇐⇒ u∗i (x) = 0 pour tout 1 6 i 6 m

⇐⇒ x ∈
m⋂
i=1

keru∗i

⇐⇒ x ∈
m⋂
i=1

Hi

Ainsi ker Φ =
m⋂
i=1

Hi
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Chapitre 3 : Les espaces vectoriels 3.10 Formes linéaires en dimension finie

3. dim
m⋂
i=1

Hi = p où p > n−m

D’après le théorème du rang, nous avons dim ker Φ+dim Imφ = dimE ⇐⇒ dim ker Φ+dim Imφ =
n⇐⇒ dim ker Φ = n− dim Imφ.

Or, comme Imφ ⊂ Km, nous avons dim Imφ 6 m et donc n− dim Imφ > n−m.

Donc dim ker Φ > n−m⇐⇒ dim
m⋂
i=1

Hi > n−m

Remarque 35 :

Nous démontrerons en 7.1.1 que, si H1, H2, · · · , Hm (avec m 6 n) sont m hyperplans de E définis par

m formes linéaires u∗1, u
∗
2, · · · , u∗m de E∗ linéairement indépendantes, alors dim

m⋂
i=1

Hi = n−m

Exercice 36 :

E est un K-espace vectoriel de dimension finie n. Montrer que, pour tout x ∈ E et tout y ∈ E, si x 6= y
alors, il existe ϕ ∈ E∗ tel que ϕ (x) 6= ϕ (y)

https://mathinfovannes.fr Le cours de L1 Jean-Luc EVENO c© Page 122


	I Algèbre
	Les espaces vectoriels
	Formes linéaires en dimension finie



