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3.10 Formes linéaires en dimension finie

3.10.1 Définition analytique d’une forme linéaire dans un K-espace vectoriel
de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et B = {ey,...,e,} une base de E
Soit ¢ € E* une forme linéaire. Pour tout vecteur = € E, de coordonnées (21, ...,2,), ¢ (z) s'écrit :

o (x) = Z:L‘iai ou (ay,...,a,) € K"
i=1

Démonstration

n

1. Soit z = Z z;e; un vecteur de E'; alors
i=1

px)=¢ (Z wiei> = sz«p (€;) = szaz

oll nous avons posé a; = ¢ (e;)

2. Réciproquement, si ¢ est définie par :
p: £ — K
n

n
:szmiei — cp(x):Za:iaioﬁ (a1,...,a,) €K"
i=1

i=1

@ est bien entendu une forme linéaire

Remarque 34 :

1. Les scalaires (ai,...,a,) € K" sont caractéristiques de la forme linéaire ¢ et toutes les formes
linéaires ¢ : E — K s’expriment donc de cette maniere

n n n
2. L’identité ¢ (z) = Z x;a; peut aussi s’écrire ¢ (z) = Z a;e; (x), c’est a dire que ¢ = Z a;e; et
i=1 i=1 i=1
les scalaires (aq, ..., a,) € K" sont donc les coordonnées de ¢ dans la base duale de E* {e3,...,ex}

3. Si H est un hyperplan de E , et si H = ker ¢ ou ¢ est une forme linéaire non nulle sur E, H est
n
lensemble des vecteurs z € E de coordonnées (x1,...,%,) tels que inai =0 (ou les a; sont

i=1
des scalaires non tous nuls, ce sont les images des vecteurs de la base B par ¢).

n
L’équation Z x;a; = 0 s’appelle alors une équation de H dans la base B.

i=1

3.10.2 Proposition

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n et B = {ey,...,e,} une base de £
On considere H et H', 2 hyperplans d'équations respectives :

H:iaziai:() et Hlii:ﬂ%bi:()
i=1 i=1

Alors, H = H’ si et seulement si, il existe A € K tel que pour tout 1 <7 < n, b; = \a;
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Démonstration

Supposons H = ker p et H' =kervy ol ¢ € E* et ¢p € E* sont des formes lindaires non nulles.

Alors, H = H' <= ker ¢ = ker. Il existe donc A € K tel que ¢ = A\p, ce qui veut dire que pour tout
1 < i< n, nous avons : 9 (e;) = Ay (e;) et donc b; = Aa;

Ce que nous voulions.

Exemple 15 :

En dimension 2 et en dimension 3

1. Dans R? rapporté & sa base canonique {ej, ez}, 'ensemble des couples (z,y) qui vérifient une
équation de la forme ax + by = 0 avec (a,b) # (0,0) est une droite : c’est le noyau de la forme
linéaire non nulle ¢ telle que ¢ ((x,y)) = ax + by vérifiant ¢ (e1) = a et ¢ (e2) =b
Un vecteur de base de cette droite, est le vecteur v = (—b,a)

Si a1z + b1y = 0 est une autre équation de cette droite, alors il existe A € R tel que : a; = Aa et
b1 = Ab.

2. Dans R3 rapporté & sa base canonique {ey, e, e3} , I'ensemble des triplets (x,y,2) qui vérifient
une équation de la forme ax + by + ¢z = 0 avec (a,b, ) # (0,0,0) est un plan : c’est le noyau de la
forme linéaire ¢ ((z,y, 2)) = ax + by + cz telle que p (e1) =a, @ (e2) =bet p(e3) =c¢
Si a1z + b1y + c12 = 0 est une autre équation de ce plan, alors il existe A € R tel que : a1 = Aa,
by =MXbet cg = A

3.10.3 Théoréme

Soit ¥ un K-espace vectoriel de dimension finie n
L'intersection de m hyperplans de F est un sous-espace vectoriel de dimension p ol p > n — m.

Démonstration

Soient Hy, Hs,--- , Hy, m hyperplans de E et uj,us,--- ,u),, m formes linéaires de E* telles que, pour
tout 4 tel que 1 < ¢ < 'm, nous ayions H; = ker v}
On considere 'application ¢ : E — K™ définie par :
{ . F — K™
x — () = (uf (x),u} (z),...,ul, (z))
1. ® est linéaire

La démonstration n’est pas difficile.
Soient t € E,ye B, A€ Ket p € K; alors :

(et py) = (uf Ao+ py),us Ao+ py) .o, (A + py))
= (Wuj (z) + pui (y), uj (x )Jruu;( )y Auk, (x) + pul, (v)) par linéarité des uw)
= AMui(2),u3(2), . up (@) + (g (y),uz (), ug, ()
20 (1) # b (y)

® est donc linéaire
2. Recherche de ker ®
Soit x € ker ®. Alors, nous pouvons écrire :

reEker®<— &(z)=0
= (Ui (2),u3(2),... up, (2))

*

uf (z )f()pour tout 1

K3

i=1

—
= =zx¢€ ﬂkeru’{
—

.TJE(}]’Iz

i=1

Ainsi ker® = (N H;

i=1
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m
3. dim N Hy=poup=n—-—m
i=1

D’apres le théoreme du rang, nous avons dim ker ® 4+ dim Im¢ = dim F <= dim ker ® +dim Im¢ =
n <= dimker ® = n — dim Img¢.

Or, comme Im¢ C K™, nous avons dim Im¢ < m et donc n — dimIm¢ > n —m.

m
Donc dimker® >n —m<=dim (| H; Z2n—m
i=1

1=

Remarque 35 :

Nous démontrerons en 7.1.1 que, si Hy, Ha, -+, Hy, (avec m < n) sont m hyperplans de E définis par
m

m formes linéaires ui,u3, - ,u;, de E* linéairement indépendantes, alors dim (| H; =n —m
i=1

Exercice 36 :

E est un K-espace vectoriel de dimension finie n. Montrer que, pour tout z € F et tout y € E, si x £ y
alors, il existe ¢ € E* tel que ¢ (z) # ¢ (y)
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