Chapitre 3

Les espaces vectoriels

VOILA UN CHAPITRE IMPORTANT. VOUS LE SAVEZ DEJA SI VOUS AVEZ LU LE COURS DE L. DANS CE
COURS, NOUS NE NOUS LIMITERONS PAS AU CORPS R DES NOMBRES REELS, MAIS NOUS ALLONS NOUS
ETENDRE A C ET SANS DOUTE D’AUTRES CORPS

LA NOTION D’ESPACES VECTORIELS VA PERMETTRE d’unifier tous les problemes d’algebre linéaire
COMME PAR EXEMPLE LA RESOLUTION DES EQUATIONS LINEAIRES.

Dans ce chapitre, les corps K sont toujours commutatifs, en précisant quand cela sera nécessaire s’il s’agit
de R ou C. L’élément neutre du corps K pour la multiplication sera toujours noté 1

3.1 Premieres définitions, premiers exemples

3.1.1 Définition de loi externe

Soit E/ un ensemble et K un corps.
Une loi de composition externe sur . de domaine K est une application ® de K x E dans E :

{CI):]KXE — F
Nu) — D[(Nu)]=Neu

Remarque 1 :

Le point e entre A\ et u < est > la loi externe. Ce point va rapidement disparaitre et on écrira 2u a la
place de @ [(A\,u)] ou Aew
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3.1.2 Définition d’espace vectoriel

Soit K un corps et E un ensemble.
On dit que E espace vectoriel sur le corps K si F/ est muni :
= D'une loi de composition interne : +
= D'une loi de composition externe : @ de K x F dans E
vérifiant

1. (E,+) est un groupe commutatif

2. La loi externe vérifie :
(a) (Vz e E), VAeK) (VueK)Ae(uex)=(Axu)ox
(b) (Vzxe E), VAeK) (VueK) A+ pu)ex=Nex)+ (neox)
(c) VxeE), (VyeE)(VeK)le(z+y) =lex+ Aoy
(d) (VzeE), lex==x

Les éléments de K sont appelés les scalaires . Les éléments de F sont appelés vecteurs.

On dit que FE est un K-espace vectoriel

Remarque 2 :

A partir de maintenant, nous enlevons le e de la loi externe et le x de la loi multiplicative de K

3.1.3 Propriétés immédiates

Ve e E), Mye E) (VAeK) Az —y)=Ax— Ny

(VAEK) Ao Oy =0

(Vy € E) (VA € K) A(—y) = =My

Ve E), VueK) (VAeK) (A—p)ax=x—py

(Vz € E), 0oz =0p

(Vo € E), (VA € K) (=A\)z = — (Ax), en particulier, (—1)z = —z
(VA eK), (Vz € E), (=) (—z)= Az

Ax = 0p si et seulementsi A =0o0u x =0g
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L'application h) : F — E définie par :

{h/\:E — F
x — hy(z) =M\

est appelée homothétie de rapport \. h) est bijective si et seulement si A\ #£ 0

Soit F un K-espace vectoriel . Nous notons O le neutre pour I'addition de E (le vecteur nul). Alors :

Démonstration
1. Montrons que (Vx € E), (Vy € E) (VA€ K) Az —y) =z — Ay
Eneffet : \e = A[(z —y)+y]=A(x—y)+ Ay et donc Az — Ay =X (z —y)
2. Montrons que (VA € K) A e 0 =0g
En faisant £ = y dans l'item précédent, nous avons :

AMr—x)=Ar— Az <= Ae0=0p

3. Montrons que (Vy € E) (VA €K) A(—y) = -y
En faisant x = Og dans le premier item, nous avons :

ANOg—y)=A(—y) =g —Ay=0g — Ay = —dy <= A(—y) = -y
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4. Montrons que (Vz € E), (Vu € K) (VA€ K) (A —p)z =z — py
Nous reprenons la méthode du premier item :

Ae=[A-p)+ple=0AN-pa+p

Etdoncde=AN—ple+tpur<=x—pur=A—p)z
5. Montrons que (Vz € E), 0oz =0g
Facile a démontrer ; il suffit de faire A = p dans l'identité précédente.
6. Montrons que (Vz € E), (VA € K) (=A\)z = — (\z)
C’est facile & démontrer, nous avons ux — Az = (u — \) z, et en faisant p = 0, nous avons :

Oz —dz=0-Nax<=0g—x=(-Na <= (-N)z=-(\z)

7. Montrons que (VA € K), (Vz € E), (—A) (—z) = Az
Nous avons (=) (—z) = — (A (—z)) = — (—\z) = Az
8. Montrons que Az = Og si et seulement si A =0 ou x = 0g
> Si A =0ouxz=0g alors, bien entendu, Az = 0g
> Supposons Ax = 0g et A # 0. Comme A € K, alors, A est inversible, et donc :

A Az)=210p <= AN r=0pg<=lex =05 < 2=0g

9. Montrons que ’homothétie h) : F — E est bijective si et seulement si \ # 0
> Si A =0, alors, pour tout « € E, hy (x) = 0x = O, et, évidemment, hy n’est pas bijective
> Supposons A # 0.
* Alors h)y est injective
Soient x € E et y € E tels que hy (z) = hy (y).
Alors, e = Ay <= A1 (Az) =XA"1Qy) <= AN e=N"Ny<=z=y
hy est bien injective
* Alors h) est surjective
Soit y € E; alors, z = A7'y est tel que hy (z) =hy (A ly) = A (A ly) =y
hy est donc bijective.

Exemple 1 :
Premiers exemples basiques de K-espace vectoriel
1. L’ensemble des vecteurs de la géométrie classique forme un R-espace vectoriel pour ’addition des
vecteurs et la multiplication par un scalaire.
2. Tout corps K est un espace vectoriel sur lui-méme

3. Si K; est un sous-corps de K, K est un espace vectoriel sur K;. En particulier, R est un espace
vectoriel sue Q, et C est un R-espace vectoriel

4. On munit K™ d’une addition et d’une multiplication par un scalaire :
(@1, @2, an) + (W, y2, Yn) = (1 F Y1, 22+ Y2, Tn + Yn)
Et de la multiplication par un scalaire A € K :
MA@y, @, xn) = (Amy, Axa, -, AXy)

Muni de ces deux opérations K™ est un K-espace vectoriel
En particulier R? est un R-espace vectoriel . c’est I’espace vectoriel de la géométrie plane et C2
peut étre considéré comme un C-espace vectoriel

5. L’ensemble K [X] des polynémes & coefficents dans le corps K muni de I'addition et de la multi-
plication par un scalaire habituelles est un K-espace vectoriel

6. Si A est un en semble quelconque et K un corps. On note K4 = F (A, K) I'ensemble des applica-
tions de A dans K. On définit :
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— L’addition :
(Vf e K*) (Vg e K?) (Va € A) ((f +9) (a) = [ (a) + g (a))

— La multiplication par un scalaire A € K
(vVf € K*) (VA € K) (Va € A) (\f) (a) = Af (a))

Muni de ces 2 opérations, K# est un K-espace vectoriel

7. En particulier espace des suites KN est un K-espace vectoriel . les vecteurs sont donc les suites
(tn),en- Le vecteur nul est donc la suite nulle (O,,),,cy telle que, pour tout n € N, O,, =0

8. Toujours comme cas particulier de K4 = F (A, K), on peut donner R® = F (R, C) des fonctions
numériques d’une variable réelle a valeurs dans C

9. Produit d’espaces vectoriels

Soient E et F' 2 K-espace vectoriel , alors le produit
ExF={(z,y) oux e EetyecF}

muni des 2 opérations d’addition et de multiplication :
> L’addition :

(V(z,y) e EXF)(V(2,t) € EXF)((@,y) + (2,1) = (2 + 2,y +1))
> La multiplication par un scalaire A € K
(V(z,y) € ExF) (VA € K) (A(z,y) = (Az, \y))

Muni de ces 2 opérations, F X F' est un K-espace vectoriel

Il est possible de généraliser a n K-espace vectoriel Ey, Eo,--- , E, et 'espace produit E; X Fy X
N En
On retrouve comme cas particulier K™ lorsque nous faisons £; =K, F, =K,--- | E, =K
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