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3.11 Introduction aux équations linéaires

Cette section est une introduction au chapitre 7

3.11.1 Définition

Soient F et F' 2 K-espace vectoriel
On apelle équation linéaire toute équation du type

u(X)=Y (3.1)

OuY € Fetue L(FE,F) sont des données du probleme.
Résoudre I'équation [3.1] c'est trouver tous les vecteurs X € E qui ont Y € F pour image par u.

Remarque 36 :

Une autre fagon de voir les choses, est de dire que résoudre 1’équation [3.1] c’est déterminer 1’ensemble

ut({Y})

Exemple 16 :

Commengons par des exemples

1. Dans R considéré comme R-espace vectoriel de dimension 1, I'équation aX = b avec a € R et
b € R est une équation linéaire.

2. Si E=R3 et FF =R2?, le systeme :

{ ar+by+cz= «
az+biy+cz=

peut s’interpréter comme une équation linéaire.

En effet, soit u : R? — R? définie par :

{ w:RP — R2
(2,y,2)  — ul[(z,y,2)] = (ax + by + cz, a1 + b1y + ¢12)

u est linéaire et le systéme est donc équivalent & u [(x,y, 2)] = (o, B)
Résoudre cette équation, c¢’est bien rechercher les antécédents du couple (o, B) € R?
3. Soient E l'ensemble C!(R,R) des fonctions continuement dérivables sur R et F = C°(R,R)
I’ensmble des fonctions continues sur R.
Si g € C°(R,R) est une fonction continue donnée, trouver les fonctions f € C! (R, R) telles que
/' = g, c’est résoudre une équation linéaire.

4. Dons F (R,R) le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R, trouver toutes les fonctions
numériques f € F (R,R) qui vérifient, pour tout z € R :

fl+)—f(x)=1 (3.2)

c’est résoudre une équation linéaire

En effet, si nous considérons A : F (R,R) — F (R, R) définie par :

{A:}'(RR) — F([R,R)

o A(f) ol, pour tout € R nous avons A (f) (z) = f (z + 1)—f (z)

A est bien une application linéairelﬂ et résoudre l'équation f(z+1) — f(z) = 1, clest
résoudre I’équation A (f) =1 ot 1 est la fonction constante égale & 1

3. Pourquoi ne pas le démontrer ?
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3.11.2 Proposition

On se met, dans cette proposition, dans les conditions de la définition 3.11.1]
1. Si u est une application linéaire bijective, alors I'équationadmet une unique solution Xo = u~! (Y)
2. Si u n'est pas une application linéaire bijective,
(a) Si Y ¢ Imu, alors, I'équation n'a pas de solution.

(b) Si Y € Imu, alors, I'équation admet au moins une solution.
Toutes les solutions de I'équation [3:1] sont obtenues en ajoutant a tous les élément du noyau ker
une solution particuliére de I'équation 3.1]

Démonstration

> La démonstration des points 1 et 2-(a) ne pose pas de difficultés
> Supposons maintenant que Y € Imu
* Supposons que X soit une solution particuliére de l’équation; alors, bien entendu, u (Xg) =
Y.
Soit Z € keru; alors u (Xog+ Z) =u(Xo)+u(Z2)=Y +0=Y.
Donc, Xy + Z est donc solution de I'équation 3.1
* Réciproquement, si X et X; sont solutions de ’équation [3.1] posons Z = Xy — Xj.
Alors, u(Xo — X1) = u(Xo) —u(X1) =Y =Y = 0, ce qui veut dire Z € keru et donc que
Xo=X1+72

Remarque 37 :

1

1. Lorsque u est une application linéaire bijective, la résolution est simple si u~" s’exprime simple-

ment.

2. Le cas ou Y € Imu est des plus classiques et on le retrouve dans les équations différentielles
linéaires (voir le théoréme 15.3.4).
Nous sommes alors ramenés a résoudre les équations suivantes :
— Trouver une solution particuliere de [3.]
— Rechercher le noyau de u, c’est & dire ker u en trouvant toutes les solutions de u (X) =0
— L’équation u (X) = 0 est ’équation linéaire homogene associée de I’équation

Exemple 17 :

Cherchons & résoudre 'équation [3.2]: f (z 4+ 1) — f (z) =1
1. Une solution particulere de 1’équation est fo (x) =  puisque :

fol@+1)—fo(z)=z+1-2=1

2. Toutes les solutions de 1’équation linéaire homogene associée f (x + 1)— f (x) = 0 sont les fonctions
périodiques et de période 1

3. Donc toutes les fonctions f € F (R, R) qui vérifient I’équation sont du type f (z) =z + ¢ (x)
ou ¢ est une fonction numérique de période 1

3.11.3 Proposition

Une nouvelle fois, nous nous mettons, dans cette proposition, dans les conditions de la définition [3.11.1

n
On suppose que Y € F s'écrive Y = ZYi

i=1
Alors, nous obtenons une solution de I'équation Iinéaireu (X) =Y en cherchant une solution de chacune
des équations « (X) =Y; pour i =1,--- ,n et en ajoutant ces solutions

Démonstration

La démonstration est tres simple et laissée au lecteur
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Exemple 18 :

Recherchons les solutions de 1’équation :
flx+1)— f(z) =1+ cos2nx (3.3)
11 suffit, puisque nous avons déja résolu 1'équation [3.2] de trouver une solution particuliere & 1'équation
flx+1)— f(x) =cos2mz

On peut remarquer que la fonction f1 () = x cos 2w vérifie ’équation ci-dessus. En effet :

* file+1)=(x+1)cos2n(z+ 1) = (x + 1) cos (2mz + 27) = (z + 1) cos 27z

*x Et donc f1 (x+1) — f1 () = (x + 1) cos 2z — 2 cos 2 = cos 2wz
Dong, les fonctions qui vérifient I’équation sont du type f (z) = z + xcos2mz + ¢ (z) ol ¢ est une
fonction numérique de période 1
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