Chapitre 3 : Les espaces vectoriels 3.13 Quelques exercices corrigés

3.13 Quelques exercices corrigés

DANS CETTE PARTIE, NOUS NE CORRIGEONS PAS TOUS LES EXERCICES. LES PLUS FACILES SONT LAISSES
A LA SAGACITE DU LECTEUR

Exercice 3 :

Prouver que I'ensemble des suites réelles presque nulles (c'est a dire qui s'annulent a partir d'un certain rang)
est un C-espace vectoriel .

Les suites (2,,),cy qui s’annulent apartir d’un certain rang, peuvent étre considérées comme des suites
finies. Formellement, elles peuvent se définir ainsi :

Il existe N, € N tel que pour n > N, alors x,, =0

Appelons Sy 'ensemble des suites qui s’annulent & partir d’un certain rang. Nous annons démontrer que
So est un sous-espace vectoriel de CN
— Bien ententendu, la suite nulle est un élément de Sy
— Soient U = (uy,) V' = (Un),en 2 suites de So, A € C et p € C. Nous allons montrer que
AU+ pV e Sy
Il existe donc Ny € N tel que pour n > Ny alors u,, = 0. On peut alors remarquer que pour tout
n > Ny, nous avons A\u,, =0
De méme, il existe Ny € N tel que pour n > Ny alors v, = 0, et pour tout n > Ny, nous avons
po, =0
Ainsi, si Ng > max { Ny, Ny}, pour n > Ny, alors Au,, = 0 et uv, = 0 et donc la suite \U + pV
est nulle a partir d’un certain rang. et donc \U + uV € S
Ainsi, Sy est un sous-espace vectoriel de CN

neN?

Exercice 4 :

On considére R? comme R-espace vectoriel . On appelle Fy = vect ({(2,3)}) et Fy = vect ({(—2,3)})

1. Est-ce que F, U F; est un sous-espace vectoriel de R? 7

11 est évident que F} U F5 n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. 11 suffit, pour cela de prendre
un contre exemple.

Soient u = (2,3) et v = (=2,3) 2 vecteurs de F; U Fy puisque u € Fy et v € Fy.
Or,u+v=(0,6) et u+v ¢ F, UF, et [} UF, ne peut étre un sous-espace vectoriel de R?

2. Soit E un K-espace vectoriel . Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que F'U G
est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si FF C G ou G C F.

= Supposons que F C Gou G C F
Si ' C G, alors F UG = G et nous avons bien F'U G qui est un sous-espace vectoriel de E.
La résolution est la méme si G C F
= Supposons, maintenant que F'U G est un sous-espace vectoriel de F
Montrons que FF C Gou G C F.
Pour le démontrer, supposons le contraire, c’est & dire F ¢ G et G ¢ F et soient donc a € F
telquea g Getbe G tel queb¢ F.
Nous avons a € FUG et b € FUG. F UG étant un sous-espace vectoriel de E, nous avons
c=a+be FUG.
* Sic € F, alors b = ¢c—a et comme F' est un sous-espace vectoriel , c—a € F et donc b € F,
ce qui est impossible
* Nous arrivons a la méme contradiction si ¢ € G
Donc nous avons F C G ou G C F
L’équivalence est démontrée
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Exercice 5 :

R3 est muni des opérations usuelles de sa structure naturelle de R-espace vectoriel .Montrer que les ensembles
suivants sont des sous-espaces vectoriels de R*. On fournira, dans chaque cas, sa partie génératrice

1. 1 ={(x+y,2y,x —y) otz € R ety R}
Siw € Fy, nous avons u = (z +y,2y,x —y) =2 (1,0,1) + y (1,2, —1) avec & € R et y € R. Nous
avons donc : Fy = Vect ({(1,0,1);(1,2,—1)})
F} est un plan vectoriel
2. F3={(z—y,2y,x+vy) oux € RetyecR}
De la méme maniere : F5 = Vect ({(1,0,1);(—1,2,1)})
F35 est un plan vectoriel
3. Fy = {(x,y,z) € R3 ot):cnyrz:O}
Alors, cette fois ci, c’est plus difficile (quoique!!)
De x —y+ 2z =0, on tire que y = = + 2z et donc, si u € Fy, nous avons

u=(x,x+2z2) =x(1,1,0)+ 2 (0,1,1)

Avecx € Ret z € R.
Donc, Fy = Vect ({(1,1,0);(0,1,1)})
F} est un plan vectoriel
4. Fs={(z,y,2) eR* oz —y+z=0et 2z +5y+2=0}

Bon, ce n’est pas plus difficile!!
Nous devons jouer avec x —y + z = 0 et 2z + by + z = 0. C’est donc, en fait un systeme ou la
variable z € R jouera le role de parametre.

r—y+z= 0 { z—y= —z _—6 1
{2m+5y—|—z= 0 %45y — —z == 7zety—7zavecz€R

-6 1 —6 1
Ainsi, si u = (z,y,2) € F5, nous avons u = (72, ?272) =z (7, 2 1) avec z € R

-6 1
D’ol nous tirons F5 = Vect ({(76, 7 1)})

F est une droite vectorielle

Remarquez que nous avons aussi F5 = Vect ({(—6,1,7)})

Exercice 6 :

R3 est muni des opérations usuelles de sa structure naturelle de R-espace vectoriel .
Soient u = (1,1,3), v =(1,0,1) et w = (2,1,0)
Il faut montrer que I'ensemble {u,v,w} est générateur de R>.

Autrement dit, il faut montrer que R3 = Vect ({u, v, w})
Soit (z,y, 2z) € R?; il faut donc trouver a € R, 8 € R et v € R tels que

(w,y,2) = au+ Bv +yw <= (v,y,2) = «(1,1,3) + 3(1,0,1) + v (2,1,0)
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C’est a dire que (z,y,2) = (o + 8+ 2v,a + v,3a + (). Nous obtenons alors le systeme :

a+p+2y= =z

at+ty=y
3a+ = =z
<~
a+B8+2y= =z
"= Y-«
8= z-3«
—
at+z—-3a+2y—2a= =
7= Y-«
b= z-3a
<~
—4da= x—-2y—=z
"= Y-«
B = z-—3«a
<~
e TV
B ac4+y2 4
%x 23y4z
b= T2

Ainsi, pour tout triplet (z,y,2) € R3 il existe « € R, 8 € R et v € R tels que (z,y, 2) = au + fv +yw
Nous venons de démontrer que 'ensemble {u,v,w} est générateur de R3

Exercice 7 :

Dans R® muni des opérations usuelles de sa structure naturelle de R-espace vectoriel , on considére les
ensembles suivants :

1. F ={(z,0,0) avec x € R} 2. G={(y,y,0) avecy € R}

Il faut montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R® et déterminer F + G

F et G sont des sous-espaces vectoriels (démonstration facile) et nous avons F' = Vect ({(1,0,0)}), comme
nous avons G = Vect ({(1,1,0)})
Et donc F + G = Vect ({(1,0,0),(1,1,0)})

Exercice 8 :

Dans R® muni des opérations usuelles de sa structure naturelle de R-espace vectoriel , on considére les
ensembles suivants :

1. F:{(x7y,z)€R3 avec:z:+y+z=0} 2. G={(y,y,y) avecy € R}

Il faut montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3.

Nous allons procéder tres classiquement : nous allons démontrer que F' NG = {(0,0,0)}, et que tout
triplet (z,vy,2) € R3 peut s’écrire comme somme d'un élément de F' et d'un élément de G.
e Tout d’abord, comment sont les éléments de F' 7

Si (z,y, 2) € F, alors z = —x—y et nous pouvons écrire : F' = {(x,y, —r—y)eER>avecr €Ret y € R}

et nous pouvons donc écrire que :
F={x(1,0,-1)+y(0,1,-1) avec z € Ret y € R} = Vect ({(1,0,-1);(0,1,-1)})

e De la méme maniére, nous avons G = Vect ({(1,1,1)})
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e Recherchons FNG
Siue FNG, alors u = (x,y,—x — y) = (x,z,x), et nous avons alors z =y, z = —a — y. Or

r=—1r—yYy<—=y=2y<—=y=cz=>0

et donc u = (0,0,0)
Dot FNG = {(0,0,0)}
e Soit (7,7, 2) € R?, quelconque
Il nous faut montrer que (x,y, z) peut étre décomposé en une somme d’un élément de F' et d’un
élément de G
Soit (z,y, z) € R3 et recherchons a € R, B € R et v € R tels que :

(x,y,z):04(1,0,—1)—!—6(0,1,—1)+7(1,1,1)=(04+%B+'y,—a—,6’+7)

Nous obtenons donc le systeme d’équations :

a+vy= T
B+r="y

—a—f+y= =z
—

—a—fty= 2
a+y= %
B+y= y
=

—a—0B+y= =z
—B+2y= z+=z
B+ty=y
—
—a—0+vy= =z
—B+2y= x+=2
3y= xz+y+=z

1 1 1
D’ou nous tirons vy = 3 (t+y+2),8= 3 (—z+2y—z)eta= 3 (2 —y — z). D’ou, nous avons
bien :

(2x—y—z)(170,—1)+é(—x+2y—z)(0,1,—1)+%(w—i—y-l—z)(l,l,l)

Wl =

(z,y,2) =

er ge

Ainsi, F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3

Exercice 9 :

Dans R? muni des opérations usuelles de sa structure naturelle de R-espace vectoriel , on considére les
sous-espaces vectoriels suivants :

1. F = Vect ({(2,1,0):(0,1,2)}) 2. G = Vect ({(0,1,0):(1,0,2)})

F et G sont-ils des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R ?

Ces 2 sous-espaces vectoriels ne sont pas supplémentaires puisque F NG # (0,0, 0).
En effet, soit u € FNG. Alors :

u=a(2,1,0)+£(0,1,2) = 2(0,1,0) + y (1,0,2) <= (2o, + 3,28) = (y, z,2y)

Nous arrivons donc au systeme :

2=y y 3y
a+fB= =z =a=3 8=y T=
26= 2y

Ainsi, v = (2y, 3y,4y) avec y € R et donc FNG = {y(2,3,4) avec y € R} = Vect ({(2,3,4)}).
Ainsi FNG # (0,0,0) et F et G ne sont pas 2 sous-espaces vectoriels supplémentaires.
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Exercice 10 :

Soit C3 [X] I'espace vectoriel des polynémes a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a 3.
Soient Ey, Ey et E5 les sous-ensembles de Cs3 [X] formés des polynémes multiples respectivement de (X — 1)
(X2 1) et (XP+1) .

1. Montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels de C3 [X]

Nous allons aller un peu plus loin que la question posée et généraliser le propos.
Nous allons démontrer que dans tout C-espace vectoriel de polynémes C,, [X] de degré
inférieur ou égal a4 n tous les ensembes de multiples d’un polynéme Q@ € C,, [X] est un
sous-espace vectoriel de C,, [X]
Soit donc I = {P € C,, [X] tel que P = RQ ou degR + degQ < n}
— Tout d’abord, I # () puisque le polyndéme nul est un multiple évident de Q.
Il n’ y a d’ailleurs pas que le polynéome nul qui soit dans I, il y a aussi, bien entendu @ lui
méme
— Soient Py e et P,e I, A€Cet peC
* Il existe Ry € C,, [X] tel que P, = R1Q et degR; < n — deg@®; de méme, il existe Ry €
C,, [X] tel que Py = R2Q et degRs < n — deg@
* AP) + uPy = (AR; + uRs) @, et APy + uP» apparait donc comme un multiple du polynome
Q
* De plus, deg (ARy + uR2) < max (degR;,degRy) < m — deg@
Ainsi APy + uPy € 1
Et donc I est un sous-espace vectoriel de C,, [X]
Les cas de Ey, F> et E3 sont donc des cas particuliers de ces ensembles de multiples dans Cg [X]
qui sont donc des sous-espaces vectoriels de Cs [X]

2. Avons nous :

(a) C3[X] = E1 D Eo

Pour commencer, comme E; C C3 [X], nous avons
E; = {P € C;3[X] tel que P(X) = (aX*+bX +C) (X —1) olaeC,beC,ceC}

Et, de la méme maniere, By = { P € C3 [X] tel que P (X) = (aX +b) (X?+1) onaecC,beC}
Le polynéme P (X) = (X —1) (X? 4 1) est a la fois un multiple de (X — 1) et de (X2 41) et
donc P € E1 N Esy
L’intersection Ey N Fs n’est pas vide. Donc, E; et F5 ne sont pas en somme directe
(b) Cs[X] = Er P E3
— Nous allons tout d’abord étudier I’intersection E; N Ej3
Soit donec P € E; N Ejs, alors, nous avons P (X) = (aX2 + X +fy) (X — 1) puisque
P € E;. Mais, comme P € E3, nous avons aussi P (X) = A (X3 + 1). En effectuant, nous

avons donc :
PX)aX?+(B-—a)X?+(y—B) X —y=2X"+ )

En identifiant, nous obtenons :
a=X —a+p=0 —-F+7y=0 yv=-A

D’ott nous tirons a = =~v= A= 0.
Ainsi, E1 N E3 contient le seul polynéme nul.

— 1l faut, maintenant, démontrer que tout polynéme de C;[X] se décompose en
un polynéme de E; et un polynéme de Fj
Soit donc aX? +bX?2 + c¢X + d un polynéome de C3 [X]; il faut donc trouver a € C, 8 € C,
v € Cet AeC tels que :

aX®+bX?+ X +d= (X’ +BX +7) (X - 1)+ A (X*+1)
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En développant et en identifiant, nous obtenons le systeme :

a+A= a
B—a= b
-B+y= ¢
—vy+A= d

D’otut nous tirons, par élimination et substitution :

at+b+c+d at+b+ec—d at+b—c—d a—b—c—d
A= 2 T 2 f= 2 *3J 2

Ainsi, pour tout polynéme a X3 +bX? +cX +d € C3[X] :

) ~b—c—d b—c—d b+c—d
aX3+bX?+cX +d= <(%)X2+<H+)X+(%))(Xfl)+

(SO

at+b+c+d 3
(——2 )(X +1)

€E3

Nous avons donc C3 [X] = E1 @@ Es
(c) Cs[X]=E, D Es

La technique de démonstration sera semblable a celle de la question précédente.
— Nous allons tout d’abord étudier I’intersection F; N E3
Soit donc P € Ep N Ej3, alors, nous avons P (X) = (aX + ) (X? + 1) puisque P € Ej.
Mais, comme P € Fj3, nous avons aussi P (X) = A (X3 + 1). En effectuant, nous avons
donc :
P(X)=aX?+BX?+aX +B=2X3+ )

En identifiant, nous obtenons :

D’ou nous tirons a = =\ = 0.

Ainsi, F1 N E3 contient le seul polynéme nul.

Il faut, maintenant, démontrer que tout polynéome de C;[X] se décompose en
un polynéme de E5 et un polynéme de Fj3

Soit donc aX? + bX2 + c¢X + d un polynéme de C3 [X]; il faut donc trouver o € C, 8 € C
et A € C tels que :

aX’+bX?+cX +d=(aX+8) (X*+1)+A(X*+1)

En développant et en identifiant, nous obtenons le systéme :

a+A= a
B= 0
a= c

B+A= d

D’out nous tirons, par élimination et substitution :
B=b a=c A=d—-betA=a—c

Ce qui est impossible
FE5 et F5 ne sont donc pas en somme directe
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Exercice 11 :

On considére C ([—1;+1],C) le C-espace vectoriel des fonctions continues de I'intervalle [—1;+1] dans C.
Soient
> F={feC([-1;+1],C) telle que  est constante}

1
> G—{fGC([l;Jrl},(C) telle que i f@ dt—O}
1

Il faut montrer que F et G sont supplémentaires dans C ([—1; +1],C)

Ce n’est pas un exercice tres compliqué!!
— Nous montrons que C ([-1;+1],C) = F+ G
Soit f € C([-1;+1],C), alors, nous pouvons écrire :

1 +1 1 +1
= (r-3f rma) sy [ o
—1 1

2 )_
IR
* En posant, pour tout z € [—1;+1] ¥ (z) = f (x) — 3 f (t) dt, nous avons :
—1
+1 +1 1 +1 +1 +1 1 +1
/ \I/(a:)dx:/ flx)—= f@®) dt) de = f(a:)dx—/ 7/ f(t)dt) dx
-1 -1 2J) —1 -1 \2/4
+1 1 +1 +1
= f(a:)dx—(/ f () dt dx
1 2 -1 -1
+1 1 +1
= f(x)dx—Qx( f(t)dt)
i 2\,
+1 +1
= f(x) da?—/ f) dt
—1 —1
= 0
+1
Nous avons donc / U (z) de=0et donc ¥ € G
- 1 +1
* Posons, maintenant, pour tout z € [—1;+1] ®(z) = 3 f(t) dt. @ est bien une fonction
~1

constante et donc ¢ € F
En résumé, toute fonction f € C ([—1;+1],C) s’écrit f =P+ P ou @ € F et ¥ € G et donc, nous
avons, effectivement :
C([-1;+1],C)=F+G
— Nous montrons, maintenant, que ' NG = {O} ou O est la fonction nulle
Soit donc f € FNG.

+1
Alors, / f(z) de =0 et, pour tout = € [—-1;+1], f(x) =kouk e C. Or:
-1

+1 +1
f(z)dx:/ kdz=2k=0
1

-1

Et donc, £ = 0.
Ainsi, pour tout x € [—1;+1], f(z) =0 et f est donc la fonction nulle.
Donc, F NG ={0}
Et donc C ([-1;+1],C) = F & G
Pour aller plus loin
Nous faisons référence au point 3.8.1 qui définit les formes linéaires et au point 3.8.7 qui
définit ce qu’est un hyperplan.
L’application ® : C ([-1;+1],C) — C définie par :

o:C([-1;+41],C) — C
+1
f — o(f)= f(t) at

-1
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est une forme linéaire dont le noyau ker @ est G lequel est un hyperplan de C ([-1;+1],C)

Exercice 12 :

Soit Py € R[X] non nul et F I'ensemble des multiples de Py dans R [X], c’est a dire :
F={PeR[X] tel que P= Py x Q ou Q € R[X]}

Déterminer un supplémentaire de F'.

Soit P un polynéme quelconque de R [X].
Effectuons la division euclidienne de P par Py. Nous avons donc :

P =Py xQ+ R ot degR < degP,

Ainsi, si Rp, = {R € R[X] tels que degR < degPyp}, alors, tout polynéme P € R[X] s’écrit comme la
somme d’un polynéme de F' et d'un polynéme de Rp,.

Nous avons donc R[X] = F 4+ Rp,

Soit A € FﬂRpo.

Alors, comme A € F, alors, A est un multiple de Fy et donc degA > degFp, et comme A € Rp,, alors
degA < degPp, ce qui est impossible, sauf si A est le polynéme nul.

Et donc R[X] = F ® Rp,

Exercice 15 :

R? et R3 sont munis des opérations usuelles de la structure naturelle de R-espace vectoriel . Soit f : R? — R3
définie par :
{ f:R? — R3
(z,y) — flzy)l= (@ -y z+2y —y)
Déterminer ker f et Immf. f est-elle injective ? surjective ?

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que f est une application linéaire .
— Recherche de ker f
Il faut donc trouver (z,y) € R? tel que f[(z,y)] = (x — y,x + 2y, —y) = (0,0,0). C’est a dire que
nous devons avoir :
r—y=0 r+2y=0 y=0

Et nous concluons que zc =y =0

Dot ker f = {(0,0)}, et nous concluons donc que f est injective
— Recherche de Imf

Pour tout (z,%) € R2, nous avons :

f [(xay)] =(r—y,z+2y, _y) = 3;‘(1, 1’0) +y(_1’27 _1)

De telle sorte que Imf = Vect ({(1,1,0);(—1,2,—1)})
f ne peut pas étre surjective puisque, par exemple, le triplet (0,1,0) € R? n’a pas d’antécédent
par f. En effet, §'il existait (z,y) € R? tel que f [(x,y)] = (0,1,0), nous devrions avoir le systeme :

r—y= 0
r+2y= 1
y= 0

Systeme qui est impossible.

Si nous nous intéressons aux dimensions, nous avons dimImf = 2 et donc, comme dimR? = 3,
Imf est strictement inclus dans R3.

Nous pouvons vérifier, ici, I’égalité dimImf + dimker f = dimR? = 2
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Exercice 16 :

C est considéré comme un R-espace vectoriel ; soit a € C*. Montrer que I'application f : C — C définie par

{f:(C — C
z — f(2)=z+az

Montrer que [ est R-linéaire et déterminer son noyau et son image
= Solent A€ R, p € R, z1 € Cet 25 € C; alors :

Fz1 4+ pz) = (Az1 + pze) + a(Azy + pz2)
Az1 + pze + adz1 + apze
Az1 + aXZT + pzo + apzs
A(21 + az1) + p (22 + azz)
— M (2) +uf (22)

f est donc une application linéaire .
= Recherchons ker f, le noyau de f
Nous avons z € ker f <= f(z) =0.
Soit donc z € ker f; alors z 4+ az =0
* Nous posons z=x+iyeta=a+ifavecz € R,y e R, a e Ret g €R. Alors :

z4+az=0<= (z+iy)+(a+if)(z—iy)=0
< (v +iy) + (ax —iay +iBz + By) =0
— (rtar+Py)+ily—ay+pz)=0

Donc :
(I+a)z+py= 0

Z+az:0<:>{ﬂm+(l—a)y: 0

* Calculons le déterminant § du systeme :

§:l(1+a) B

B (a1

= Ainsi, si o 4+ 82 = |a|2 # 1, alors § # 0 et le seul couple solution du systéme est (0,0), c’est &
dire ker f = {0} et Imf =C
= Supposons, maintenant, que 6 = 0, c’est & dire a? + 5% = |a\2 =1.
x Nous posons alors a = cosf + isinf = €', c’est a dire que § = arg (z) ; alors :

(1+cosf)x+sinfly= 0

2Ty =0 { sinfx + (1 —cosf)y= 0

En utilisant les formules trigonométriques classiques :
0 0 0
c0s20 =1 — 2sin? g = 2cos? 3~ let sinf = 2sin§cos§

Nous avons :
{(1+cos€)x+sin9y: 0
sinfx + (1 —cosf)y= 0
=

0 0 0
2cos? Zx+2sin-cos—y= 0

929 25

2Sin§c0s §x+28m2 §y = 0
—
0 0 0
2 cos 5 (cos 5:10 + sin §y> = 0
0 0 0
2sin 5 (COS 530 + sin §y> = 0
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* Si 0 =7 [2n] alors a = —1, et le systéme devient :

™ 0 .
2cos — (cos —x 4+ sin fy> =
] 2 2 ) 2 —y=0etzeR
2sin 5 (Cos 233—|—sm 2y> =
Ainsi, z = x et donc z € R; nous avons donc ker f = R.
Avec a = —1, nous avons f(z) = z —Z et f(z) est imaginaire pur. Donc, Imf est 'ensemble
des imaginaires purs
*x Si 6 =0[2x] alors a = 1, et, par un calcul semblable, on démontre que le systéme admet pour
solution x = 0 et y € R.
Dong, ker f est 'ensemble des imaginaires purs et, comme f(z) = z+7%, f () € Ret Imf =R
* Supposons, maintenant, que 6 # 0 [27] et 0 # 7 [27]

0 0
Alors le systeme se réduit a une seule équation cos 596 + sin §y =0.

sing sing . 0 .
Nous avons alors z = — gy et z=— gy Tw=y —tan§—|—z
Ccos 3 CoS 5

0
Donc, ker f = {z eCtelque z=y (—tani —|—z’> avec y € R}
Recherchons, maintenant Imf.

Cette fois-ci, nous avons f (z) = z + €¥Z. En écrivant z = x + iy, nous avons :

f(R)=2z+e%2= (x+iy)+e? (z—iy)
= z(1+ef) +iy(1—e"?)

N ()

1—e?
Regardons, de maniere plus proche g
(1+ e

)
(1 > eie) (1 _ eiG) (1 + 672'0)
f

(14 e?) 1+ e) (14 )
- + 6—16 _ 67,9 -1
1+ ei®)?
_ —2isin@
114 i

Dioit |z 4 i (1L—e") i [(Z2isind L 2ysind
ou | 1 . e =T (3 —— =X —_—s.
Y\ @veo) NI L+ o]
2ysinf , 2y sin 0
SYERY R, et donc f(z) = (1 +€) (J:—l— yblﬂ)

11+ et _ 11+ et
Ainsi, Imf = {z € C tels que z = A (1 + €%) tel que A € R}

Or, x

Exercice 17 :

Nous considérons 3 K-espaces vectoriels E, F', G et f € L(E,F), une application linéaire surjective et
g : F— G, une application quelconque.

On suppose que fog: E —> G est une application linéaire . Il faut montrer que g est linéaire

Soient y; € F,yo € F, A e Ket p €K

11 nous faut donc montrer que g (Ay1 + py2) = Ag (y1) + pg (y2)

f étant surjective, il existe 21 € E tel que y; = f (z1) et z2 € E tel que yo = f (x2). Alors, A\g (y1)+1g (y=2)
devient :

Ag (Y1) + g (y2) = Ago f(w1) + pgo f(w2)

4. Les imaginaires purs peuvent étre notés ¢R
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De la linéarité de g o f, nous tirons :

Ago f(z1) +pgo f(w2)
o f (Az1+ p2)
= glf (A\z1 + pas)]
g[Af (x1) + puf (z2)] par linéarité de f
= g(\y1 + py2)

Ag (y1) + pg (y2)

g est bien linéaire

Exercice 19 :

Soient E et F' 2 K-espaces vectoriels et f € L(E,F). On construit ® : E X F — E X F par :

{<I>:E><F — ExF
(zy) — @[(zy)]=(2,y— f(x))

Il faut montrer que ® est linéaire et bijective, donc ® € GL (E x F)

= Montrons que ® est linéaire
* Soient (x,y) € E X F et (x1,y1) € E x F; alors :
(p[(x7y)+(xlayl)] = (I)[(l’+$1,y+y1) (xlayl)]
= (z+anyt+y - ($+$1))
= (z+1, y +y1 — f(x) — f(x1)) par linéarité de f
(z,y (30)) + (21,1 = f (21))
®[(z, )] @ [(z1,y1)]

Nous avons donc @ [(z,y) + (z1,91)] = @ (2, y)] + @ [(z1,1)]
* Solent (z,y) € E x F et A € K; alors :

P [A(z,y)] =

I
T F
&
>
& s
|
~
—~
>
=

I

[

Nous avons donc @ [A (z,y)] = A® [(z, y)]
= Montrons que ® est bijective
Point difficile.
Considérons ¥ défini par :

{\I/:EXF — ExF
(x,y) +— Q[(x,y)] = (2,y+f(2))

On montre, facilement, que ® o ¥ = ¥ o & = Idgyr, et donc que ¥ = o1
® est donc bijective et € GL (E x F)

Exercice 21 :

Dans F (R, C), muni des opérations usuelles de sa structure naturelle de C-espace vectoriel , On considére
les fonctions fy (x) = cosx, fo (x) =sinx et f3 (x) = cos2z. La famille { f1, f2, f3} forme-t-elle une famille
libre ou liée ?

Cet exercice est corrigé pour donner une méthode générale dans les espaces de fonctions.
Soient a; € C, as € C et ag € C tels que ay f1 + asfa + azfz3 = O, ce qui veut dire que, pour tout = € R,

arf1 (z) + azfa () +asfs(x) = O(z) =0 <= ajcosz + agsinz + agcos2x = O (z) =0

Cette égalité est vraie pour x = 0, et nous avons donc : a; + a3z =0
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Pour z

Pour z

s
:i,ag—agzo
=m, —a;+a3=0

Nous obtenons donc le systeme :

ay; +az = 0
as—az3= 0 <= a3 =ay=a3=
—ay1+ag3= 0

La famille {f1, f2, f3} est donc une famille libre.

Exercice 22 :

1.

Prouver que la famille de polynémes {X’C (I1-X")ke N} est une famille libre de R [X].
Appellons E} (X) = X* (1 — X") = — X"tk + Xk,

L’objet de cette question est de montrer que la famille {E}; k € N} est une famille libre de R [X].
Dans I'exemple 10 page 87, nous démontrons qu’une famille de polynémes de degrés différents
forme une famille libre de R [X].

Ainsi, pour n fixé, degE}! = n + k et donc, si k # K, alors degE} # degE},, et la famille
{E}; k € N} forme donc une famille libre de R [X].

Soit o € K et €K tels que v # 3 et n € N

Montrer que la famille de polynémes {(X —a) (X =P o<k < n} est une famille libre de
K, [X].

Cette démonstration est toujours un peu délicate.
Appelons, pour k € N tel que 0 < k < n, Fi (X) = (X —a)" (X —8)""; nous devons donc
montrer que la famille {Fy;0 < k < n} est une famille libre de K, [X].
Soient donc A\g € K, A\ € K, ..., A\, € K, n+ 1 scalaires tels que A\gFy + M Fy + -+ A\, F, = O,
lors :
o MO (X)+MFA X))+ +XF,(X)=0(X)=0
S
MNX =B+ MK -—a)(X=B)"" 4+t MX—a)"=0

= En posant, Q (X) = X (X = 8)"+ A\ (X —a) (X —B8)" ' +---+ X, (X —a)", en remplacant
X par a, nous obtenons Q () = A\ (o — 3)" =0, et comme o # 3, \g = 0.
Nous avons donc :

Q) =X (X—a)(X=8)"""+  + A (X —a)"
= En factorisant par (X — «), nous avons Q (X) = (X — a) Q1 (X) on
QX)) =X ="+ X -a)(X-8)"+ A (X —a)"!

Comme @ (X) =0 et que (X — «) n’est pas le polynéme nul, nous avons @1 (X) = 0.
Comme tout & I'heure Q (o) = Ay ( — )" " =0 et donc A\; =0
= Arrivé au rang k, nous avons

Qr(X) =M (X = B)"F + N (X =) (X =B)" T b A (X = )"

Et nous avons donc Q (@) = A (. — 8)" ¥ =0 et donc A, =0
= Au rang n, nous avons Q, (X) =X, =0
Nous avons donc démontré que \g = A1 = =Xy =---= X\, =0.
La famille {F};0 < k < n} est donc une famille libre de K,, [X].
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Exercice 26 :

Soit E un K-espace vectoriel et {ay,as,- -+ ,a,} une famille libre de E. On pose :
by =ai,bes =a; +az,....,bp =a1 +az+az+---+ay

Montrer que la famille {by,bs,--- ,b,} est une famille libre de E

Voila un exercice qui n'est pas difficile du tout, mais qui est, néanmoins, intéressant.
Une autre facon de présenter la famille {by,bo, -+ ,b,} est de la présenter sous forme de tableau. On
remarquera que ce tableau est triangulaire :

bl = a1
b2 a1 + ao

b= a1 +as+asz+---+ag

bp= a1t+az+az+---tap+---+ay

Soient donc A\ € K, Ao € K, ..., )\, € K tels que A\1by + Aabs + -+ -+ Aub, = 0.
Alors, nous avons :

Aar+ A (a1 +a2)+A3(ar+as+as)+- -+ g (ar+as+--+ap)+--+ A (a1 +az+--+a,) =0
En regroupant, nous obtenons :
Antn + (An+ A1) an1+ -+ A+ Aca + o+ A)ar+ -+ A+ A1+ + A1) a1 =0
La famille {a1, as, -+ ,a,} étant une famille libre de E, nous avons :
M=+ )= =M+ Xt 4 M) ==An+ A1 +--+X)=0
Nous obtenons donc un systeme triangulaire :

An= 0
A+ A1 = 0

An+)\n—l++)\k: 0

At Ancitt A =0

Ce qui nous donne, facilement, \y = Ao = ... =Xy =... =\, =0, et donc la famille {by, b2, -+ ,b,} est
une famille libre de F

Exercice 27 :
1. Démontrer que pour tout n € N, si /n ¢ N, alors \/n ¢ Q

Soit n € N, tel que v/n ¢ N et supposons que /n € Q.
2
Alors, /n = P avec pged (p, q) = 1. Nous avons alors n = % = p? = ¢>n.
q q

Considérons la décomposition de n en un produit de facteurs alors n = 27 ... a}".
Il existe alors un exposant «; qui est impair car, sinon, /n € N, ce qui est contraire a I’hypothese.
) ) )

C’est I’égalité p? = ¢?n qui va nous donner la solution : si tous les exposants de p? et ¢ sont
pairs, alors que les exposants dans la décomposition de n et donc de ng? ne le sont pas tous, c’est
impossible; il y a donc contradiction.

Et donc v/n ¢ Q
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Une autre fagon de démontrer est d’utiliser le lemme de Gauss

En effet, si pged (p, q) = 1, alors pged (p?, ¢?) = 1. De Pégalité p* = ¢®n, on déduit que ¢?
divise p? et comme ¢? est premier avec p?, d’apres le lemme de Gauss, ¢ divise 1, c’est &
dire que ¢ = 1 et donc /n =p et v/n € N; il y a donc contradiction et nous concluons que

vn ¢ Q

2. Démontrer que, pour tout o € Q, tout € Q et tout n € N tel que \/n ¢ Q, nous avons I'implication :

a+Byn=0=a=p=0

Voila une question peu difficile; en effet, soit n € N tel que /n ¢ Q, a € Q et 5 € Q tels que
a+ By/n=0.

* Si o= =0, la question est résolue.

*x Supposons 3 # 0, alors \/n = %.

Comme a € Q et f € Q alors % € Q, ce qui est contradictoire avec le fait que /n ¢ Q.
Donc, 8 =0 et donc =0
3. Démontrer que la famille {1, \/5, \/§} est une famille libre dans le Q-espace vectoriel R

Cette question est plus subtile!!
Soient donc a € Q, b€ Q et ¢ € Q tels que a + bv2 +¢vV/3=0
Nous avons, a + W2+ V3 =0<= cV3=—a—b/2.
En élevant au carré, nous obtenons 3¢? = a2 + 2b% + 2abv/2 <= a® 4 2b> — 3¢ +2abvV2 =0
* D’apres la question précédente, nous avons a? 4 2b% — 3¢ + 2aby/2 = 0 <= a2 + 2b% — 3¢ =
Oetab=0
* Supposons a = 0, alors 20%2 — 3¢2 = 0 et donc (b\/§ + cx/g) (b\/§ — 0\/5) =0
= Donc, de b2+ /3 = 0, toujours d’apres la question précédente b =c =0
= Et, de b\@fcx/?;:o, on tire aussi b =c =0
* Supposons b = 0, alors a? — 3¢? = 0 et donc (a + C\/?;) (a — C\/g) =0
= Donc, de a 4 ¢v/3 = 0, toujours d’apres la question précédente a = ¢ =0
= Et,dea—cV3=0,ontireaussia=c=0
Nous avons donc démontré que si a+bv/2+cv/3 =0aveca € Q,be Qetce Q,alorsa=b=c=0
Pour aller plus loin
Ceci montre que R, considéré comme Q-espace vectoriel n’est pas de dimension finie. Nous
nous sommes intéressés aux entiers n € N tels que y/n ¢ Q, mais, lorsque nous considérons
7, e que devient la dimension de R 7

Exercice 28 :

1. On considére C3 en tant que C-espace vectoriel de dimension 3, muni de sa base canonique.
Déterminer, suivant les valeurs de o € C le rang de la famille F = {a,b,c} ol

a=(1,1,a) b=(l,0,1) c¢=(a,1,1)

C’est un exercice des plus classiques!!
* Il est clair que si @ = 1, alors a = b = ¢ et le systeme est de rang 1.
* Supposons « # 1 et soient z € C, y € C et z € C tels que za + yb + zc = 0. Ceci se traduit
par :
z(L,1,a)+y (L, 1)+ 2z (e, 1,1) = (0,0,0)

Nous obtenons alors le systeme :

r4+y+az= 0 (L)
r4+ay+z= 0 (L2)
ar+y+z= 0 (L3)
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Nous allons jouer sur les combinaisons linéaires de lignes (Méthode de Gauss)
> Nous commencons par écrire (L)) = (L1), (L) = (L2) — (L1) et (L5) = (Ls) — a(Ly).
Nous avons donc le systeme :

r+y+az= 0 (L)
(a—Dy+(1—-a)z= 0 (L)
1-a)y+(1—a?)z 0 (L)

Comme « # 1, nous pouvons simplifier par 1 — «, et nous obtenons le nouveau systeme :

r+y+ oz
—y+z
y+(1+a)z=

0 (L;l)

0 (L/Q)

0 (L3)

> Nous faisons une seconde combinaison linéaire (LY) = (L), (LY) = (L) et (LY) = (L%) +
(L%). Nous avons donc le systeme :

r+yt+az= 0 (L))
—y+z= 0 (L
C+a)z= 0 (Lj)

D Si24+a#0<= a# -2 alors, z = 0 et, en remontant, x = y = z = 0; la famille de
vecteurs F = {a, b, c} est de rang 3.
> Sia=-2,z€C,y==zet la premieére ligne devient = + z — 2z = 0 <= x = z. Nous avons

alors :
z [(17 1, _2) + (17 -2, 1) + (_2) 1, 1)} = (0,0, 0)

Et la famille de vecteurs F = {a,b, ¢} est de rang 1
En conclusion, la famille de vecteurs F = {a, b, ¢} est de rang 3, sauf pour « = 1 ou & = —2 ol
elle est de rang 1.
2. Méme question, pour le méme systéme considéré comme famille de vecteurs de I'espace vectoriel
(Z)27.)° sur le corps 7.)27.

Premiére remarque, c’est que (Z/ QZ)B n’a que 8 éléments et que a ne peut prendre que 2 valeurs,
0oul.
> Si a = 1, nous avons, une nouvelle fois a = b = ¢ et la famille de vecteurs F = {a, b, c} est de
rang 1.
> Sia=0, alors :
a=(1,1,00) b=(1,0,1) ¢=(0,1,1)

La famille {a, b} est une famille indépendante, mais nous avons a + b = ¢, et donc le systéme
est de rang 2.

Exercice 29 :

CN = F (N, C) est le C-espace vectoriel des fonctions définies sur N et & valeurs dans C

1. Soient a; € C et ag € C 2 scalaires complexes. Nous appelons F' le sous-ensemble F' C F (N, C)
défini par :

F={feF(N,C) telles que pour tout n € N nous avons f (n)+arf (n—1)+asf (n—2) =0}

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de F (N, C).

> Montrons que F # ().
La fonction nulle O : Z — R est un élément de F' puisque :

OMn)4+a10n—1)4a0n—-—2)=0+a; x0+ayx0=0
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> Soient f € Fet ge G, A € Ret u € R; il faut que nous montrions que Af + ug € F.
Soit donc n € Z

(Af +pg) (n) + a1 (Af +pg) (n—1)+az (\f +pg)(n—1)=
(n) +pg (n) + a1 f (n — 1) +arpg (n — 1) + a2 A f (n — 2) + agug (n — 2)
f(n)+aAf(n—1)+a\f (n—2) + pg (n) +aipg (n =1)+ azpug (n —2)
A(f(n)+arf(n—1)+azf(n—2)+p(gn) +ag(n—1)+axg(n—2))
=AX0+pux0puisque fe Fetge F
=0

Af
=\

Donc A\f +pug € F
Et F' est un sous-espace vectoriel de F (Z,R)

2. Soit ® une application de F dans C? ainsi définie :

{<I>:F — 2
fo— @(f)=(f(0),f(1))

Démontrer que ® est un isomorphisme de F vers C?
Quelle est la dimension de F' 7

= Nous commencons par vérifier que ® est une application linéaire.
Soient fe EFetge E
Alors
(f+g)=

Il
~~

De plus, soit A € C
Alors

QAT = ((AF)(0), Af) (1) = (AF(0);AF (1) = A(f(0); £ (1)) = A® (f)

= Vérifions maintenant que ® est injective.
Recherchons les éléments du noyau de @

ker @' ={f € E tels que @ (f) = ((f(0),f(1))) = (0;0)}

On peut démontrer facilement par récurrence qu’il ne peut s’agir que de la suite nulle.

1l faut montrer que pour tout n € N, f(n) =0
* C’est donc vrai pour n=0et n=1
* Supposons que pour p < n, f(p) =0
* Alors, de lidentité f(n+ 1)+ a1 f (n) + asf (n — 1) = 0, nous déduisons, d’apres
I’hypotheése de récurrence que nous avons f (n+ 1) =0
Et donc f est 'application nulle

Donc ker ® = {O} et donc ® est injective.

= Vérifions maintenant que ® est surjective.

Soit a = (z;y) € C?

Alors en prenant la fonction f € E telle que f(0) =z et f (1) =y on a bien @ (f) = (z;y) = a

Done Va € C2,3f € E, telle que @ (f) =a

Donc @ est surjective.

®, linéaire et bijective, est donc bien un isomorphisme

Ainsi, d’apres le théoréme du rang, E et C? sont de méme dimension.

Or, dimc C2? = 2, et donc dime F = 2

3. Touver tous les éléments o € C tels que la fonction f € F (N,C) définie pour tout n € Z par
f(n) =a" soit dans F.

=
=

Si la fonction f € F (Z,R) définie pour tout n € Z par f (n) = o™ est dans F, alors, nous avons :

a” + a0 Mt aa" =0 < o ? (oz2 +ara + (12) =0
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= Une premiere solution, évidente, est o = 0; c’est, en fait, la fonction nulle.
= Sinon, si a # 0, nous devons avoir a? + aja + ag = 0
C’est une équation du second degré dont le discriminant A est A = a3 — 4ay
* Si A > 0ily a2 solutions; en posant w une racine carrée de A, nous avons comme solution :

—a1 +w —a; —w
o = —- Ny = ———
' 2 ? 2
—a
* Si A =0il n'y a quune seule solution o = Tl

4. Trouver une base de F lorsque a3 # 4as.

Si a} # 4asg, alors A # 0 et il y a 2 solutions & 'équation a? + aja + as = 0. Nous avons donc 2
fonctions f1 : N — Cet fy : N — C éléments de F qui vérifient donc f1 (n) = o et fo (n) = of.
Les éléments de F' étant completement déterminés par la donnée de leur 2 premiers termes, fi est
donc entierement déterminée par (f1 (0), f1 (1)) et fo par (f2(0), f2(1)).
Si la famille {f1, fo} est linéairement indépendante, alors elle forme une base de F', et tous les
éléments de F' s’expriment comme combinaison linéaire de f1 et de fo.
Or, (f1(0),f1(1)) = (L,a1) et (f2(0), f2(1)) = (1,2) qui ne sont pas colinéaires. Ainsi, si
a? # 4ay, les éléments de F' sont de la forme g = \f; + pufa, avec A € C et u € C c’est & dire que,
pour tout n € N, nous avons :

g(n) = Ao} + ey

11 était aussi tout a fait possible d’utiliser les déterminants d’ordre 2. En effet :

1 1
det (f1, f2) =|-a1+w —a1—w|=—-w

2 2

Comme w # 0, det (f1, fo) # 0 et les deux < vecteurs > fi et fo sont indépendants et
forment une base de F
5. On suppose que a3 = 4ay. Montrer que si v € C vérifie v° + a1y + as = 0, alors, la fonction
h € F(N,C) définie pour tout n € N par h (n) = ny" est dans F. Trouver une base de F

—a
Si a? = 4as, alors A = 0, et 'équation o + aja + az = 0 admet une racine double v = Tl’ ce
qui nous permet de dire que la fonction f € F (N, C) définie pour tout n € N par f (n) =" est
bien un élément de F'.

Montrons aussi que si a? = 4ag, alors la fonction h € F (N,C) définie pour tout n € N par
h(n) = ny™ est dans F.

h(n)+ah(n—1)+ah(n—2)= ny"+a(n—1)7""t +ay(n—2)y"2

yn—2 :n72 a1 (n—1)y+az(n—2)]

A2 _(n—1)72+72+a1(n—1)'y+a2(n—1)—a2]
= "2 [(n—1)(v* + a1y + az) — az + ]

= 7 (n=1) | 7°+ay+az | —az+~?
—_———

=0

2
n—2 ar : —ai
= —a —|——} uisque y = ——
v 7927 puisque 7y 9
S N 4@}
L
= 0 car a} = 4ay
—a
Ainsi, si a? = 4ay, la fonction h (n) = ny" ol y = Tl est bien une fonction de F

Les éléments de F' étant completement déterminés par la donnée de leur 2 premiers termes, f est
donc entierement déterminée par (f (0), f (1)) et h par (h(0),h(1)).
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Si la famille {f, h} est linéairement indépendante, alors elle forme une base de F, et tous les
éléments de F' s’expriment comme combinaison linéaire de f et de h.
Or, (f(0),f(1)) = (1,7) et (h(0),h (1)) = (0,7) qui ne sont pas colinéaires. Ainsi, si a? = 4as,
les éléments de F' sont de la forme g = Af + u, avec A € C et u € C c’est a dire que, pour tout
n € N, nous avons :

g(n) = M"+puny" =" (un + A)

Pour aller plus loin

1. Le probleme s’intéresse aux suites définies par une récurrence linéaire, ici une récurrence
linéaire d’ordre 2 du type uy+1 = au,+bu,_1. Nous venons de traiter les suites numériques
complexes, c’est a dire des suites (un),cy € CNolta€ CetbeC.Ilya deux choses
importantes a retenir dans ces cas :

(a) La premiere question clef est la dimension du C-espace vectoriel des suites (uy,),,cy €
CN vérifiant la relation de récurrence ; dans le cas des récurrences linéaires, ce C-espace
vectoriel est de dimension 2

(b) La seconde question clef est la résolution de ’équation du second degré 72 —ar —b =0
qui est appelée équation caractéristique de cette relation de récurrence

Dans le cas du C-espace vectoriel des suites vérifiant une récurrence linéaire d’ordre 2, la
question a été totalement résolue

2. Intéressons nous maintenant au cas réel

Soient a € R, b € R et (uy),cy une suite définie par :

(ug,u1) € R* et (Vn € N) (uny2 = a1 + buy,)
L'équation 72 — ar — b = 0 est appelée équation caractéristique
e Si I'équation caractéristique admet 2 solutions distinctes 71 € R et 75 € R, alors :

(Vn € N) (up, = Al +ury) ot AeRet peR

avec \ et u uniques
e Si I'équation caractéristique admet 1 racine double » € R, alors :

(Vn € N) (up, = A" +pnr™ =r" (A +np)) ot e Ret p e R

avec \ et u uniques
e Sil'équation caractéristique admet 2 racines complexes conjuguées r; = re’? et 1y = re~
(avec r > 0 et § € R), alors :

i0

(Vn € N) (up, = 1" (Acosnb 4+ pusinnd)) ot Ae Ret peR

avec \ et p uniques
Preuve
* Les deux premiers points ont déja été démontrés dans le probleme
* Si ’équation caractéristique admet 2 racines complexes conjuguées, ceci veut que le
discriminant est négatif (c’est a dire a®> +4b=10)
Si nous < plongeons > 1’ensemble dans C, d’apres les résultats que nous avons établis
dans le probéme, nous anons :

up = Ar"e™ + Brie " avec A€ Cet Be C

Nous allons démontrer que B = A
Nous avons :

up = Are’ + Bre=? up —upre’® =  Bre % — Bre?
uogre’® —u . uy — ugre*
Et donc B= —— 1 et, en faisant le méme calcul, A = e T
2isin 2isin 6

https://mathinfovannes.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO@© Page 147



Chapitre 3 : Les espaces vectoriels 3.13 Quelques exercices corrigés

Z Uy — uorew uorew — U1 B
—2isinf 24 sin 0

Et nous avons donc, en posant A=z +iyoux € Ret y €g

Uy = Arneine 4 Zrnefina
= (z+1iy) (r"cosnb +ir"sinnd) + (x — iy) (r" cosnb — ir"™ sinnd)
= (zr"cosnb — yr™sinnb) + i (xr” sinnd + yr"™ cosnd) + - - -
o+ (zr™ cosn — yr" sinnf) — i (xr" sinnf + yr"™ cosnb)
= 2zxr"cosnf — 2yr" sinnf

Ce que nous voulions

3. Etude d’un exemple : la suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est ainsi définie, pour tout n € N :
Fn+1 = Fn +Fn,1 et FO = Fl =1

= L’équation caractéristique de cette suite est donc 72 —r —1 = 0 dont le discriminant
est A = 5. Nons obtenons 2 racines :

1+v5 . 1-+5
g tP=

1
Remarquons que ¢ est le nombre d’or et que = ——

Ainsi, pour tout n € N| il existe A € R et u € R tels Sglue F, =A™ 4+ up"
Déterminons A et pu.

* Pour n = 0, nous avons A+ p =1

* Pour n =1, nous avons Ap + pp =1

* D’ot1 la résolution du systeme :

{ Adp= 1
Ap+pp =1

4l

nous donne A = —= et nw=—

2
V5
= l'expression générale de Fj, est donc donnée par :

%0 n ¢ —n

F, = X ——= X —
n= Xt ExP= (¢
= Il peut étre intéressant de s’intéresser au comportement de la suite (F,), oy en +oo.

1+45
2

n+l —n+1)

— Tout d’abord, || = > 1 et donc |p| =

1
—’ < 1, et donc, nous avons
Y

lim F,, = +o0

n—-+oo

— Il est possible de donner un équivalent de la suite (F,),cy en +oo. En effet, nous
avons :

n+1
F, =~ 1
+o00 \/5
puisque
F, _VbF, . gt
S0’ﬂ+1 - (pn+1 - (pn+1
V5
Pt 5F,
Or, lim 14 =0, et donc lim V5E, =1
n—+o00 ganrl n——+o00 (p”+1

Ce que nous voulions
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Exercice 30 :

Voici un exercice trés classique sur les projecteurs. On retrouve ce type de problemes explicitement dans
des résultats du cours (théorémes oup propositions) ou encore dans des questions d’examens de fin de
premicre année (¢’est du vécu!!)
E étant un K-espace vectoriel , on appelle projecteur tout endomorphisme p de E, tel que p> =pop = p.
On désigne par 1dg I'identité de E.

1. Démontrer que p est un projecteur si et seulement si (Idg — p) en est un.

* Supposons que p est un projecteur
C’est a dire que p o p = p. Alors,

(Idg —p)o(Idg —p)=Idg —p—p+pop=Idg—p—p+p=Idp —p

Et ainsi, (Idg — p) eest un projecteur
* Supposons que (Idg — p) est un projecteur
Alors (Idg — p) o (Idg — p) = (Idg — p). Donc :

(Idg —p) =(Idg —p)o (Idg —p) =Idg —p—p+pop

Donc, de Idg —p=1dg —p—p+pop, nous tirons —p+pop =0 <= pop=p
p est donc un projecteur.
D’oti p est un projecteur si et seulement si (Idg — p) en est un

2. Montrer que si p est un projecteur, alors les relations suivantes sont vérifiées :

— Im (Idg — p) = kerp — ker (Idg — p) = Imp

(a) Montrons que Im (Idg — p) = kerp
* Montrons que Im (Idg — p) C kerp
Soit donc y € Im (Idg — p).
11 existe donc = € F tel que Im (Idg — p) () = y. Or :

Im(Idg =p)(z) =y <= x—p(x)=y

— px)—pop(z)=p(y)
< p(r)—p(x)=p(Y)
< p(y) =0g

Et donc y € kerp
Dot Im (Idg — p) C kerp

* Montrons que kerp C Im (Idg — p)
Soit « € kerp
Alors p(z) = 0g et donc (Idg —p) () =2 —p(x) = x, ce qui veut dire que z est un point
fixe de lapplication linéaire (Idg — p) et donc, que = € Im (Idg — p).
En conclusion kerp C Im (Idg — p)

Et donc, Im (Idg — p) = kerp
(b) Montrons que ker (Idg — p) = Imp

* Montrons que ker (Idg — p) C Imp

Soit z € ker (Idg — p) ; alors :

z €ker(Idg —p) <= (Idg —p) () =0 < = =p(x)

x apparalt donc comme un point fixe de p, et donc, comme tout a I’heure, € Imp
* Montrons que Imp C ker (Idg — p)
Soit y € Imp; il existe alors « € E tel que y = p (z) et donc

(Idg —p)(y) =y —p(y) =p(x) —pop(z)=p(z) —p(z) =08

Donc y € ker (Idg — p) et Imp C ker (Idg — p)
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En conclusion, ker (Idg — p) = Imp
La relation ker (Idg — p) = Imp, nous permet d’écrire :
relmp<=rzecker(ldg —p) <=2 —p(z) =0 <= p(z) =12
C’est a dire que les éléments de Imp sont invariants par p
3. Démontrer que si p est un projecteur, alors EE = Imp @ ker p
¢ Montrons que FE = Imp + kerp
Soit x € E, alors :
z=p(r)+(r—p(r))
Or, p(x) € Imp et (z —p(x)) € kerp.
Tout vecteur x € E s’écrit bien comme somme d’un vecteur de ker p et d’un vecteur de Imp.
Nous avons donc bien F = Imp + ker p
© Montrons que Imp Nkerp = {0g}
Soit donc y € Imp Nkerp. Alors de y € ker P, on tire que p(y) = 0g

Nous venons de démontrer que ker (Idg —p) = Imp; alors, de y € Imp, on tire que y €
ker (Idg — p) et que donc (Idg — p) (y) = 0p. Or :

(Idg —p) (y) =0p <=y —p(y) =0 <=y =0g

Donc Imp Nkerp = {0g}
En conclusion, £ = Imp ® kerp

4. Démontrer qu'un projecteur p commute avec un endomorphisme u € L (E) si et seulement si son
noyau et son image sont stables par u.

Une autre fagon d’écrire I’énoncé est de démontrer I’équivalence suivante, pour tout projecteur p
et tout endomorphisme u € L (E) :

pou=uop<=u(kerp) C kerp et u(Imp) C Imp

(a) Supposons que pou =wuop
Il nous faut donc montrer que w (ker p) C ker p et w (Imp) C Imp
— On démontre que u (kerp) C kerp
Soit donc y € u (kerp).
1l existe alors € kerp tel que y = u (x). Alors :

p(y) =pou(z)=uop(x)=u(0p) =0g

Et donc y € ker p, et donc u (ker p) C kerp
— Montrons que u (Imp) C Imp
Soit y € u (Imp).
11 existe donc z € Imp tel que y = u(z); et comme z € Imp, il existe z € F tel que
z =p(z). Ainsi :

y=u(z) =uop(z)=pou(z)
Et donc, y € Imp.
Nous avons bien u (Imp) C Imp
(b) Supposons, maintenant, que u (ker p) C kerp et u (Imp) C Imp
Nous devons donc montrer que pou =wuop
Soit x € E.
Il existe donc x; € ker p et xo € Imp, uniques, tels que x = x1 + x».
Alors, p(z) =p (21 +22) = p (1) +p(22) = p(22) = 72
e Et donc uop(x) =wu(xs)
e Maintenant, pou () =powu(x; +22) =pou(ry)+pou(xs)
* Comme u (kerp) C ker p, de z1 € ker p, nous déduisons u (x1) € ker p et donc pou (z1) =
Op, et donc powu(z) =pou(xsz)
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* De méme, comme u (Imp) C Imp, de x5 € Imp, nous déduisons u (x5) € Imp. Il existe
donc y € E tel que u (z2) = p (y). Ainsi :

pou(z)=pou(xz) =pop(y) =p(y) =u(ws)
e Nous venons de voir que, pour tout x € E :

uop(z)=u(xe) =poul(x)

Ainsi, pou=muop

Exercice 31 :

E étant un K-espace vectoriel de dimension finie n ol n > 2, on désigne par f un endomorphisme non nul
de E (f € L(E)) commutant avec tout automorphisme de E.

1. Montrer que si x et y sont deux éléments linéairement indépendants de F, il existe un automorphisme
u € GL(E) de E tel queu(xz) =z etu(y) =x+vy

Soit donc E un K-espace vectoriel de dimension n, et et y, deux éléments linéairement indépendants

de E.

D’apres le théoreme de la base incomplete 3.6.5, il existe des vecteurs {es,--- ,e,} tels que la
famille B = {z,y,e3,--- , e, } forme une base de E.

Soit B’ = {z,x + y,e3, -+ ,e,} une famille de vecteurs de E. Cette famille est libre et forme donc

une base de F.
En effet, si A1, Ao, ..., A, sont n scalaires tels que A\jx+ Xy (z + y)+- - -+ Apen = 0. Nous avons :

)\1.’E+)\2(a)‘+y)+"'+/\n€n:OE<:>)\1%4’()\1+>\2)y+)\3€3+"'+)\n€n:OE

De 'indépendance de la famille B = {x,y, e3,- - , e}, nous déduisons que :
AM=A14+X)=Xd3=---=X,=0

EtdOnCAli)\Q:)\gi"':)\nZO.

La famille B = {z,x + y,e3,- -+ , e, } est donc une famille libre et forme donc une base de E.

D’apres le théoreme 3.5.7, il existe une unique application linéaire u € L (E) telle que :
u(r) =2 u(y)=z+y etpour i =3,...,n u(e)=e¢;

Par le méme théoreme 3.5.7, cette application linéaire u est une bijection et donc u € GL (F)
2. Soit a € E un élément de E n'appartenant pas a ker f. Démontrer que les vecteurs a et b = f (a)
sont liés. En déduire I'existence d'un élément X (a) de K tel que f (a) = A (a)a
Soit a € F tel que a ¢ ker f; alors a # 0g et f (a) # 0p.
Nous devons démontrer que a et f (a) sont liés.
Supposons le contraire, ¢’est & dire que a et f (a) sont indépendants.
Il existe alors uw € GL (E) de F tel que u(a) =aet u(f(a)) =a+ f(a)
Comme f commute avec toute application linéaire de E, nous devrions avoir :

fla)=fou(a)=u(f(a))=a+f(a)

Comme a et f (a) sont supposés indépendants, il est impossible d’avoir f (a) = a + f (a)
Donc, a et f (a) sont liés.
Il existe donc A (a) € K tel que f (a) = A (a)a.

3. Démontrer que \ (a) ne dépend pas de a.

Soient a; € E, as € E, 2 vecteurs tels que a1 # as, a1 # 0p et as # O0p.
Soit v € L (E) telle que v (a1) = az. Alors :
* fow(ar) = f(az) = A(ag)ay
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* vo f(a)) =v(A(a1)ar) =A(a1)v(ar) = A(a1)as
Comme f commute avec v, nous avons fowv(a;) =vo f(a1), et donc :

fov(al)zvof(al)<:>)\(a2)a2=)\(a1)a2<:> (/\(ag)—/\(al))agzoE

Comme ag # O, nous avons A (az) — A(a1) =0, c’est & dire A (az) = X(ay)
Ainsi, si f commute avec tout endomorphisme u € L (E), alors f est telle que, pour tout = € E,
f(z) = x avec A € K

4. Quel est le centre de 'anneau L (E) ?

Réciproquement, une homothétie h définie pour tout x € E par h(x) = pz ot p € K commute
avec tout endomorphisme ¢ € £ (E). En effet :

poh(z)=plh(z)] = ¢ (ur) = pp (r) = hip(@)] =hoy(r)

Ainsi, nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n ou n > 2

Les homothéties sont les seuls endomorphismes de £ (E) qui commutent avec tous les endomorphismes de
L(E)

Autrement dit :

Le centre de I'anneau L (E) est I'ensemble des homothéties de

Exercice 32 :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finien et f € L (FE) un endomorphisme de E. On pose :

fP=Idg frf=f1of(k=1) Np=kerff I, =Imf*

1. Démontrer que pour tout entier naturel k, on a :

Ny C Npy1 et Iy C 1

= On démontre que Ny C N4
Soit z € Ny.
Alors, f*(z) = 0p, et donc f**! () = f [f* (z)] = f[0g] = 0p, et donc & € Nj41
D’ou Ny C Nk+1
= On démontre que [ C I
Soit z € Ik+1 = Imfk'H.
Il existe donc y € E tel que 2z = f**1 (y) = f*[f (v)].
Il existe donc 2’ € E, et 2’ = f (y) tel que f*[2'] = z et donc z € Imf* = I},
Nous avons donc 41 C I,
2. Démontrer qu'il existe un entier naturel rq tel que pour k < ry on ait Ny # Nyy1, et pour k > rg,
Ni = Niyq1
Pour commencer, nous construisons une suite d’entiers (nx),cy. définie par ng = dim Ny,
(a) Comme, pour tout k € N*, nous avons N C E, et que dim E = n, alors, pour tout k € N*,
nous avons dim Ny < dim F, c’est a dire ni < n
(b) D’autre part, comme Ny C Ng11, nous avons dim Ny < dim N1, c’est a dire ng < ng1
(c) La suite d’entiers (n),cy- est donc croissante et majorée par n, elle est donc stationnaire. I
existe donc r € N* tel que si k > r, alors ng41 = ng = n,
Nous appelons rg le plus petit entier tel que k > rg, alors ng11 = ng = Ny,
(d) Pour k > rg, de Ny C Ni41 et de ng1 = ng = ny, <= dim N1 = dim N, = dim N,, nous
déduisons que Ny = Np41 = Ny,
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()

Démontrons que si k < rg, alors Ny # Ni11

Supposons le contraire, c’est a dire Ny = Np41 lorsque k < rg, alors dim Ny = dim Ny <
np = ni+1 et il y a contradiction avec le fait que 7o soit le plus petit entier tel que si k > rg,
N1 = Nk = Ny

Donc, si k < rg, alors N, # Ngi1

3. Démontrer que pour k < ro I # Ii41 et pour k > 1o, I = I41

Cette question est un corollaire de la question précédente.

Nous avons, d’apres le théoreme du rang 3.6.13, dim Ny + dim I, = dim F = n, de telle sorte que
la suite (myg) k1 définie pour tout k& € N* par my = n — ny, est une suite décroissante et bornée,
stationnaire a partir du rang 7o, c’est a dire que si k > ro, alors my, = myy1.

Donc, par le méme raisonnement que ci-dessus ({11 C Ii et dim [ = dim I;41), si k > 7o, alors

Ijy1 = Ii.
De la méme maniere, si k < rq, alors Ix11 # I

4. Démontrer que E = I,,, ® N,

C’est une question plus difficile!!

(a)

Démontrons que I,, N N,, = {0z}

Soit donc y € I, N Ny, .

Comme y € N, alors f™ (y) = 0g.

De méme, comme y € I, alors, il existe € E tel que f™ () =y

Alors, fr (y) = f?7 (x) = 0g, et donc x € Nay,.

Comme 2r¢ > rp, nous avons No,, = N, et donc x € N,,, d'ou f7 (x) = O, c’est a dire,
comme f" () =y, y =0p

D’ou I, N Ny, = {0g}

Démontrons que F = I, + N,

Soit x € E; il faut donc écrire x comme somme d’un élément de I, et d’'un autre de IV,
Nous avons f™ (z) € I,,. Comme 2rg > 7, nous avons I, = Ia,, et donc f™ (z) € Iay,. Il
existe donc y € E tel que f27 (y) = f"° (), et nous avons :

Fro(y) = fo (@) <= f20y) = f7° () = 0p = f [f" (y) — 2] = 0p

De la, nous tirons que f™ (y) —a € ker f™ = N,,.
En écrivant z = (z — f™ (y)) + f™ (y), nous répondons a la question.

Donc K = I, ® N,
5. Démontrer que la restriction de f a I, induit une fonction de I, dans I, qui est un automorphisme
de I,

(a) La restriction de f a I, est un endomorphisme de I,

* Tout d’abord, nous avons f (I,) C I 11
En effet, soit y € f (I,,); il existe donc z € I, tel que y = f (z).
Et comme z € I, il existe z € E tel que x = f™ (2) et alors :

y=1Ff(a)=ff" @) =" (2)

Et donc, y € I +1
Nous avons donc f (I,,) C Lry+1
* Comme 19 + 1 > rp, nous avons I, = I, 41 et la restriction de f & I, induit donc un

endomorphisme de I,

(b) On démontre que f est bijective de I, dans I,,

* On montre que f : I,, — I,,, est injective.
Comme I,, est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, on pourra déduire que
f I, — I, est bijective.

* Soit donc y € I, tel que f(y) =0g
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* Comme y € I, il existe = € E tel que y = ™ ()

x Alors, [ (y) = F[f (2)] = fro* () = O, et done © € Nyyoq

* Comme N,,4+1 = Ny, nous avons alors € N,,, et donc ™ (z) = 0pg
* Et donc y = 0g

Donc f induit donc un endomorphisme bijectif de I, c’est & dire un automorphisme de I,.,

Exercice 33 :

On considére R*, muni de sa base canonique classique {e1,ea,e3,€4}.

TN . * R g g
On considére, maintenant, la base duale de (R4) =L (R{R), {ei,e5, €5, e} et les formes linéaires f1, fa,
f3 et fy de coordonnées, dans les bases duales :

fi=(1,0,—-X,0) fo= (0, 1,0, %) f3=1(1,0,0,=p)  fa = (0, 1,0, %)

Avec A # 0 et u #0
Etudier I'indépendance de ces formes linéaires, et trouver, lorsqu’elles sont indépendantes, la base de RY,

duale de {f1, fo, f3, fa}

> Introduction
Nous allons faire un petit exposé dans R* (c’est le cadre de I’ezercice) mais il est tres facilement
extensible & R™ ou C"
Si {ef,e5,¢e5,ei} est la base duale de (R4)*, alors toute forme linéaire f de coordonnées f =
(a,b,c,d) peut donc s'écrire f = ae} + bel + cel + dej et pour tout quadruplet (z,vy,2,t) € R?,
nous avons :

f(z,y,2,t) = ael (z,y, 2,t) + bes (v, y,2,t) + ce3 (v,y,2,t) + dej (2,9, 2,t) = av + by + cz + dt

C’est 'expression générale de toute forme linéaire.
Par exemple, si f1 = (1,0, —A\,0) comme dans 1’énoncé, nous avons f1 (z,y,z,t) = x — At
> Résolution de ’exercice
= Etude de l'indépendance des formes linéaires { f1, fo, f3, fa}
Soient a € K, b € K, ¢ € K et d € K quatre scalaires tels que afy + bfa + cfs + dfs = Ogay+.
Alors :

—1
(Lfl + be + Cfg + de = O(]RAL)* <~ a (170, —)\, O) +b (0, 1, 0, T) +
—1
¢(1,0,0, —p) +d (0, 1,0, 7) = (0,0,0,0)
—b d
— (a+c,b+d,—c)\,7 —ep— ;> = (0,0,0,0)

D’ou nous obtenons le systeme :

a+c= 0 (1)
b+d= 0 (2)
—cA= 0 (3)
%b—c,uf%: 0 (4)

Les équations (1) et (3) donnent :a = ¢ = 0. Alors, les équations (2) et (4) deviennent :

—b d — b d

*Sid#palorsb=d=0

* Si A = palors b = —d, avec b € K et le systeme {f1, f2, f3, fa} est un systeme lié dans
(RY)"
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La famille {f1, fo, f3, fa} est un systéme libre dans (R4)*, et donc une base de (R4)*, si et

seulement si A # p
= Recherche de la base duale de {f1, fa2, f3, f4}
Bien str, dans ce cas, on suppose A # .

On appelle {p1, @2, p3, 04} la base de R* duale de {f1, fa2, f3, fa}-
Pour tout ¢ et j tels que 1 <i <4 et 1< j <4, nous avons f; (¢;) =9, ;.
4

Soit {eq, es,e3,e4} la base canonique de R3. Nous posons 0, = E RIS
k=0

* Commencons par ¢1. Nous avons :

filer)= 1 =213
folp)= 0 =a3- il‘i
fs(pr)= 0 =ai~pxj
fi(pr)= 0 =25 - %xi
Nous obtenons donc un systéme d’équations d’inconnues x1,z3, z1, 2}
i —Arli= 1
1oy 1oy
x2—xx4: 0 xQ—XM: 0 el —dal= 1
x%*ffﬁ}l: 0 = x%flxi: 0 et{x%fux}l: 0
ry——zl= 0 H
D’olt nous tirons a3 =z} = 0, puis 21 =0 et 2} = _Tl Donc :
1 = (0,0, %,O)
* Continuons par ¢s. Nous avons :
filp2)= 0 =af—Aaj
falpn)= 1 =} - 3o
falpa) = 0 =af — paf
filga)= 0 =a3——aj

Nous obtenons donc un systéme d’équations d’inconnues z},z3, z1, z}

2—i= 0
1 1
2t = pri= 0 S S U R S
1 x2_7x4:
2 —-=22= 0 H
A A A2 2
D’oﬁnoustironsx%z/\ ,90421:/\7M,puisac%:)\'u eta:%:)\'u M.Donc:
—u —u _ _

_()\/ﬂ A w2 AL )
P2 = A—,U7>\—,U;’A—,U’>\—/J

* Pour conclure, en utilisant la méme méthode, nous avons :

1
Y3 = (1507 X’O)

(A/P pooop Au)
P4 = ; 3 )
=N =N =X =X

Et
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Exercice 34 :

Ko [X] est le K-espace vectoriel des polynémes a coefficients dans K et de degré inférieur ou égal a 2. On
considére les formes linéaires W, Wy et W3 définies par :

{\PliKQ[X] — K {\I’QKQ[X]
P s W, (P)=P(1)

Vs . KQ[X] — K
P o \Ifg(P):/ P(t) dt
0

1. Démontrer que la famille {¥1, V5, W3} est une base de (Kz [X])"

Nous allons appeler {eg, e1, ez} la base canonique de Ky [X], c’est & dire :
eo(X)=1 e (X)=X e(X)=X2

Et donc, tout P € Ky [X] s’écrit P = aey + bey +ceg avec a € K, be Ket c€ K
Ainsi, pour tout P € Ky [X] :

* Uy (P) = P( J=a+b+c

* Uy (P)=P' (1) =2a+b

b

« Wy (P /P dt = /at2+bt+cdt=§+§+c
En appellant {ef, e}, 3} 1a base de (Kz [X])", duale de la base canonique de Ky [X], les coordonnées
de Uy, Uy et U3, dans cette base duale sont :

11
\Ijl = (17171) \IJQ = (07172) \113 = (1u 57 g)

Si nous réussissons & démontrer que la famille {Uy, U5, U3} est libre, nous aurons aussi démontré
que c’est une base de (K [X])", puisque dim (Kq [X])* = 3

Soient a € K, 8 € K et v € K tels que a¥; + ¥; + yV3 = Ok,[x])-- Nous obtenons alors le
systeme d’équations :

a+%y: 0 27_ 0
Ol‘f'ﬁ"‘g: 0 e a=—vet 3Y_ = a=8=7=0
a—|—25—|—§: 0 —5=0

*

La famille {¥, U5, U3} est donc une famille libre et forme une base de (Kg [X])
2. En déterminer la base duale dans Ky [X]

Nous appellerons {11, 9, 13} la base de Ky [X] duale de {¥y, Uy, U3},
Nous avons donc, pour tout i et j tels que 0 < i <2et 0<j <2, 7, () =
Posons v¢; = cjeq +bjer + ajes.
= Détermination de 1,

Par construction, nous avons

'1/11 = c1€e9 + b161 + a6 '1/11 (X) = C1€0 (X) + b161 (X) + aies (X)
= P (X)=a1 X’ +0 X+
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Nous obtenons donc le systeme :

a1+bl+01: 1

- —a1 +c1 = 1
21 +by= 0 = by = —2a; et 2a1 = a=-3 by=6 ¢ =-2
aj b1 - ta= 0
§+5+61: 0 3

Nous avons donc 9 (X) = —3X2 +6X — 2
= Par le méme type de calcul (que nous laissons au lecteur le soin de réaliser) nous trouvons :

1
1,/;2()():%)(272)(+5 et 13 (X)=3X2-6X +3

Exercice 36 :

E est un K-espace vectoriel de dimension finie n Montrer que, pour tout x € E et touty € E, si x # y alors,
il existe p € E* tel que ¢ (v) # ¢ (y)
Soient x € F et y € E tels que z # y. On consideére la droite vectorielle K (x — y) et H un hyperplan tel
que E = H®K(x —y). Appelons ¢ € E* la forme linéaire non nulle dont H est le noyau. (On pourrait
aussi dire que Uhyperplan H a pour équation ¢ (u) =0)
Alors ¢ (z —y) # 0 et donc ¢ (z) # ¢ (y)

Remarque

Cette forme linéaire ¢ € E* n’est donc pas unique puisque le supplémentaire H a K (z — y)
n’est pas non plus unique.

Exercice 37 :

1. Soit E = R** x R. On définit sur E 2 opération :
e Une loi interne : (a,b) * (¢,d) = (ac,b+ d)
e Une loi externe : Ao (a,b) = (a*,Ab)
Est-ce que E muni de ces deux lois est un R-espace vectoriel 7

= Tout d’abord (F,*) est un groupe abélien comme produit direct des groupes commutatifs
(R**, x) et (R, +)

= Vérifions que la loi externe e vérifie les axiomes de R-espace vectoriel
> Soit (a,b) € E, A € R et € R. Montrons que Ae (p o (a,b)) = (Au) e (a,b)

Ao (e (ab)) = Xe(a", ub)
(@), Aub)
(a2, Aab)

(Aw) @ (a,b)

)e

Nous avons donc A e (p e (a,b)) = (Au) e (a,b)
> Soit A € R, u € R, montrons que (A + p) @ (a,b) = Ao (a,b) + po(a,b)

(A+p)e(a,b)=(a "+ (A4 p)b)
Ae(a,b)+pe(ab)=(a* Ab)+ (a*,ub) = (a*a”, (A + ) b)
= (a™* (A +p)0)

Nous avons, donc (A + ) @ (a,b) = X e (a,b) + e (a,b)
> Soit A € R, (a,b) € E et (¢,d) € E, montrons que \e((a,b) + (c,d)) = Ae(a,b)+Ne(c,d)

Ao ((a,b)+ (¢,d)) = Me(ac,b+d)

((ac)* A (b+d))

Ao (a,b)+ e (c,d) = éa’\,)\b) + (e, \d)
AN (b+d))

Et donc, nous avons A e ((a,b) + (¢,d)) = A e (a,b) + A e (¢, d)
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> Montrons que pour tout (a,b) € E, nous avons 1 e (a,b) = (a,b)
le(a,b) = (al,l x b) = (a,b)

FE muni de ces deux lois est donc un R-espace vectoriel

2. Soit K un corps commutatif. On munit K2 :
e De I'addition habituelle : (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
e D’une loi externe : \ e (a,b) = (\a,0)
Pourquoi n'obtenons nous pas un K-espace vectoriel ?
= Tout d’abord (KQ, +) est un groupe abélien comme produit direct des groupes commutatifs
(K, +) et (K, +)
= Par contre, nous n’avons pas 1 e (a,b) = (a,b)
En effet, 1 o (a,b) = (1 x a,0) = (a,0) # (a,b)
Donc, K2, muni de ces 2 lois, n’est pas un K-espace vectoriel

Exercice 38 :

Montrer que I'ensemble
A= {feFR,C) telles que (3A; € R") (Ja € R") ((Vz € R) (|z] = a) <> |f (x)| < Ay |z])}

est un C-espace vectoriel pour les lois usuelles dans F (R, C)
Nous allons démontrer que 2 est un sous-espace vectoriel de F (R, C)
= Tout d’abord, 2l # () puisque la fonction nulle O : R — C est trivialement un élément de 2l
= Soit feAet g e
* Il existe donc Ay > 0 et a > 0, tel que pour tout z € R, si |z| > a, alors |f (z)| < Af |z
* De méme, il existe donc A, > 0 et b > 0, tel que pour tout = € R, si |z| > b, alors |g (z)| < Ay |z|
Soit ¢ > max (a,b).
Soit = € R tel que |z| > ¢. Alors |z| > a et |z| = b et donc :

((f+9) (@) = |f (@) + g (@) < [f (@) +]g (2)] < (Af + Ag) |2]

Et donc f+geA

= Soit feAet A e K.
Il existe donc Ay > 0 et a 2> 0, tel que pour tout z € R, si |z] > a, alors |f (z)| < Ay |z
Soit = € R tel que |z| > a. Alors :

[AS) (@) = [Af ()] < AS (@) < (A Ap+) []

Et donc \f e A
2 est donc un sous-espace vectoriel de F (R, C)

Exercice 39 :

1 .
)™ < +oo est un C-espace vectoriel

Démontrer que I'ensemble des suites (uy,), .y € CV telles que sup (|uy,
neN*

Pour nous simplifier la vie, nous posons & cet ensemble.
1
). Remarquons que M, > 0

Si (un), ey~ € &, alors sup (Juy, )% < +00. Appelons M,, = sup (Juy,
neN= neN-

1
Nous avons alors, pour tout n € N*, (Ju,|)™ < M,, ce qui est équivalent, pour tout n € N*, |u, | < M.
= Soient (uy),cn- € € et (v,) € £; montrons que (u,),cn- + (Vn)pen- € €
Nous avons alors :

neN*

[tn, + vn| < [un| + |vn] < M, + M, < (M., +Mv)n

1
< M,+M,, et ce, pour tout n € N* ; en particulier sup (|u, + v,|)™ < 400
neN*

1
n

Et done : (|uy, + vnl)

Ainsi, si (un),cne € € €t (Vn),ene € E, alors (un), ey + (Vn) pen- € €
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Remarque 1

Pour affirmer que M + M? < (M, + M,)", nous avons utilisé le fait que pour tout a > 0
et tout b > 0, nous avons a™ + b" < (a + b)".
On démontre cette inégalité a 1’aide de la formule du binéme de Newton. En effet :

(a+b)nzn:<k> kbn k —q" +bn+2( )akbnk

k=0

n—1
Comme Z (Z) a®b" =% > 0, nous avons (a +b)" > a™ + b

= Soient (uy),cn- € € et A € K; montrons que A (uy,) eé

Nous avons :

neN*
Xt | = ] [t | < A M = (I |) ™ < max ({1, |A]}) M,

Ainsi, si (un),cn- € € et A € Kalors A (up), ey €€

Remarque 2
Dans la question précédente, nous avons

(Aunl)™ < A" M2 <max ({1,]A1}) M.

C’est & dire que nous avons utilisé le fait que pour a > 0, nous avons a» < max ({1,a})
* C’est totalement vrai pour a = 0, ainsi que pour a = 1
3 . . 1
* Supposons a > 0 et a # 1. Nous allons étudier la fonction f (z) = a* pour z > 1.

na e Ina ma
> Nous avons f (z) = e'5* et la dérivée f (z) = ——261x .
x
> Ainsi, si 0 < a < 1, nous avons [ (z) > 0 et la fonction est toujours croissante.
Nous avons lim e'& =1 et donc, pour tout = > 1, nous avons f (z) = ar <1

Tr—r+00
> Sia> 1, alors }’ (z) < 0 et la fonction est toujours décroissante et donc pour tout
2 > 1nous avons f (z) =ax < f(1) = a

* Ainsi, en restreignant la fonction f (z) = ax pour x > 1 a n € N*, nous avons :

> Sia =0, alors max ({1,a}) =1 et 0% =0 < max ({1,0}) = 1

> Sia =1, alors max ({1,a}) = 1 et 1% =1 < max({l 1}) =1

> Si0<a<1,alorsmax ({l,a}) =1et comme a < 1, nous avons a» < max ({1,a})

> Sia > 1, alors max ({1,a}) = a et comme a7 < a, nous avons aw < max ({1,a})
Ainsi, dans tous les cas, pour n € N* et a > 0, nous avons a® < max ({1, a}

Exercice 40 :

On considére Ry [X] le R-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a 4. Dans Ry [X], on
considere les ensembles suivants :

— Fy ={PeRy[X] telque P(1) = P' (1) =P" (1) =0}

— Fy ={P e Ry [X] tel que P(1) = P'(2) =0}
Il est facile de démontrer que Iy et F, sont des sous-espaces vectoriels de Ry [X]

1. Donner une base de F et de Fy

X — )
Nous allons utiliser le fait que, pour a € R, la famille {(k'a) ou 0<k < 5} est une base de

R4 [X] et utiliser la formule de Taylor pour les polynémes :

(X — a)2P// (a) + (X;'a)g P(B) (a) + (X — a’)4 P(4) (a)

P(X) = P(a)+ (X —a) P'(a) + = Al

= Etudions d’abord F;
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De la remarque ci-dessus, tout polynéme de F} peut s’écrire :

P(X)=P(1)+(X-1)P (1) + ()(2_'1)2]3,, (1) + (X3—'1>3p<3) (1) + (X;' 1)4P<4> (1)
Comme P (1) = P’ (1) = P” (1) = 0, tout polynéme de F; s’écrit :
P(X)= (‘)(3'1)3P(3) (1) + (‘)(4|1)4P(4) (1)

—1)3 _
= %(P(g)(l)_k()(—éllzp(zl)(l))

Ce qui montre, tout de suite, que tout polynéome P € Fj est un multiple, dans Ry [X], de
3 (X —1)° (X —1)
(X —1)° En posant Py (X) = 30 et P (X) = m
Fy, et comme degP; = 3 et degPs = 4, les polynémes P; et P, sont de degrés différents et
forment une famille libre.
{P1, Py} est donc une base de Fy
= Etudions maintenant Fj,
De la méme maniere, tout polynome de F5 peut s’écrire :

; la famille {P;, P»} engendre

Px) =P+ (x—2) P @)+ S Do) KD p ) =2 i
Comme P’ (2) = 0, tout polynéme de Fy 8’écrit :
2 3 4
P(x)=p()+ X2 o 2 pr(g) 4 X2 I 2 pe) gy & n 2 pa) (9)

Comme P (1) = 0, nous avons :

P’(2) PB(2) N P (2)

0=Pre+ 3] 1l
Et donc, en remplagant P (2) par P (2) = —© ”2!(2) WP (2!(2) - P(‘Z!(2 o obtenons :
P(X)= wp’ (2) + [(X_;)S—i_l]P@) 2) + WP@) @)
En posant Q1 (X) &= [(X_ji,f_l} Q2(X) = [()(_5,)3_1} et Q3 (X) = [(X_Z)‘l_l]’

la famille {Q1,Q2, Q3} engendre Fy, et comme degQ; = 2, degQs = 3, et degQs = 4, les
polynémes @1, Q2 et Qo sont de degrés différents et forment une famille libre.
La famille {Q1, Q2,Q3} est donc une base de Fy

2. Avons nous Ry [X]| = F1 & Fy ?

La réponse est non
= Nous pourrions le penser, puisque dim F; = 2, dimF; = 3 et dimRy [X] = 5, mais c’est
insuffisant
= Soit P € F1 N Fy
*. Tout d’abord P € Fi, et donc P est, dans Ry [X], un multiple de (X — 1)3, c’est a dire
qu’il existe C' € R et D € R tels que :

P(X)=(X-1%*CX+D)

* Puis, P est aussi un élément de Fy. Le fait que P (1) = 0 ne nous apporte rien de plus.
Utilisons la seconde condition d’appartenance & Fy, c’est & dire P’/ (2) = 0 et calculons,
pour ce faire, P’ (X) :

P'(X)= 3(X-1)°(CX+D)+C(X-1)>°
(X —1)*(3CX +3D +C (X — 1))
(X —1)*(4CX +3D - C)
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Donc, P/ (2) = 7C + 3D et P' (2) = 0 «= C — —gp
Ainsi :
P(X)

x-1?° <—§DX + D>

D
= —(X- 1% (=3X +7)
= AMX —-1)°(=3X+7) avec AR
Ainsi Fy N Fy # {O}. F1 N F, est un sous-espace vectoriel de Ry [X] de dimension 1 et de base
le polynéme (X —1)* (=3X 4 7)

Exercice 41 :

C,, [X] est le C-espace vectoriel des polynémes a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n (avec
n>2). Soitxy € CetayeC

E; est I'ensemble des polynémes de C,, [X] qui s’annulent en 1 et Ey, I'ensemble des polynémes de C,, [X]
qui s’annulent en x4

1. Montrer que E, et E5 sont des sous-espaces vectoriels de C,, [X]
2. Démontrer que C,, [X] = Ey + E»
3. Avons-nous C,, [X]| =FE1 ® E2?

Nous allons faire une correction globale de cet exercice.
1. Pour a € C, on appelle ®,, : C,, [X] — C, la fonction définie par :

{@a:Cn[X] —  C
P — ®,(P)=P(a)

En fait @, est une forme linéaire sur C,, [X]

Donc, E; = ker ®,, et Ey = ker ®,, sont des hyperplans de C,, [X] nous avons donc dim E; =
dim E5 = n, et nous n’avons certainement pas C,, [X] = F1 & Fs

D’autre part :

Ey ={P € C,[X] telsque P(X) = (X —21) (a1 X" '+ - +a1X +ao)}

Ey = {P € C,[X] tels que P(X) = (X —22) (bp1 X" '+ + b0 X +by) }
Et

EiNEy,={PeC,[X] tels que P(X) = (X — 1) (X —22) (o X"+ - +c1X +0c0)}

L’intersection est donc tres loin d’étre réduite au seul polynome nul.

2. Tout polynoéme P € C,, [X] peut cependant s’écrire comme somme d’'un polynéme de F; et d'un
polynoéme de Fs.
En effet, soit P € C, [X] avec P (X) = ¢, X" + ¢p1 X" 1+ + a1 X + ¢. 1l faut trouver un
polynome P; € E; et un polyndéme P, € Es tels que P = P, + Ps.
En fait, il faut trouver 2n nombres complexes a,,_1,...,a1,a9,bn_1,...,b1, b tels que :

Can—l—Cn,an*l"‘"""ClX"‘CO: (X — 1) (anian71+...+a1X+a0)+
(X —22) (bp1 X" 1+ + 01X + bo)

En développant la partie de droite, nous obtenons un systéme linéaire de n équations & 2n incon-
nues :

ap-1+ bn—l = Cp
—Qp-1%1 + Ap—2 +bp—o — Tabp_1 = cp_1
T1ag — T2bg = ¢

qui nous donne, par substitutions successives, une infinité de solutionsEI

5. Jaurais voulu une solution plus subtile a cette question. Je n’ai donc trouvé qu’une méthode d’équations linéaires
qui nous offre une infinité de solutions, ce qui est conforme aux structures méme de E et de Eo
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Exercice 42 :

Dans R [X], on considére le sous-ensemble E défini par :

E= {PGR[X] tels que /1zP(x) dz—O}
0

1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de R [X]

= Tout d’abord, E # (), puisque le polynéme nul O est évidemment dans F
= Solent Pe FEetQeFE, AeRet pelR
1

1
Alors, / xP (x) dz =0 et / zQ(z) dz =0
0 0
Avons-nous AP + pu@ € E? Démontrons le.
1 1
/0 (AP + pQ) (z) doz = /0 x (AP (z) + pQ (z)) dz
1
/ AP (z) + zpQ (z) dx
01 1
= / AP (z) dx +/ zp@ (x) dz
0 0
A P d d
/o xP () 9:+u/0 @ (z) do

AX04+ux0=0
=0

Il

Et donc AP 4+ u@Q € E
Et donc, E est un sous-espace vectoriel de R [X]

2. Soit By (z) = x. Démontrer que E et Vect (By) sont en somme directe.

Soit P € E N Vect (By).

1
Alors, P = aB; avec a € R et / xzaB; (z) dx = 0. Nous avons :
0

1 1
/xaBl(x)dx:0<:)/ax2dx:0<:>a
0 0

T
| =0+
5,

Ainsi P = O et ENVect (B;) = {0}
E et Vect (By) sont donc en somme directe.

POUR ALLER PLUS LOIN

1. Il ne faut pas confondre <« Etre en somme directe > et < Etre supplémentaire >
* Etre en somme directe veut dire que si F' = E + Vect (B;), comme ENVect (B) =
{0}, alors F' = E @ Vect (By), mais nous n’avons pas R [X] = E @ Vect (By)
* Etre supplémentaire veut dire que R [X] = E & Vect (B1), ce que nous n’avons pas
ici.
2. Un autre point de vue pour résoudre l’exercice, est un point de vue de produit scalaire
dans R [X].
Pour tout polynéme P € R[X] et tout polynéme @ € R[X], la forme bilinéaire B définie
par :

B(RQ)/O P(2)Q(x) du

est un produit scalaire.

De ce point de vue, E est ensemble des polyndémes orthogonaux & Vect (By), et alors,
bien entendu, E N Vect (By) = {O}
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3. Un autre point de vue consiste & considérer @ : R [X] — R définie par :
P:R[X] — R
1
P — ®(P) :/ P (z) dx
0

® est une forme linéaire dont E est le noyau, et comme ® (B;) = 37 nous avons encore
E NVect (By) = {0}

D’autre part, si n est le degré du polynéme P € R[X], nous avons P(X) = a, X" +
an 1 X" 1+ a1 X +ag et comme XP(X) =a, X" +a, 1 X"+ +a1 X%+ apX,

nous avons :
An +a"_1+...+ﬂ_~_@
n+2 n+1 3 2

et donc si, pour tout 0 < k < m,nous avons ay > 0, alors @ (P) > 0 et donc P ¢ E.
Ainsi, si P € E, alors il existe i, avec 0 < igp < n tel que a;, <0

o (P) =

Exercice 43 :

Dans I'espace F (R,R), on considére les fonctions f;, définies pour tout k € N par :

{fk:]R — R
x — fr(x) =sinkz

On appelle 6, (q) le symbole de Kronecker défini par : o, (q) = { (1) anon: 1

2m
1. Montrer que, pour tout p € N et tout q € N, / sin (px) sin (qz) do =6, (¢) 7
0

Dans la résolution, nous utiliserons beaucoup de formules trigonométriques

1
= Si p = ¢, alors sin (pz) sin (gz) = sin? (pz) = 5 (1 — cos (2px)), de telle sorte que :

27 2m 27
1
/ sin (pz) sin (qz) dz = / sin? (pz) dz = = / dz — 7/ cos (2pz) dx
0 0 2.Jo 2.Jo

Or :

1 27
* f/ der=mn
0
1 {sin?px

1 27
* Et 7/ cos (2pz) do = =
2 J, 2 [ 2p

[\

27 1
} = — (sindpr —sin0) =0
0 2

2m
Et donc, pour conclure, / sin? (pz) dz =7
0

= Si p # ¢, alors, sin (pzx)sin (¢x) = = (cos (p — q) x — cos (p + q) ), de telle sorte que :
2

(/0 7Tcos(p—q):r—cos(p—l—q)xd:z:)

/027T sin (pz) sin (qz) dz = %

1 ({Sin(p—Q)m B Sin(p+q):rr”>
2 0

0

p—q p+q

2
En conclusion, pour tout p € N et tout ¢ € N, / sin (px) sin (qz) do =6, (¢) 7
0

2. En déduire que la famille F' = { fi; k € N} est libre.

On doit montrer que toute sous-famille finie non vide de la famille F' = {f;; k € N} est libre.
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Soit p € N et {i1,...4,} p entiers tels que i1 < iz < -+ < ip.
Soient A\ € K, A2 € K, ..., Ay € Kitels que A1 fi, +Aafi, +-- + Apfis, =0.
Ceci veut dire, que, pour tout x € R :

Arsing;z 4+ Agsiniox + -+ + Apsinipr =0

Ce qui signifie que :
2m
/ (Arsindiz + Agsinigz + -+ + A\psinipx) do =0
0

Multiplions Ay siné;z + Agsiniéax + - - - + Ap siné,x par sini;x, alors, nous avons :
A sin? i1z + Ao sindoxsinigz + - - + Apsini,rsini;z =0

Et, en passant a l'intégrale :

2m
/ ()\1 sin? 12 + g sinigzsiniqz 4+ -+« + Ap sini,x sinilx) dz =0
0
<

27 2 27
A1 / sin? iyz dz + )\2/ sinioxsiniirxdr + -+ + )\p/ sinipasint;rde =0
0 0 0

27
De la question précédente, comme i3 < iy < -+ < i, NOUS avons /\1/ sinijzdr = M7 et,
0

27
pour k > 2, )\k/ sinipxsini;xdr =0
0

Nous en concluons donc que A; = 0.

Pour montrer que Ay = 0, nous procédons de maniere identique en multipliant A;sini;z +
Agsiniox 4 - - - 4+ Ap sini,x par sinigx, puis en passant a 'intégrale.

Ainsi, nous montrons que la famille ' = {fi;k € N} est libre. Plus généralement, la famille
F = {fx; k € N} est une base du sous-espace vectoriel Vect ({ fx; k € N})

Pour aller plus loin
La famille {eim; n e Z} forme une base de Vect ({eim; n e Z})
En effet :

27 27
= Si nous posons <ezpw/€zqw> = / ePPe™% dy = / e'P=9? 4z nous avons :
0 0

2
* Sip=gq, (e /ePT) = / dr =27
) . 027T . 1 . 2
* Sip#q, <e’px/em> = / P DT qp = —— [el(p_q)ﬂ =0
0 pP—q 0
= Montrons que c’est une famille libre.
Comme tout & 'heure, soit p € N et {i1,...4,} p entiers tels que i; < i < -+ < ip.
Soient A1 € K, A2 €K, ..., )\, € K tels que A\je1% + \ge®2 + ... 4+ \,er® = ()
En multipliant Pexpression Aje/1%" + Xge®® 4 ... 4+ X\, e’ par e'** on 1 < k < p, puis
en passant a l'intégrale, nous obtenons A\ = 0
Ainsi, la famille {ei”“; n e Z} forme une famille libre

En conclusion la famille {e";n € Z} forme une base de Vect ({";n € Z}).

2m
On verra (en L) que Dexpression (e”/e'4*) = / e’P?e*% dx est un produit scalaire et
0

que la famille {eim; n e Z} est une famille orthogonale.
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Exercice 44 :

K [X] est le K-espace vectoriel des polynémes & coefficients dans K. Nous considérons I'application u :
K[X] — K|[X] définie par :

{ u:K[X] — K[X]

P s ulP] ot u[P](X)=P(a) X + P(B) aveca e Ket3 e Keta#j

1. Démontrer que u est une application linéaire

Ce n’est pas une question difficile.
Soient P e K[X],Q € KX, A€ Ket u€ K. Alors :

uw[AP + pQ] (X) = [AP+ uQ] (o) X + AP + uQ] (8)

= (AP (@) +pQ () X + AP (B) +1Q (B)
= AP(a) X 4+ puQ (o) X + AP (B) + n@Q ()
= AP@X+P(B)+n@Q()X+Q(B)
= M [P](X)+ pu Q] (X)
= [Mu[P]+ pu[Q] (X)

Et nous avons u [AP + puQ] = Au[P] 4+ pu [Q)]

u est donc une application linéaire

2. Déterminer ker u le noyau de u et Imu, I'image de u

> Recherche de Imu
Il est évident que Imu C K; [X] ot K; [X] est le K-espace vectoriel des polynémes de degré
inférieur a 1, & coefficients dans K.
Réciproquement, si AX + B est un polynéme de K; [X], existe-t-il un polynéme P € K [X] tel
que u[P](X)=AX + B

Il suffit de prendre le polynéme P € K; [X] défini par P (X) =

Et donc, Imu = K; [X]
> Recherche de keru
Si P € keru, alors P () = P(8) =0, et donc « et 8 sont des racines de P et P s’écrit donc :

PX) =X -a)(X -5 Q(X)

A(X - B)—B(X —aq)
a—p

Ainsi,
keru ={P € K[X] tels que P(X) = (X —a) (X —8)Q (X)}
> Que se passe-t-il sia =37
Alors, nous avons P (a) = P(8) et u[P](X) = P (a) (X + 1). Nous concluons simplement :
* Si B(X) =X +1, alors Imu = Vect ({B})
* Et keru = {P € K[X] tels que P(X) = (X —a)Q(X)}

Exercice 45 :

Soient & un K-espace vectoriel et py et po deux projecteurs de E tels que p1ops = O et ¢ = p1+p2—p20op;.
Montrer que q est un projecteur et trouver son noyau et son image.

= Montrons que ¢ est un projecteur
Il faut donc démontrer que go ¢ = ¢

qoq= (p1+p2—p20p1)o(p1+p2—p20op1)
= piopi+piopr—pio(peopi)+propr+props—pro(propr)—
(p2op1)op1 — (p2op1) op2 + (p2op1) o (p2op1)
= p1—(prop2)opr+propr+p2—(p2op2)opr —pao(propr)—
p2o(prop2) +pao(propz)op
= p1+p2op1+p2—p20p1 —pP20P1
= p1+p2—p20op1=¢g

q est donc un projecteur
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= Recherche du noyau de ¢
Soit u € kerg. Alors, g (u) =0 <= p1 (u) + p2 (u) — (p2op1) (u) =0
En composant par p; a gauche, nous avons :

pro(pr+p2—p2opi)=piopi+piopr—pio(p2op) =p1—(P1op2)opr =pi

Ainsi, si g (u) =0, alors py (u) = 0. Et donc, si u € ker g, alors u € ker py
De méme, en composant par ps a gauche, nous avons :

p2o(pr+p2—p2op1) = propi+p2opr—p2o(p2op1) =p2op1+p2— (P20p2)op;
= p20op1+p2—pP20p1
= P2

Alnsi, si ¢ (u) =0, alors py (u) = 0. Et donc, si u € ker g, alors u € ker py
Donc, si u € ker g, alors u € ker p; N ker py
La réciproque est évidente : si u € ker p; N ker po, alors u € ker g
Et nous avons bien ker g = v
= Nous allons montrer que Img = Imp; & Imp,
Pas si évident de trouver ce résultat; pour ma part j’ai trainé pas mal avant de penser -et de
démontrer- le résultat
* Tout d’abord, nous avons Img = Imp; + Imp,
Soit u € E
Alors, ¢ (u) € Imgq et :

q(u) = (p1+p2—p20op1)(u)
= p1(u) +p2 (u—p1(uv))

Or, p1 (u) € Imp, et p2 (u — p1 (uv)) € Imps.
Ainsi, tout élément de Img peut se décomposer en une somme d’un élément de Imp; et d’un
élément de Impy. Donc, Img = Imp; + Imp,

* Ensuite, nous avons Imp; N Impy, = {0}
Pour démontrer que Imp; et Imp, sont en somme directe, il faut démontrer que Imp; NImpy =
{0}
Soit donc u € Imp; N Imps.
Comme u € Imp;, nous avons py (u) = u; de méme, comme u € Impy, nous avons ps (u) = u.
Donc :

(p1op2) (u) =p1[p2 (u)] =p1[u] =u

C’est a dire (p1 op2) (u) =u
De I’hypothese p; o po = Og, nous déduisons que u = 0.
Donc, Imp; N Imp, = {0}

D’ol nous avons bien Img = Imp; & Impo

Exercice 46 :

Soit E un K-espace vectoriel , f € L(E), a € K et b € K deux scalaires tels que a # b. On suppose que
(f — aIdE) (@) (f =z bIdE) = OE

Avant de commencer, remarquons que (f — aldg)o(f — bldg) = (f — bldg)o(f — aldg), la démonstration
se faisant par un calcul tres simple :

(f —aldg)o (f —bldg) = f?—bf —af+abldg = f>— (a+b) f +abldg = O
(f —bldg)o (f —aldg) = f?—af —bf +abldg = f2— (a+b) f +abldg = O

1. Etablir I'existence de A € K et p € K non nuls tels que A\ (f — aldg) et pu(f — aldg) soient des
projecteurs.

= De l'identité (f — aldg) o (f — bldg) = O, nous tirons :

(f —aldg) o (f —bldg) = Op <= f*> — (a+b) f + abldg = Op <= f? = (a +b) f — abldg
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= Etudions maintenant (f — aldg) o (f — aldg)
Nous avons, en utilisant I'identité f2 = (a +b) f — abldg :

(f —aldg) o (f —aldg) = f? — 2af + a1d;

= (a+b)f—abIdE —2af+a21dE
(b—a)f—a(b—a)ldg
(b—a)(f —aldg)

ﬁ, nous avons (f —aldg) o (f —aldg) = %(f —aldg), et donc :
(S —alde)] o A(f —aldg)] = X2~ ald)e(f — olde)

= )\2 {X (f - CLIdE)}
A (f - aIdE)

En posant \ =

1
(f — aldg) est un projecteur
—a

= Continuons avec (f —bldg) o (f — bldg)
Vous vous doutez bien que la méthode pour y arriver sera la méme!!
Nous avons, en utilisant I'identité f2 = (a +b) f — abldp :

(f —aldg)o (f —aldg) = f%—2bf +b’1dg

(a+b) f —abldg — 2bf + b*1dg
(@a—b) f—b(a—b)Idg

(a—b)(f —bldp)

Ainsi
1mnsi1 b

1
En utilisant le méme raisonnement que ci-dessus, et en posant y = b nous avons 2 (f — bldg)
a— a—

qui est un projecteur
= Allons un peu plus loin

1 1
n posant p= —— (f —aldg) et = —— (f — E), hous avons | = bp + aq. En eflet :
E 5 f Id bf bld f=5o En eff
—a a

b
bp+aq =" g— (f — aldg) + —— (f ~ bldg)
_ b a (ab ab)
B (bga—i—a—b)f_ b—a+a—b ldg
a
- (bfa_bfa)f
=7f

2. Montrer que Im (f — bldg) = ker (f — aldg).

= Montrons que Im (f — bldg) C ker (f — aldg)
Soit donc y € Im (f — bldg) ; il nous faut montrer que y € ker (f — aldg)
Comme y € Im (f = bldg), il existe € E tel que y = (f — bldg) (z) ; et donc :

(f —aldg) (y) = (f —aldg) o (f —bldg) () = Op (z) =0

et donc y € ker (f — aldg) et nous avons bien Im (f — bldg) C ker (f — aldg)

= Montrons que ker (f —aldg) C Im (f — bldg)
Soit @ € ker (f — aldg). Il nous faut montrer que x € Im (f — bldg), c’est a dire qu'il existe
' € E tel que Im (f — bldg) (2/) =z
Comme xz € ker (f — aldg), alors (f — aldg) () = 0 < f (z) = ax, et donc (f — bldg) (z) =
ar —bx = (a—b)x.
Posons ' = ——ux, alors :

a—2>b

(= bdg) (o) = ] (&) = (L) =2 e AR

a—bz 7a—bx:a—b 7a—bx:a—bxia—b

Nous avons montré que = € Im (f — bldg) et que, donc, ker (f — aldg) C Im (f — bIdg)
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En conclusion, Im (f — bIdg) = ker (f — aldg)
3. Calculer f™ pour tout n € N.
Nous allons utiliser le fait que f = bp + aq, que poq=qop = O et que, pour k > 1, p* =p
ainsi que ¢* = ¢
Comme p et ¢ commutent, on utilise le bindme de Newton :

n - n n— n— n,n n_n
/"= (bp + aq) =Z( )b’“a PR = b + g

Ainsi, pour tout n € N, f* =b"p" + a"q"
4. Siab # 0, montrer que [ € GL (E)
De l'identité f2 — (a +b) f + abldg = O, nous tirons f2 — (a+b) f = —abldg, c’est & dire

f ¢} (f — (CL + b) IdE) = —abldg
Si ab # 0, posons ¢ = ib ((a+0b)Idg — f). Alors,
a

fow=pof=1ldp
Et donc ¢ = f~!
1
Ainsi, f est bijective, c’est a dire f € GL(E) et f~! = = ((a+b)1dg — f)

Exercice 47 :
Dans tout I'exercice K est un corps commutatif

1. Soient E un K-espace vectoriel et [ € L(E) un endomorphisme de E tel que, pour tout x € E, la
famille {x, f (x)} soit une famille liée. Il faut montrer que f est une homothétie.

= Si f est une homothétie, alors, pour tout = € E, la famille {z, f (z)} est une famille liée
= Soit f € £ (E) un endomorphisme de E tel que, pour tout = € E, la famille {x, f ()} soit une
famille liée, c’est & dire qu'’il existe A\, € K, & priori dépendant de z € E tel que f (x) = A\, x.
Soient © € E et y € E 2 vecteurs de E quelconques non nuls(Le cas de nullité est trivial).
Nous avons f (z) = Mgz et f (y) = A,y et il nous faut montrer que A, = A,
* On suppose que la famille {x, y} est une famille liée. Alors, y = px avec p € K
Nous avons f (3) = Ay = Ayfiz et f (3) = f (uz) = pf () = phec.
Donc,f (y) = Aypx = pA;x d’olt nous tirons A\, = Ay
* On suppose, maintenant, que la famille {z,y} est une famille libre.
Comme tout & l'heure, f (z) = A\yx et f(y) = Ayy. Nous allons nous pencher sur le cas
x4y
f@+y)= Aoty (@ +Y) = Aagy + Aopyy
= f@)+f(y) =z + Ay

Nous avons donc
Apdy® + Agiy¥ = X+ Ay <= Mogy —Az) T+ (Aaqy — Ay y =0

De I'indépendance de = et de y, nous déduisons que Agyy — Az = Agy — Ay = 0, C'est &
dire Ap4y — Az = Ay — Ay = 0 et donc, nous déduisons que A\ppy = Az = Ay
f est donc une homothétie.
2. Soient E et F' 2 K-espaces vectoriels . Soient f € L(E,F) et g € L(E,F) 2 applications linéaires .
On suppose que, pour tout x € E, il existe un nombre \, € K tel que g (x) = A\, f (x).
Il faut montrer qu'il existe A\ € K tel que g = \f

Comme tout a 'heure, soient @ € E et y € E 2 vecteurs de E quelconques non nuls (Le cas de
nullité est trivial).
Nous avons g () = A\ f (x) et g (y) = A\, f (y) et il nous faut montrer que Ay = Ay
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* On suppose que les deuc vecteurs x et y sont liés, c’est a dire y = pz, ot g € K et donc que
la famille {f (z), f (y)} est une famille liée.
Alors, f (y) = uf (x).
Nous avons g (y) = Ay f (y) = Ayuf ().
Et g(y) = g (uz) = pg (z) = pA, f () ; nous avons donc g (y) = Ayuf (z) = pA. f (2)
D’olt nous tirons Az = A,
* On suppose que la famille {f (z), f (y)} soit une famille libre.
Alors, g (y) = Ay f (y) et g (2) = Ao f (2) et :

g@+y)= Aegyf(z+y)
Aoty f (x) + Azty
g@) +9y) =\

I )
@)+ A f (y)

D’ou nous tirons :

Aoty f (z) + Aoty f (y) = Xaf (z) + Ay f (y) = ()\x+y —A) f(z) + ()‘ac—i-y - )‘y) f(y)=0

De l'indépendance de f(x) et f(y), nous tirons Ay, — Ay = Agyy — Ay = 0, c’est a dire
Aoty = Az = Ay
Il existe donc A € K tel que g = Af
3. Soit E un K-espace vectoriel et Ey un sous-espace vectoriel de E, strictement inclus dans E (C'est a
dire Eg # E et Ey ¢ E). Soit f € L (E) un endomorphisme de E.
On suppose que pour tout x € E'\ Ey, il existe \, € K tel que f (x) = A\,x. Il faut monter que f est
une homothétie

= On peut faire remarquer que si Fy est un sous-espace vectoriel de E, E \ Ey ne lest pas
forcément.
= Soitz € E\ Ep et y € E\ Ey.
* Alors nous ne pouvons avoir x +y € Ey et © —y € Ej.
En effet, supposons que nous les ayions en en méme temps, c’est a dire x +y € Fy et
r—y € Ey.
Comme Ej est un sous-espace vectoriel , alors (z + y) + (x — y) € Ey, c’est a dire 2z € Ey,
ce qui est impossible
* Nous avons donc z+y € E\ Ey ouz—y € E\ Ey qu’il est possible de résumer en écrivant
qu’il existe e € {—1; 41}, tel que x + ey € E'\ Ey
* Supposons z € E\ Fy et y € E\ Ey liés.
Alors, il existe u € K tel que y = ux
Nous avons f (y) = \yy = Aypz et f (y) = f (uz) = pf (2) = pho.
Donc, f (y) = Aypua = pA;2 d’olt nous tirons A\, = Ay
* Supposons, maintenant, que x € E\ Ey et y € E'\ Ey soient libres.
Soit donc e € {—1;+1}, tel que z +ey € E \ Ey. Alors :

fletey) = Aprey (@ +€Y) = Agtey® + EXateyy
fx)+ef(y)
= Az +ely

Donc :
Aptey® + EXppeyy = Ao + XY <= (Appey — Az) T+ € (Aggey — Ay) Y

De I'indépendance de x et de y, nous obtenons Ay4cy — Az = Agqey — Ay = 0, c’est a dire
Az =Ny
Ainsi, pour tout z € E \ Ey, nous avons f () = Az
= Soit, maintenant, x € Ey; il existe yo € E\ Eg tel que z +yo € E\ Eg et x — yoE \ Ey.

1
Nous avons alors z = 3 [(z + yo) + (x — yo)] et donc :

F@) =51 @t u) 4 (2 =) = 5 @+ 0) + A = 30)] = Ao

Ainsi, nous déduisons que pour tout z € E, f (z) = Az
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Exercice 48 :

1. K[X] est le K-espace vectoriel des polynémes & coefficients dans K. Pour tout x € K, on définit
I'application @, : K[X] — K par :

{@I:K[X} — K
P — &,(P)=P ()

(a) Démontrer que, pour tout © € K, @, est une forme linéaire sur K [X]

Cette question ne pose aucune difficulté. Pour la résoudre nous allons utiliser les opérations
d’addition des polynomes et de la multiplication par un scalaire.

Soient donc z € K, P € K[X], Q € K[X], A € Ket n € K; alors :
D, (AP + 1Q) = (AP + Q) () = AP () + jQ () = A&, (P) + b, (Q)

Donc @, (AP + NQ) =0, (P) + p@y (Q)
®,. est donc bien linéaire.

(b) Démontrer que la famille (®,), oy est une famille libre de L (K [X],K) = (K [X])"
Pour démontrer cette question, nous devons extraire une famille finie quelconque de la famille
(®2),cx et démontrer qu'elle est libre.

Soient donc x1,xa,...,Z,, n éléments de K, 2 a 2 distincts et {®,,,1 <i < n}, les formes
linéaires correspondantes.

Soient A1, Az, ..., Ay, n éléments de K tels que Ay @y, + Ao®@y, + -+ + Ay @y, = Ok(x))*
Ceci veut donc dire que, pour tout polynéme P € K[X] :

APy, (P) + X ®,, (P) + -+ A0y, (P) =0« )\1P(:1:1) +)\2P(x2)+-~-+)\nP(xn) =0

L’égalité précédente est vraie pour tous les polyndémes P € K[X], c’est & dire pour les po-
lynoémes de degré 1, 2 ou 452896.

Incise
Nous allons introduire, pour résoudre cet exercice, les polynomes de Lagrange adaptés
aux scalaires x1, o, .. ., mnﬁ Ce sont des polyndmes du type :
n
X -z
L; (X) = 1
(=157
j=1
JFi
Nous avons alors .
T, — Tk
i (i) 1
#i
nor;—x
Li(z)) =[] 2—%=0sii#j
k=1 Li — Tk
k#i

En somme L; (z;) = §;

Donc, En appliquant 1’égalité

>\1(I>;c1 (P) +)\2‘I)x2 (P) ++/\nq)xn (P) =0« /\1P(1‘1) +>\2P($2) ++/\nP(In) =0

6. C’est une indication que j’aurais pu donner a la rédaction de I’énoncé. Pour résoudre cette question, j’ai mis bien
longtemps...cherchant en particulier & partir des polyndémes de degré 1, 2 ou 25639. C’est en relisant des textes sur I'ap-
proximation polynomiale que les polynémes de Lagrange me sont revenus...J’ai voulu laisser la réflexion du lecteur se faire
toute seule
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aux polynomes de Lagrange L;;1 <i<n:
MLy (1’1) + AoLq (1’2) 4+ o+ ALy (:cn) =0= X\ =0
MLo (1‘1) + AoLo (1‘2) 4+ 4+ ApLs (xn) =0= X=0

ML, (Il) + AoL, (1‘2) + -+ ALy, (QTn) =0= X, =0

D’oti nous avons A\ = Ay =--- =X, =0
La famille {®,,,1 <i < n} forme donc une famille libre et, plus généralement, la famille
(@) cx est une famille libre de £ (K [X],K) = (K [X])"

2. On se place, maintenant dans K,, [X| le K-espace vectoriel des polynémes a coefficients dans K et de
degré inférieur ou égal a n.

(a)

Soient {xg, 1, ,Tn}, n+ 1 scalaires du corps K 2 a 2 distincts. D'aprés la question précédente,
la famille {®,,,®,,, - ,®, } forme une base de (K, [X])" le K-espace vectoriel des formes
linéaires sur K,, [X].

En chercher la base duale sur K,, [X]

L’incise de la question précédente prend, ici, tout son sens.

D’apres le théoreme 3.8.2, étant donnée une base {®,,, ®,,, -, P, } de (K, [X])", il existe
une et une seule base P, ..., P, de K, [X] telle que ®, (P;) = J; ;.

En réutilisant le résultat de la question précédente, cette base est donnée par les polynomes
de Lagrange adaptés aux n + 1 scalaires {xg,x1, -,z }. Alnsi, les polyndmes :

Forment la base duale de {®,,, ®yyy- -+, Py, }

Lorsque K = R, montrer qu'il existe des réels \y € R, \; € R,--- , \,, € R, uniques, tels que, pour
tout P € R,, [X]

On sait que F : R, [X]| — R définie par :
F:R,[X] — R
1
P o F(P):/ P(t) dt
0

F' est une forme linéaire sur R,, [X]
Pour n + 1 réels distincts 2 & 2 {zg, 21, - ,2n}, les formes linéaires {®,,, Py, -+, Py, }

*

forment une base de (R, [X])".
Il existe donec n + 1 réels A\g € R, A1 € R, --- | A\, € R, uniques, tels que,

F = X\®uy + My, + -+ AP,

n

C’est & dire, pour tout P € R,, [X]
1
F (P) = X\®,, (P) + M®, (P)+ -4 M@y, (P) = / P(t)dt =Y NP (z;)
0 ;

Ce que nous voulions
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Pour aller plus loin

Il est tres facile de démontrer que la famille des polynémes de Lagrange {L;;0 <14 < n}
forme une base de K,, [X].

Soient donc Mg, A1, ..., A, n+ 1 scalaires de K tels que :
MLo+MLi+---+ML,=0
ce qui veut dire que, pour tout z € K, nous avons :
XoLo () +MLi(x)+- -+ ALy () =0(x)=0
En particulier si x = zg,z = x1,...,2 = x, et donc :

MoLo (1‘0) + MLy (1‘0) + -4+ AL (1‘0) =0= N\=0
MoLo (.’1?1) + MLy (.’1?1) + -+ ALy, (.’1?1) =0= X1 =0

Et donc A\g = Ay = --- = X\, = 0 et la famille {L;;0 < i < n} est libre et forme une base
de K, [X]

Exercice 49 :

1. Soient A et B 2 C-espaces vectoriels et f: A — B une application R-linéaire. Il faut démontrer que
| est C-linéaire si et seulement si, pour tout € A, f (iz) =if (x)

On suppose f: A — B une application R-linéaire.

— Si f est aussi C-linéaire, il est évident qu’alors, pour tout = € A, f (iz) = if ()

— Réciproquement, supposons que f soit R-linéaire et que pour tout « € A, f (iz) = if (z)
Soit alors z = a + ¢b un nombre complexe ; pour tout x € A, nous avons :

F Y= f((a+ib)a)
= f(ax +biz) = f (az) + f (biz)
= af(z) +0f (ir)
= af (z) +bif (z)
— (atib)f(x) = =f (2)

f est donc C-linéaire

2. Soit, maintenant, un R-espace vectoriel .. On considére le produit cartésien E X E dans lequel, nous
définissons :
— Une addition interne :
Pour tout (z,y) € Ex E et (2/,y') € ExX E (x,y)+ (z',y) = (z + 2",y + 1)
— Une loi externe :
Pour tout (z,y) € E x E et tout o € C avec o = a + ib, o (x,y) = (ax — by, bz + ay)
Montrer que E x I muni de ces deux lois est un C-espace vectoriel que nous noterons E¢

La présentation classique de la loi externe n’est pas, ici, respectée. Une présentation clas-
sique pourrait étre celle-ci :

{(I):(CX(EXE) — ExE
(a+ib, (z,y)) > @[(a+ib,(z,y))] = (ax — by, bx + ay)

Mais, comme c’est le dernier exercice de la longue liste des exercices proposés, je suppose
que vous maitrisez bien!!

= (F x E,+) est un groupe commutatif
Comme (F,+) est un groupe commutatif (puisque F est un R-espace vectoriel ), (F x E,+)
est un produit direct de groupes commutatifs et est donc un groupe commutatif
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= Etude de la loi externe
Dans la résolution qui suit, nous écrivons A = a+ibet p=c+id pour A € Cet p € C
Alors pour tout (z,y) € E x E, tout (z1,y1) € E X E, tout A € C et tout p € C
* Montrons que (Ap) (z,y) = A (p (x,y)) Pour commencer :

(M) (z,y) = (ac—bd +i(be+ ad)) (z,y)
= ((ac—bd)x — (bc+ ad)y, (bc + ad) x + (ac — bd) y)

Et maintenant

Ap(z,y) = Alex —dy,dz + cy)

(a(cx —dy) —b(dx + cy),b(cx — dy) + a(dx + acy))
= (acx — ady — bdx — bey, bex — bdy + adx + acy)

((ac — bd) x — (ad + be) y, (be + ad) @ + (ac — bd) y)

Nous avons bien (Ap) (z,y) = A (1 (x,y))
* Montrons que A[(z,y) + (#1,51)] = A (z,y) + A (@1, 51)
Tout d’abord, (z,y) + (z1,11) = ( + z1,y + y1), et donc :

M, y) + (z1,91)] = Az +21,9 +y1)

(a+ib)(z+z1,y+y1)
la(z+z1)—b(y+y1),b(x+z1)+ay+y)
[ax + axy1 — by — byy, bx + by + ay + ay]

(ax — by, bz + ay) + (ax1 — by, bx1 + ayr)

= Aa,y) +A(z1,91)

* Montrons que (A+ ) (2,y) = A (@,y) + (2, )
Nous avons

[(a+1ib) + (c+id)] (x,y)

[(a+e) +i(b+d)](z,y)
[(a+c)z—(b+d)y, (b+d)z+ (a+c)y]
(ax + cx — by — dy, bx + dx + ay + cy)
(ax — by, bx + ay) + (cx — dy, dx + cy)
(a+ i) () + (e +id) (2,9)

= A=,y)+p(z,y)

A+ ) (z,y) =

* E, pour terminer, montrons que 1 x (z,y) = (z,y)
Nous avons 1 =14 03, et donc :

(14 04) (,y)
= (Ixz-0xy,0xz+1xy) = (z,y)

1 x (2,y)

Donc, F x E muni de ces deux lois est un C-espace vectoriel

3. Soit J : E — E¢ une application définie par :

{J:E — E¢
z — J(z)=(x,0)

(a) Montrer que J est R-linéaire
(b) Montrer que J est injective
(c) Montrer que, pour tout (x,y) € E¢, nous avons (z,y) = J (x) +iJ (y)

> J est R-linéaire
* Soient x € E et y € E. Alors :

J(z+y)=(z+y,0) = (2,0)+ (y,0) = J (z) + J (y)
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* Soient x € E et A € R. Alors, comme FE est un R-espace vectoriel , Ax € E et, dans Eg :
A(x,0) = (A+10) (x,0) = (Ax — 0 x 0,0z + \0) = (A\x,0)

Donc :

J (Ax) = (Ax,0) = A (2,0) = AJ (z)

J est donc R-linéaire
> J est injective
Soient © € E et y € E tels que J (z) = J (y)
Alors J () = J (y) < (2,0) = (y,0) <=z =y
J est donc injective
> Pour tout (x,y) € E¢, nous avons (z,y) = J (x) +1iJ (y)
11 suffit d’utiliser la définition :

J(z)+1J (y) = (2,0)+i (y,0) = (z,0)+ (0 x y — 1 x 0,1 x y+ 0 x 0) = (z,0)+(0,y) = (x,y)

Nous avons donc (z,y) = J (x) +1iJ (y)
4. Soit V' un C-espace vectoriel quelconque et f : E — V. une application R-linéaire. Montrer qu'il
existe une application f : Ec — V', C-linéaire telle que f = foJ

Soit V' un C-espace vectoriel quelconque et f : £ — V une application R-linéaire. En fait on
nous demande de trouver une fonction f : Ec — V telle que le schéma suivant soit commutatif :

C’est & dire que nous aurons done f = foJ B B
> Supposons qu’il existe une fonction f: Fc — V, C-linéaire telle que f = fo J
Alors, pour tout (z,y) € E¢, nous avons :

Fllw, )] = “F17 (@) + 7 ()
= [[J(@)]+if[J(y)] par C-lindarité
= Fod()+ifol(y)
= [f@)+if(y) car f=folJ

Ainsi, si f existe, alors, elle est définie par f[(z,y)] = f (z) +if (y). f est donc entiérement
déterminée par f et est donc unique.
> Considérons la fonction f: Ec — V, définie par f[(z,y)] = f (z) +if (v)
* Nous avons, pour tout = € E f (z) = fo.J (z)
Soit & € E. Alors, puisque f est R-lindaire et que donc f (0) = 0, nous avons :

fod()=FlJ (@)= fl(z,0)] = f(z) +if (0)= [ (x)

Ainsi, pour tout x € F, nous avons f (z) = f o J (v)
* f i Ec — V est R-linéaire
¢ Soient (z,y) € Ec et (x1,y1) € Ec; alors :

fl@,y) + ()] = Fll@+ 2,y +31)] N
x—+x1)+if (y+y1) par définition de f

£l
f(

= ;Ex) + f(x1)+i(f(y)+ f (y1)) par R-linéarité de f
£

x) +if () + f(z) +if (1)
T,y )+f($1ay1)

Nous avons donc f [(z,y) + (z1,v1)] = f[(z,9)] + f[(z1,91)]
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¢ Soient a € R et (z,y) € Ec. Alors :

fla(z,y)]

_ Nous avons donc, pour a € R et (z,y) € Ec fla(z,y)] = af [(x,9)]
f 1 Ec — V est donc bien R-linéaire
* Montrons maintenant que f : Eg — V est C-linéaire

Comme f : Ec — V est R-linéaire, il nous suffit de montrer que, pour tout (z,y) € Eg,

Flitz,y)] =if[(z,y)]

fli(z,y)] =

Nous avons bien f[z (z,y)] = Zf[(l’,y)]

f est donc bien C-linéaire

Donc, f définie pour tout (z,y) € Ec par fl(x,9)] = f(x) +if (y) est bien la seule application
C-linéaire de E¢ dans V telle que f = foJ

https://mathinfovannes.fr Le cours de L,

Jean-Luc EVENO(®@©

Page 175



	I Algèbre
	Les espaces vectoriels
	Quelques exercices corrigés



