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3.4 Applications linéaires

3.4.1 Définition

Soient E et F', 2 K-espace vectoriel
Une application f : E — F' est dite linéaire si et seulement si :

1. Pourtoutu € Eettoutv € E, f(u+v)=f(u)+ f(v)
2. Pour tout u € E et tout A € K, f (Au) = \f (u)

L'ensemble des applications linéaires de E dans F' est noté L (E, F')
Une application linéaire est aussi appelée homomorphisme d'espaces vectoriels

Exemple 5 :

1. L’application identique de E est une application linéaire
2. Dans tout K-espace vectoriel , les homothéties sont des applications linéaires
3. Si E =K|[X] et FF =K, l'application YT définie par :

T:K[X] — K
P=>aX" = X(P)=) a

k=1 k=1

T est la fonction qui, & un polynome, fait correspondre la somme de ses coeflicients.
T est une application linéaire

4. Si E =C (]-1;+1],C), le C-espace vectoriel des fonctions continues sur [—1; +1] et & valeurs dans
C, l'application ¥ définie par :

V:C(-1+41],C) — C
+1
f— Y(f)= 1f(t)dt

U est la fonction qui, & une fonction, fait correspondre son intégrale entre —1 et +1.
U est une application linéaire

Exercice 13 :

Vérifier que la bijection ® définie en 3.3.3 est bien une application linéaire

Remarque 12 :

Soient E et F, 2 K-espace vectoriel et f : E — F une application linéaire

1. Alors, pour toute famille {z1,--- ,z,} d’éléments de E et toute famille {A1,--- , A, } d’éléments

de K, nous avons :
f (Z >\i$i> =3 Nif (1)
k=1 k=1

2. Si f: E — F est une application linéaire , c’est, en particulier, un morphisme du groupe additif
(E,+) dans (F,+), et nous avons, en particulier f (0g) = Op

3.4.2 Proposition

Soient E et F, 2 K-espace vectoriel et f: E — F une application de E dans F
f est linéaire si et seulement si :

(Vu € E) (Yo € B) (VA € K) (Vu € K) (f (\a + py) = M (2) + S (3))
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Démonstration

La démonstration est simple et laissée au lecteur

Exercice 14 :

R? et R3 sont munis des opérations usuelles de la structure naturelle de R-espace vectoriel .
On consideére f : R3 — R? définie par :

{ fiRS — R
(ac,y,z) — f[(xvyaz)]:(Qx_y+Z7y_z)

Démontrer que f est une application linéaire

3.4.3 Théoréme

Soient F, F' et G 3 K-espace vectoriel et f: F — F et g : ' — G 2 applications linéaires
Alors, la composition go f : E — G est une application linéaire

Démonstration

La démonstration a été faite dans le cours de Ly pour K = R; il suffit de la reproduire ici

3.4.4 Théoréme

Soient F et F' 2 K-espace vectoriel et f : F — F' une application linéaire

1. Si X C FE est un sous-espace vectoriel de E, alors f (X) est un sous-espace vectoriel de F

2. SiY C F est un sous-espace vectoriel de F', alors f~1 (V) est un sous-espace vectoriel de E

Démonstration

1. Soit X C E un sous-espace vectoriel de E, montrons que f (X) est un sous-espace vectoriel de F
> Tout d’abord, f(X) # 0 puisque, comme X est un sous-espace vectoriel de E, O € X et
comme f (0g) =0p, Op € f(X) et nous avons bien f (X) # 0
> Ensuite, soient z € f(X), y € f(X), A € Ket u € K; avons nous Az + uy € f (X)?
Comme z € f(X), il existe u € X tel que x = f (u); de méme, comme y € f(X), il existe
v € X tel que y = f (v), de telle sorte que :

Az + py = Af (u) + pf (v) = f(AuA+ )

Comme X est un sous-espace vectoriel de E, Au+pv € X et de I'égalité \e+py = f (Au + pw),
nous déduisons que A\x + uy € f (X)
f(X) est donc bien un sous-espace vectoriel de F'

2. Soit Y C F un sous-espace vectoriel de F', montrons que f~1 (Y) est un sous-espace vectoriel de E

> Tout d’abord, f~!(Y) # 0 puisque O € f~1 (Y); en effet, f(0g) = Op, et comme Y est un
sous-espace vectoriel de F, 0 € Y et donc 0 € f~1 (V)

> Ensuite, soient z € f~1(Y),y € f71(Y), A€ Ket u € K; avons nous Az + puy € f~1(Y)?
Comme z € f=1 (Y), alors f (z) € Y, et, de méme, f (y) €Y.
Comme Y est un sous-espace vectoriel de F', Af () + pf(y) € Y. De A\f (z) + puf (y) =
f (Az + py), nous déduisons que Az + py € £~ (V).

f71(Y) est donc bien un sous-espace vectoriel de £
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Remarque 13 :

1. Parmi tous les sous-espace vectoriel X C FE, il y en a un qui tout a fait particulier, c’est X = F
lui-méme. Ainsi f (E) est un sous-espace vectoriel de F

Soient E et F' 2 K-espace vectoriel et f : E — F une application linéaire . f(E) est appelé image de f et
est notée Im f
D'apres Imf est un sous-espace vectoriel de F'

2. De méme, parmi tous les sous-espace vectoriel Y C F, il y en a un qui tout a fait particulier,
c’est Y = {Op} le sous-espace vectoriel uniquement formé du vecteur nul. Ainsi f=! ({0x}) est un
sous-espace vectoriel de

Soient E et F' 2 K-espace vectoriel et f : E — F une application linaire . f~1 ({0r}) est appelé noyau de f
et est notée ker f
D'apres ker f est un sous-espace vectoriel de I/

3.4.5 Théoréme

Soient F et F' 2 K-espace vectoriel et f : ¥ — F' une application linéaire
f est injective si et seulement si ker f = {Op}

Démonstration

Comme tout & ’heure, la démonstration a été faite dans le cours de Ly pour K = R; il suffit de la
reproduire ici

Remarque 14 :

Soient E et F' 2 K-espace vectoriel et f : E — F une application linéaire ; f est surjective si et seulement
silmf =F

Exercice 15 :

R? et R3 sont munis des opérations usuelles de la structure naturelle de R-espace vectoriel . Soit f :
R? — R? définie par :
{ f:R? — R?
(@y) = flz,y)] = (—y,z+2y,—y)

Déterminer ker f et Imf. f est-elle injective ? surjective ?

Exercice 16 :

C est considéré comme un R-espace vectoriel ; soit a € C*. Montrer que I’application f : C — C définie
par

{f:(C — C
z — f(z)=z+az

Montrer que f est R-linéaire et déterminer son noyau et son image

3.4.6 Proposition

Soient F et F' 2 K-espace vectoriel et f : F — F une application linéaire bijective
Alors, son application inverse f~!: F' — E est aussi une application linéaire
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Démonstration

f: E — F étant une application bijective, f~! existe.
Pour y; € F, y2 € F, A € K et p € K, il faut montrer que f= (A\y1 + pya) = Af = (y1) + uf 1 (y2)
f étant bijective, il existe 21 € F tel que f (1) = y1 <= 21 = f1(y1) et z2 € E tel que f(13) =
Y2 <= x2 = [ (y2)
Nous avons :
Ay + py2 = A (21) + pf (22) = f Az + pas)

Ce qui veut dire que Awy + paz = f~1 (Ay1 + pya) <= A1 (1) + if~F (y2) = F 71 O + pay2)
[~ 1 est donc linéaire

3.4.7 Définitions

1. Soient E et F' 2 K-espace vectoriel . On appelle isomorphisme entre E et F toute application linéaire
bijective de E sur F’

2. Soit E un K-espace vectoriel . On appelle endomorphisme de F toute application linéaire de I/ dans
lui-mé&me. L'ensemble des endomorphismes de E est noté L (F)

3. Soit E un K-espace vectoriel . On appelle automorphisme de E toute application linéaire bijective de
E dans lui-méme. L'ensemble des automorphismes de E est noté GL (E)

Exercice 17 :

Cet exercice ne devrait pas poser de difficultés

Nous considérons 3 K-espaces vectoriels E, F, G et f € L (F,F), une application linéaire surjective et
g : FF— G, une application quelconque.

On suppose que fog: E — G est une application linéaire . Il faut montrer que g est linéaire

Exercice 18 :

Soient Eq, Eo, Fy et Fy, 4 K-espaces vectoriels . On considere fi € L(E1, F1) et fo € L (Es, Fy).
On construit une application @ : Fy X Fy — Fy X F5 de cette maniere :

{(I)IE1XE2 — ) <X Fy
(@1,@2) > O[(x1,22)] = (f (1), f (22))

1. Démontrer que ® est une application linéaire
2. Démontrer que ® est surjective si et seulement si f; et fo sont surjectives

3. Démontrer que ® est injective si et seulement si f1 et fo sont injectives
Exercice 19 :
Soient E et F 2 K-espaces vectoriels et f € £ (F,F). On construit ®: E x F — E x F par :

{@:EXF — ExF
(x,y)  r— @[(z,y)] = (z,y— f(z))

I1 faut montrer que ® est linéaire et bijective, donc ® € GL (E x F)
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