Chapitre 3 : Les espaces vectoriels 3.5 Indépendance, bases

3.5 Indépendance, bases

3.5.1 Proposition

Soit E' un K-espace vectoriel et {xy,--- ,z,} une famille de vecteurs de E
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Il existe des scalaires A\; non tous nuls tels que :

)\1%1 + )\21’2 + -+ )\nxn = OE'

2. L'un des z; est combinaison linéaire des autres

Démonstration

1. Supposons qu’il existe des scalaires \; non tous nuls tels que : A\x1+Aozo+- -+ A\, z, ==

Og
Soit i l'indice 1 < ip < n. tel que A;, # 0. Alors :

AMx1+ Aoxg + -+ Az, = 0p <— /\ioxio = — ()\1.231 + Aoy + -+
c ot Xig—1Tig—1 F Nig+1Tigr1 + 00+ Ann)

1
< Ty = —T()\1$1+>\2$2+"'+

10

/\' S Aig—1Tig—1 + Nig 11 Tigr1 + o AnTp)
Xy, :_>\-1 .1‘1—)\7_23'}24--"—1-

10 10

Xig—1 Nig+1 n
+ i Tig—1 + M, Tip+1 + + N Ty

On montre ainsi que x;, est combinaison linéaire des autres vecteurs

2. Supposons que I'un des z; est combinaison linéaire des autres
n

Ceci veut donc dire que z; = g AxTy et donc, nous avons :
k=1
k#i

T = Mzt Ao ATt ATy = si— M — = Ais1Tio1— A% — AT, = Op

3.5.2 Définition

Soit E un K-espace vectoriel
1. Si I'une des 2 conditions équivalentes de la proposition est Vérifiée, on dit que les vecteurs

r1,T3,...,T, sont linéairement dépendants ou qu'ils forment une famille liée
2. Dans le cas ot les 2 conditions équivalentes de la proposition ne sont pas vérifiées, on dit que
les vecteurs z1, o, ..., T, sont linéairement indépendants ou qu'’ils forment un famille libre

3. Autrement dit, le systeme 1, o, ..., xz, est libre si et seulement si I'implication suivante est vraie :

Alml'i_AQ:L‘Q""""‘V‘Anmn:OEﬁ)\l:)\2:"':)\n:0

Remarque 15 :

Dans une famille libre, aucun vecteur ne peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres
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3.5.3 Définition dans le cas d’une famille quelconque

Soit E un K-espace vectoriel .
Soit I un ensemble non vide d'indices puis (x;),.; une famille d'éléments de F

1. La famille (x;);.; est liée si et seulement si il existe une sous-famille finie de la famille (x;),.; qui est
liée ou encore il existe une partie finie non vide .J C I telle que la famille (z;),.; soit liée.

2. La famille (2;);.; est libre si et seulement si toute sous-famille finie de la famille (x;),_; est libre ou
encore pour toute partie finie non vide J C I, la famille (x;),. ; est libre.

Remarque 16 :

La définition précédente est surtout utile dans les espaces de polynomes, les espaces de suites ou les
espaces fonctionnels.

Exemple 6 :
Des exemples de familles liées ou libres
1. Soit E un K-espace vectoriel . On dit que 2 vecteurs u € F et v € F sont colinéaires si et
seulement si il existe a € K et a # 0 tel que u = av
La famille de vecteurs {u, v} est liée puisque u — av =0g

2. Dans R® muni des sa structure habituelle de R-espace vectoriel les vecteurs v = (1,2,3), v =
(4,5,6) et w = (7,8,9)v puisque

u+w=2v<u—2v+w =0gs

3. Dans un K-espace vectoriel F, la famille {u} est libre si et seulement si u # Og

4. Une famille d’'un K-espace vectoriel E contenant le vecteur nul Og n’est pas libre (Elle est donc
liée)

5. Dans un K-espace vectoriel E, si la famille (x;),.; est libre, alors tous les vecteurs de cette famille
sont non nuls.

6. Une famille contenant 2 fois le méme vecteur est liée.

7. Dans un K-espace vectoriel E, toute sous-famille d’une famille libre est libre. Toute sur-famille
d’une famille liée est liée.

8. Dans C [X], les polynémes X2 X2 + 1, X2 — 1 forment un systeme lié puisque :
(XP+1)+(X*-1)=2X" = (X’ +1)+ (X*-1) —2X* =0

9. Dans K [X], la famille {X™;n € N} est libre

La démonstration n’est pas tres difficile.

On doit montrer que toute sous-famille finie non vide de la famille {X™;n € N} est libre.
Soit p € Net {i1,...4,} p entiers tels que i1 < iy < -+ < ip.

Soient A; € K, A2 € K,..., )\, € K tels que \; X + XA X2 4 -+ A, X = 0. Le polynome
P(X)=XMX"4 XX+ -+ N\, X% apparait donc comme le polynoéme nul, et P est le
polynéme nul si et seulement si tous ses coeflicients sont nuls, c’est a dire si et seulement

Si)\l:)\gi"‘:)\pio.
On vient de montrer que toute sous-famille finie non vide de la famille {X";n € N} est
libre.

La famille {X";n € N} est donc une famille libre

10. Soit {P,;n € N} une famille de polynémes non nuls de degrés deux a deux distincts, c’est a dire
que, pour tout i € N et tout j € N, si i # j, alors degP; # degP; . La famille {P,;n € N} est
libre.
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Cette fois-ci, la démonstration est plus délicate!!

Soit p € N et {i1,...4,} p entiers. Nous extrayons de la famille {P,,; n € N}, une famille de

polyndmes P, ,-- -, P; tels que, quitte a ré-ordonner, degl;, < degh;, <--- <degl;,

Supposons que la famille P;,,---, P;  soit liée, c’est a dire qu’il existe des scalaires \; €

K, A2 € K,...,; A, €K, non tous nuls tels que A1 P, + AP, + - + AP, = 0.

On appelle @ le polynome Q = A1 P;, + Ao Py, + -+ + AP . Q est le polynome nul.

Soit k, 1 < k < p, le plus grand entier tel que Ay # 0. Alors @ = A\ P, + Z)\jPij et
i<k

deg@ = degPy, ce qui est incompatible avec le fait que @ soit le polynéme nul.

On vient de montrer que toute sous-famille finie non vide extraite de la famille {P,;n € N}
est libre.

La famille {P,;n € N} est donc une famille libre
11. En particulier, la famille {P,;n € N tels que degP,, = n} est une famille libre de K [X]

Exercice 20 :

Dans R?, muni des opérations usuelles de sa structure naturelle de R-espace vectoriel , les familles
{u,v,w} forment-elles une famille libre ou liée ?

Lou=(1,0,1), v =(0,1,1), w = (3,5,5)

2. u=(1,-1,1), v = (14,-2,5), w = (4,0,1)

Exercice 21 :

Dans F (R, C), muni des opérations usuelles de sa structure naturelle de C-espace vectoriel , les familles
{f1, f2, f3} forment-elles une famille libre ou liée ?
1. fi(z) =cosz, fo(z) =sinz, f3(x) = cos2x

2. fl (I) = COSQI‘? f2 (SC) = sin2x, f3 (l’) =1

Exercice 22 :

1. Prouver que la famille de polynémes {X* (1 — X™);k € N} est une famille libre de R [X].

2. Soit a e Ket e Ktelsquea#petneN
Montrer que la famille de polynomes {(X —a) (X =B)"F0<k < n} est une famille libre de
K, [X].

3.5.4 Définition de base d’un K-espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel
On appelle base de E toute partie A C E libre et génératrice

Remarque 17 :

Rappel : une famille {e;;¢ € I'} est génératrice d'un K-espace vectoriel E si et seulement si tout vecteur
u € E peut s’écrire comme combinaison linéaire d’un nombre fini d’éléments de la famille {e;;i € I'}

Exemple 7 :

1. Dans K", la famille {e;;1 < i < n} oue; = (0,0,0,---,0,1,0,--- ,0) ot le 1 se trouve en i-eme
position, forme une base de K", cette base est la base canonique
> Dans R? (ou C? comme C-espace vectoriel ), la base canonique est donnée par {(1,0);(0,1)}
> Dans R3 (ou C? comme C-espace vectoriel ), la base canonique est donnée par {(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)}
2. La famille {X™;n € N} forme une base de K [X] puisque :
> On vient de montrer que la famille {X™;n € N} est une famille libre
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> D’autre part, tout polynéme P € K [X] s’écrit comme combinaison linéaire finie d’éléments de
la famille {X™;n € N}; la famille {X";n € N} est donc génératrice de K[X]
La famille {X"™;n € N} forme donc une base de K [X]
3. La famille {ei”; n e Z} forme une base de Vect ({ei”; n e Z})
> Elle est,bien entendu, et par définition, génératrice de Vect ({em’”; n e Z})
> D’autre part, la famille {ei”’” in € Z} forme une famille libre (Démonstration en exercice)
On retrouve cette situation dans les séries de Fourier

Exercice 23 :

Montrer que la famille formée des vecteurs e; = (1,0,1), ez = (1, —1,1) et eg = (0,1, 1) est une base de
R3

3.5.5 Proposition

Soit E un K-espace vectoriel .

Soit {gi;1 < i < q} et {h;;1 < i< p} 2 familles de vecteurs de E

On suppose que la famille {h;;1 < i < p} est libre et que la famille {g1, g2, -+ , gq, 1, ha,-- - hy} est liée.
Alors, 'un des g;, avec 1 < iy < ¢ est combinaison linéaire des autres {g;;1 <i<qeti=#ig} et
{hi;1 <i<p}

Démonstration
La famille {g1, g2, - - , gq, 1, ha, - - - hy } étant liée, il existe des scalaires A1, ..., Ag, i1, - . . , ftp DON tous nuls
(sinon, la famille {g1, 92, -+ , gq, h1, he, - - by} Serait libre, ce qui est contraire ¢ Uhypothése) tels que :

q p
A1+ Aaga + - Mg + paht + paho F - pphy =Y Nigi + > pihy = 0p
i—1 j=1

Il existe un indice ip avec 1 < 49 < p tel que A, # 0.

En effet, si tous les Aq, ..., \; étaient nuls, nous aurions alors pihq + pohe +- - -+ pphy, = 0g,
et de I'indépendance de la famille {h;;1 <@ < p}, tous les scalaires 1, ..., i, sont nuls, et
nous tomberions sur une contradiction

Soit donc ip avec 1 < ig < ¢ tel que A;; # 0. Nous avons alors :

q P q P
-1
_)\iogio f— Azgz + E /’(‘jhj — Giop = s § Azgl + E :ujhj
i=1 j=1 o =1 j=1

#io i#io

Nous venons donc de démontrer que g;, était combinaison linéaire des autres {g;;1 <i < get ¢ #ig} et
{hi;1 <i<p}

3.5.6 Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel et {¢;;i € I} une base de F
Alors, tout vecteur x € E s'écrit de maniere unique comme combinaison linéaire finie des {e;;i € I}
= On écrit x = Z)‘iei’ ol les \; sont tous nuls sauf un nombre fini
icl
= Les scalaires (\;),.; sont appelées les coordonnées de 2 € E dans la base {e;;i € I'}

Démonstration

La démonstration ne pose pas de difficultés.
* La famille {e;;i € I} étant une base de E, il existe des scalaires ();),.; tels que z = Z Ai€;
iel
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* Supposons qu’il existe une seconde famille (u;),;.; telle que z = Z wie; ; alors :
iel

x:Zuiei:Z)\iei@Z()\i—m)eiZOE

iel iel il
Du fait que la famille {e;;i € I'} est une famille libre, nous avons :
Z()\i—,ui)ei =0 = (VZ S I)()\l — :0) — (VZ S I)()\l :/J,z)
il
Nous venons donc de montrer 1'unicité de la décomposition d’un vecteur dans une base.
Exercice 24 :
La famille formée des vecteurs e; = (1,0,1), ea = (1,—1,1) et e3 = (0,1,1) est une base de R?; quelles
sont les coordonnées, dans la base (ej,eq,es} du vecteur (1,2,3), et plus généralement, du vecteur
(z,y,2) € R?
Exercice 25 :
Dans le R-espace vectoriel R* rapporté & sa base canonique, vérifier que les vecteurs
a=(1,2,-1,-2) b=(2,3,0,—1) c=(1,3,-1,00 d=(1,2,1,4)
forment une base de R*
Calculer les coordonnées du vecteur X = (7,14, —1,2) dans la base {a,b,c,d}
Exercice 26 :
Soit E un K-espace vectoriel et {ai,as,- - ,a,} une famille libre de E. On pose :
by =ai,bo =a1 +az,...,bp =a1 +ax+az+---+a,

Montrer que la famille {b1,bo, -+ ,b,} est une famille libre de E

3.5.7 Proposition

Soient F et F' 2 K-espace vectoriel .
Soit {e;;i € I} une base de F

1. Toute application linéaire f : E — F est entierement déterminée par la donnée des {f (e;) ;i € I}

2. De plus, pour toute famille { f;;i € I} de F, il existe une et une seule application linéaire v : E — F
telle que, pour tout i € I, u(e;) = f;

Par ailleurs

1. L'application linéaire f : E'— F est injective si et seulement si la famille {f (e;) ;¢ € I} forme un
systeme libre dans F

2. L'application linéaire f : E — F est surjective si et seulement si la famille {f (e;);i € I'} est une
famille génératrice F'

3. L'application linéaire f : E — F est bijective si et seulement si la famille {f (e;) ;i € I'} est une base
de F

Démonstration

1. Soit « € E. Il existe alors J C I, J ensemble fini, tel que = = Z Aie; avec \; € K. Alors :
ieJ

f(x)=Ff (Z )\iei> = Z)\if (ed)

Ce qui montre que f est entierement déterminée par la connaissance des {f (¢;);i € I'}
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2. Soit {fi;i € I} une famille de vecteurs de F' et u : E — F une application linéaire telle que,
pour tout ¢ € I, u(e;) = f;. Montrons que cette application linéaire est unique.
Soit donc f : E — F une seconde application linéaire telle que, pour tout ¢ € I, f(e;) = fi;
montrons que f =u

Soit donc x € F ; nous avons x = Z Aie; avec \; € K. Alors :
ieJ

x)zu(ZAieZ):ZAiu(ei):Z)\iﬂ Z)\f e;) = <Z)\el>: x)
icJ icJ icJ icJ icJ
Donc, pour tout € E, u(z) = f (z), c’est a dire que u = f

3. = Supposons que 'application linéaire f: F — F soit injective.
Démontrons que la famille {f (e;) ;4 € I} forme un systéme libre dans F.

Soient donc A; € K tels que Z Aif (e;) = Op ou seuls un nombre fini de A; sont non nuls.

iel
Alors :
D Nif(e) =0p < f (Z )\iei> =0p
iel iel
Ce qui signifie donc que Z Aie; € ker f.
iel
De linjectivité de f nous déduisons que Z Aie; = 0g, et comme la famille {e;;i € I} est une

iel
base de E, donc libre, pour tout ¢ € I, nous avons A\; = 0 et donc la famille {f (e;);i € I'}
forme un systeme libre dans F
= Supposons que la famille {f (¢;);i € I} forme un systéme libre dans F

Démontrons que f est injective.

Soit x € ker f; alors, il existe un ensemble fini J C I et des réels A\; ou i C J, tel que
T = Z Aie;. Comme f (z) = 0p, nous avons :

ieJ

f (Z /\i€i> => Aif (&) =

i€J i€J

De l'indépendance de la famille {f (e;) ;¢ € I}, nous déduisons que, pour tout i € J, \; =0 et
donc x = Og, ce qui termine de montrer que f est injective.

4. = Supposons que 'application linéaire f: E — F soit surjective.
Démontrons que la famille {f (e;) ;i € I'} est une famille génératrice F.
Soit y € F'; alors, comme f est surjective, il existe z € F tel que y = f (z).
Comme la famille {e;;i € I} est une base de E, il existe un sous-ensemble fini J C I et des

scalaires \; € K tels que z = Z Aie; et donce, y = (Z i el> = Z Aif (eh).

icJ icJ icJ
Ainsi, tout y € F s’écrit comme combinaison linéaire finie d’éléments de a famille {f (e;) ;i € I}

Ce qui montre que la famille {f (e;) ;% € I} est une famille génératrice F
= Supposons, maintenant, que la famille {f (e;);i € I} est une famille génératrice F
Démontrons que f est surjective.
Soit y € F. 1l faut donc trouver x € E tel que f (z) =y
La famille {f (e;) ;i € I} étant une famille génératrice F, il existe un sous-ensemble J C I, fini
et \; € K avec i € J tel que y = Z)\if(ei).
icJ
De la linéarité de f, nous déduisons :

y=> Xif(e)= (ZA@)

i€J icJ
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En posant x = Z Aie;, nous avons € Fet f(z) =y
icJ
f est donc surjective
5. Pour terminer,
= Si f est bijective, elle est injective et surjective.
* Si elle est injective, alors la famille {f (e;) ;i € I} forme un systeme libre dans F'
* Si elle est surjective, alors la famille {f (e;) ;i € I} forme un systéme générateur de F
Et donc, la famille {f (e;) ;i € I} est une base de F’
= Sila famille {f (e;) ;i € I} est une base de F'
* Sila famille {f (e;) ;4 € I} est une base de F, elle est libre dans F', et f est injective
* Si la famille {f (e;);¢ € I} est une base de F, elle est génératrice de F, et f est donc
surjective
Finalement, f est bijective.
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