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3.6 Espaces vectoriels de dimension finie

3.6.1 Définition

’ On dit qu'un K-espace vectoriel E est de dimension finie s'il admet une famille génératrice finie

Exemple 8 :
1. R? admet pour famille génératrice {(1,0);(0,1)} ou {(1,2);(3,4);(5,6)}
En effet :

(a) Soit (x,y) € R?; alors (z,y) = 2 (1,0)+y (0, 1) ; on peut méme, et facilement, démontrer
que {(1,0);(0,1)} est une famille libre de R? et que c’est donc une base de R?

(b) La famille {(1,2);(3,4);(5,6)} est génératrice, puisque tout (x,y) € R? peut s’écrire :

(0:9) = (~20+9) (1,2) + (2459 3.0 = 23 5.0
Ou encore

3 1
(z,y) = (—Q:E + Y + 1) (1,2) + (x —5Y- 2) (3,4) + (5,6)
On remarque que la <« décomposition » n’est pas unique.
Il n’y a rien de plus normal, puisque la famille {(1,2);(3,4);(5,6)} est liée : nous avons,
en effet :
- (1v 2) +2 (374) = (576)
Si elle est génératrice, la famille {(1,2);(3,4);(5,6)} ne forme pas une base.
2. Plus généralement, si K est un corps, K™ est un K-espace vectoriel de dimension finie puisque la
famille {e;;4=1,--- ,n} one; = (0,0,---0,1,0,---,0) et le 1 placé en i-itme place, engendre K"
3. Par contre, K [X] n’est pas un K-espace vectoriel de dimension finie. Si la famille {X™;n € N} est
une base de K [X], toute partie finie de K[X] ne peut générer qu’un sous-espace vectoriel formé
de polynoémes qui ont leur degré borné.

3.6.2 Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
Soit G = {1, - , &} une famille génératrice de E.
Alors, de cette famille génératrice GG, on peut en extraire une base

Démonstration

Nous allons faire cette démonstration par récurrence sur m € N*, en posant :

P (m) : < Si E admet une famille génératrice G de cardinal m, alors, de G, on peut extraire
une base »
> Sim =1, alors G = {x1}
* Sizy =0g, alors E ={0g}
* Si z1 # 0p, alors, G étant une famille génératrice de E est aussi une famille libre de F, donc
une base de E
> Sim =2, alors G = {z1, 22}
* Sila famille G = {x1, 22} est libre, alors, comme elle est aussi génératrice de E, elle en forme
aussi une base
% Si la famille G = {z1, 22} est liée,, alors, par exemple, x5 est colinéaire & x1 (xa = A\x1 avec
A € K), et de la famille G = {1, 22}, on peut extraire une base qui sera {1}
> Supposons maintenant P (m) vraie
> Démontrons, maintenant P (m + 1)
Soit donc G = {1, 22, ,Tm, Tm+1} une famille génératrice de F
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* Sila famille G = {x1,22, + , Ty, Tm+1} est libre, alors, comme elle est aussi génératrice de
E, elle en forme aussi une base.

* Sila famille G = {x1, 22, -+ , T, Tms1+ est liée,, alors, I'un des vecteurs de G s’écrit comme
combinaison linéaire des autres vecteurs de G. Quitte & ré-ordonner, admettons que ce soit
Zm41 qui soit combinaison linéaire des {1, xa2, -+ ,&m}.
Alors, la famille Gy = {1, 22, -+ ,Zm }, & m éléments,est aussi génératrice de E. En utilisant
Ihypothese de récurrence P (m), de cette famille G1, on peut extraire une base de F

D’otut le théoreme est démontré

Remarque 18 :

1. Une autre fagon de le dire est celle-ci :

Dans un K-espace vectoriel de dimension finie F, de toute famille génératrice,
on peut extraire une base finie

Ainsi, tout K-espace vectoriel de dimension finie admet, une base finie

2. De ce théoreme, on peut aussi déduire que si G = {z1, -+, T} une famille génératrice de E et
B ={y1, - ,yn} une base de E, alors n < m

3.6.3 Lemme

La démonstration de ce lemme sera utile a la démonstration du théoréme[3.6.7

Soient £ un K-espace vectoriel et n € N*

On considere n + 1 vecteurs de E {1,232, ,Zn, Tni1} qui sont combinaison linéaire de n autres vecteurs
{ul-, Uy 7un} de E
Alors la famille {21, 29, , @y, 2py1} est aussi une famille liée

Démonstration

On remarquera que E n’est pas spécifié de dimension finie.
Nous démontrons ce théoréme par récurrence sur n en démontrant la propriété P (n) suivante.

P(n): «Sin+1 vecteurs de E {xy,@9, -+ , &y, Tni1} sont combinaison linéaire de n autres
vecteurs {uy, us, -+ ,u,} de E alors la famille {x1,za, -+, 2p, Zn41} forme aussi une famille
liée >

1. Vérifions pour n =1
Soient donc 2 vecteurs de E {z1,x2} qui sont combinaison linéaire d’un vecteur u € E.
Il existe alors A\; € K et X\o € K tels que z1 = \ju et o = \au
> SiA; =0o0u Ay =0, alors 1 = 0 ou x2 = O et la famille {z1, 22} est bien liée

1
> Si A1 # 0 et Ay # 0, alors, par exemple, u = )\—x% et donc 1 = A—le et la famille {z1, x5}
2 2
est bien liée

P (1) est donc bien vérifiée
2. Supposons maintenant P (n) vraie
3. Démontrons P (n +1)
Soient n+2 vecteurs {z1, T2, , Tn, Tnt1, Tni2} qui sont combinaisons linéaires de n+ 1 vecteurs
{u, vz, Un,upy1} de E.
Il existe donc des scalaires o; jou 1 <i<n+2et 1< j<n+1 tels que:

1= Q11U F QiU+ Q1 pp1lUng

To = Qo21U] + Q22U2 + ++ + Q2 nt1Untl

T3 = Q31U1 + Q32U2 + -+ Q3 nUp+1
Tptl = Qpi1,1U1 + Qupp12U2 + 0+ Qpt1,nt1Untl
Tpto = Qpi2,1UL + Qpy22U2 + 0+ Qpt2 nt1Untl
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> Supposons que pour tout i tel que 1 <4 < n + 2, nous ayions ;41 = 0, alors, nous avons :

T = Q1,1U1 +Qp2uU2 + -+ Qp Uy
To = Q21U + Q22U + -+ Q2 pln
T3 = Q31U T Q32U2 + -+ Q3,Un
Tpil = Qpi1,1U1 + Qpi12U2 + 0+ Qpi1nln
Ce qui montre que la famille {x1,x2, - ,z,,Tp+1} est combinaison linéaire des n vecteurs
{uy,ug, -+ ,u,} de E et donc, d’apres 'hypothese de récurrence P (n), la famille {x1, x5, -+ , 2, Tpi1}
est lide et, & fortiori, {21, @, -+, Tn, Tni1, Tnia} est aussi lide.

> Supposons qu’il existe 7y tel que 1 < 79 < n + 2 tel que nous ayions o, n+1 # 0. Quitte a
ré-ordonner, pour simplifier la démonstration, nous supposons ap42n+1 # 0. Alors, dans ce

cas : )
Qp42.1 An422 Qn42.n
Upy1 = ————Tni2 — uy — Uy — -+ — ————u,
an+27n+1 an+2,n+l an+2,n+1 O411—1—2,11-{-1
En remplacant u,11 dans les n + 1 vecteurs {x1,@9, =+, &pn, Tpy1}, nous obtenons :
1
T — ——————Tpq2 = A1,1U1 + A pUs A+ -+ A Uy
Oln—‘—%n—i—l
Tg— ————Tpq2 = A2 U1 +A22Us + -+ Ao Uy
an—&-%n—i—l
T3 — —————Tpt2 =  A3,1U1 +Ag2U2 + -+ A3 plp
Q42 n+1
1
Tp4l — = Tp42 = Apt1,1U1 + Apg1,2U2 + -+ App1nln
an+2,n+1
N An42 5
Ou, pour 1 <i<n+1letl<j<n, nous avons \;j = o j — ————=—
an+2,n+1
Les n 4 1 vecteurs x; — ————xp42 o 1 <4 < n + 1 sont donc combinaisons linéaires des
an+2,n+1
n vecteurs {uy,us, -+ ,u,} et, d’apres hypothese de récurrence P (n), la famille
1 1 1 1
Tl — —Tnt2, T2 =~ Tn42, " s Tn — T 42, T+l — T Ln42
an+2,n+1 an+2,n+1 an+2,n+1 CVn+2,n+1
est liée.

Il existe donc des scalaires 8; € K avec 1 < ¢ < n+ 1 non tous nuls tels que

n+1 1
Z Bi (Il $n+2> =0g

an+2 n+1

Et donc :

n+1 1 n+1 n+1 ﬁ

K3
§ /B'L <xz xn+2> - OE — E Bzxz E — | Tn42 = OE
Qn42n+1 — On42.n+1
=1 i=1

Avec des 8; non tous nuls, ce qui montre que la famille {x1, x5, -+ , Ty, Tpni1, Tnyo} est une

famille liée.

Le lemme est démontré

3.6.4 Théoréme

Soit ¥ un K-espace vectoriel de dimension finie
Alors, toutes les bases de E ont le méme nombre d'éléments.
Ce nombre est appelé la dimension de F et est noté dim F
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Démonstration

Soient B = {x1,xa, - ,xpn, } €t By = {y1,y2, -, Ym, } 2 bases de E.
B est une famille génératrice de F, et donc, chacun des vecteurs de By s’écrit comme combinaison linéaire
des vecteurs de B.
Nous avons n < m
En effet, supposons n > m.

D’aprés le lemme [3.6.3] ceci signifierait que la famille By est une famille liée, ce qui est
contradictoire avec le fait que B est une base.

Doncn <m

De méme, on montre que m < n.
Donc m =n

Remarque 19 :

Si E est un K-espace vectoriel réduit au vecteur nul, c’est a dire si F = {0g}, nous convenons alors que
dmE =0

Exemple 9 :

1. K" est un K-espace vectoriel de dimension n, puisque nous en connaissons une base de cardinal
n, la base canonique

2. Si E est un K-espace vectoriel de dimension 1, alors E un K-espace vectoriel qui admet pour base
un seul vecteur non nul ; ¢’est une roite vectorielle

3.6.5 Théoreme de la base incompleéte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit H = {hy,ha,...,hy} un systéeme libre de E et soit B = {ej,ea,...,e,} une base de E.

Alors H peut étre complétée par (n—m) vecteurs {Z,41, -+ ,x,} de telle sorte que la famille
{h1,hay.. s, Tmg1, -+, Tt forme une base de E
Démonstration

Soient H = {h1, ha, ..., hy} une famille libre de F et B = {e1,ea,...,e,} une base de E
© Si H est une famille génératrice de E, alors H est une base de E, et c’est terminé
o Si, cette fois ci, H n’est pas une famille génératrice de E. Considérons Vect ({h1,ha, ..., hp}) le
sous-espace vectoriel engendré par H. Nous disons qu’il existe un indice iy, avec 1 < i9 < n tel
que €;, ¢ Vect ({hl, hg, ..y hm})
Sinon,
Supposons que pour tout ¢ avec 1 < i < n tel que e; € Vect ({h1,ha, ..., hn}), ceci sous-
entend que la la famille H est génératrice (donc base) de E, et il y a donc contradiction.

Alors, la famille H U {e;,} = {h1,h2,..., hm, e} forme une famille libre car e;, n’est pas combi-
naison linéaire des vecteurs de la famille H

o Sila famille H U {e;, } est génératrice, c’est donc une base et nous nous arrétons. Si elle ne l’est
pas, nous itérons le processus.

o Ce processus s’arrétera sirement et nous obtiendrons une famille libre et génératrice donc une
base.

Si ce processus ne s’arrétait pas, nous obtiendrions, au final, une famille H U B qui serait
génératrice, mais pas libre.
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Remarque 20 :
1. Le théoréme signifie que si on a une famille libre de E, on peut la compléter pour obtenir une
base de E, d’ou le nom de base incompleéte.
2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Alors :
(a) Les familles libres de E ont au plus n éléments
(b) Si une famille libre de E est de cardinal n, alors, c’est une base de E

3. D’apres la démonstration du théoreme, pour compléter une famille libre de E pour en faire une
base, nous pouvons la compléter en prenant des éléments dans une base de E fixée d’avance.

4. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Alors :
(a) Les familles génératrices de F ont au moins n éléments
(b) Si une famille génératrice de E est de cardinal n, alors, c’est une base de F

5. La dimension d’un K-espace vectoriel est le nombre minimum de vecteurs générateurs et le nombre
maximum de vecteurs libres

6. La dimension d’un K-espace vectoriel dépend du corps de base, ¢’est pourquoi nous notons souvent
la dimension dimg E' et la référence au corps K est enlevée lorsqu’il n’y a pas ambiguité

Exemples
Nous avons dimg C = 2 et dimcC =1

7. Nous avouns, si F est un K-espace vectoriel de dimension finie : £ # {0g} <= dimg E > 1

3.6.6 Définition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors :
1. On appelle droite sous-espace vectoriel de £ de dimension 1
2. On appelle plan sous-espace vectoriel de E de dimension 2

3. On appelle hyperplan sous-espace vectoriel de /' de dimension n — 1

Remarque 21 :

On peut remarquer que dans un K-espace vectoriel de dimension 3, plans et hyperplans sont identiques
alors que si n # 3, ces 2 notions sont distinctes.

Exemple 10 :

1. Nous avons dimg R? = 2, et plus généralement, K" est un K-espace vectoriel de dimension n sur
K. Ainsi, tout corps K est un K-espace vectoriel de dimension 1 sur lui-méme.

2. K, [X] est un K-espace vectoriel de dimension n + 1 sur K. Une base de K,, [X] est donnée par
{13X7X25 T 7XTL}
3. R peut étre considéré comme Q-espace vectoriel ; ce n’est siirement pas un Q-espace vectoriel de
dimension 1.
En effet, la famille {1, ﬂ} forme une famille libre.
Démontrons le :
Soient a € Q et b € Q tels que a +bv/2=0;
Sia = b =0, nous avons bien entendu a + hW2=0
Sinon supposons a # 0 ou b # 0.
* Sia#0,alors b#0 et :

a+b\/§:0<:>b\/§=—a<:>\/§=%a

—a
Comme a € Q et b € Q, alors v/2 = 5 € Q, ce qui est impossible

https://mathinfovannes.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO@© Page 97



Chapitre 3 : Les espaces vectoriels 3.6 Espaces vectoriels de dimension finie

* Si b # 0, alors, nous avons, & nouveau :

a+b\f2:04:>b\/§:fa<:>\/§:%a

Et la conclusion est identique
La seule possibilité que nous ayions est a = b = 0 et donc la famille {1, \/5} forme une
famille libre dans le Q-espace vectoriel R

Exercice 27 :

1. Démontrer que pour tout n € N, si v/n ¢ N, alors v/n ¢ Q

2. Démontrer que, pour tout a € Q, tout 8 € Q et tout n € N tel que /n ¢ Q, nous avons
I'implication :
a+BVn=0=a=3=0

3. Démontrer que la famille {1, V2, \/5} est une famille libre dans le Q-espace vectoriel R

3.6.7 Théoréme

’ Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n; alors E est isomorphe a K"

Démonstration
Soit {e1, -+ ,e,} une base de F et {e1,--- ,e,} la base canonique de K™.
On appelle ® : E — K l'unique application linéaire définie par @ (e;) = ¢;. Comme {e1,--+ ,&,} est une

base de K", ® est bien un isomorphisme de E dans K"

Remarque 22 :

De cet isomorphisme, on peut dire que que les seuls K-espaces vectoriels de dimension n sont les K™

3.6.8 Théoreme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
1. F est de dimension finie et dim /' < n
2. SidimF =n, alors FF = F

Démonstration
1. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et {uq,--- ,u,} une famille libre de p éléments de F'; c’est,
en particulier une famille libre de F.
Cette remarque s’applique évidemment si {uq,--- ,u,} est une base de F' et donc dim F' < n
2. Sip=mn, c’est a dire, si {u,--- ,u,} est une base de F, c’est aussi une base de F, et donc F = E

3.6.9 Proposition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors, tout sous-espace vectoriel F' C E admet, dans F
un supplémentaire GG, c'est a dire E = F'@ G et ce supplémentaire G n'est, en général, pas unique

Démonstration

Soit F' un sous-espace vectoriel de F
= Si F' = F, alors le supplémentaire de F' est alors G = {0g}
—> Et vice-versa, si F = {Og} alors le supplémentaire de F' est alors F
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— Supposons, maintenant F' de dimension finie p avec 1 < p < n.

Soit B = {u1, - ,up} une base de F. C’est aussi une famille libre de E. D’apres le théoréme de
la base incomplete il existe des vecteurs {upy1, -, u,} indépendants de telle sorte que la
famille F = {u1,- -+, Up, Upt1, - , Up } forme une base de E.

Nous appelons G = Vect ({upt1,- -+ ,un}), et nous disons que G est un supplémentaire de F' dans
G, c’est a dire que E = FPG.

En effet :

e Tout vecteur u € F se décomposeen u =z +youzx € FetzeG
n

En effet, si u € E, alors u se décompose de maniere unique dans la base F : u = E Aiug. Or,
i=1
nous pouvons écrire :

i=1 i=1

1=p+1
—_———
EeF e

Ainsi, tout élément u € F est donc la somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de GE|
e Nous avons FNG ={0g}

p n
En effet, soit x € FNG. Alors, z = Z Aiu; et x = Z A;u; de telle sorte que nous ayions :

i=1 i=p+1
P n p n
T = Z iUy = Z AUy < Z AU — Z ANiw; =0 < Mui+--- /\pup—)\p+1up+1—- =Aun =0g
i=1 i=p+1 i=1 i=p+1
De I'indépendance des vecteurs de la famille F, nous déduisons \y =--- =X, = App1 =+ =

A = 0 d’ott nous tirons r = Og
Et nous déduisons donc que FFNG = {0g}
D’oti nous tirons que £ = F PG
Du choix des vecteurs {upt1,- - ,un}, on déduit bien que le choix de G n’est pas unique.

3.6.10 Rang d’une famille de vecteurs

Soit ' un K-espace vectoriel et F ={z1,---,2,} une famille de n vecteurs de E
Le rang de F est la dimension de Vect ({21, ,2n})

rang (F) = dim (Vect ({z1,- -+ ,z,}))

Exemple 11 :
1. Considérons, dans le R-espace vectoriel R?, la famille F = {uy,us,u3} ot uy = (1,2,3), ug =
(4,5,6), uz = (7,8,9).
Par calcul simple et évident, nous avons us = 1(u1 + ug) et, comme les vecteurs u; et ug sont
linéairement indépendants, nous avons rang (F) = dim (Vect ({u1, uz, ug})) = 2

2. Dans le R-espace vectoriel R*, la famille de 5 vecteurs
F =1{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0), (49,6, 3,0), (—5,3,—1,0)}

est de rang 3

3. Counsidérons cette fois-ci E = F (R,R) le R-espace vectoriel des fonctions numériques d’une va-
riable réelle.

On considere 3 fonctions fi, fa et fs3:

{f1:R—>R {fziR—>R {fg:R—)R
x — fi(z)=1 x — fo(z)=¢€" x —  f3(x) = ||

1. La décomposition de u dans la base F nous laisse penser que cette décomposition est unique
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Nous avons rang ({f1, f2, f3}) = 3, c’est a dire que la famille {f1, fa, f3} est libre et forme une
base de Vect ({f1, f2, f3})
Montrons que la famille {f1, f2, fs} est libre

Soient donc A\ € R, Ao € R et A3 € R tels que A\ f1 + Ao fa+ A3 f3 = O ou O est la fonction
nulle. Ceci signifie donc que, pour tout = € R, nous avons :

Afi(z) +A2f2 (2) + A3 f3 (7)) =0 = A1 + Aae” + Az |z =0

% Pour £ = —1, nous obtenons Ay + dae 1+ A3 =0
* Pour z = 0, nous avons A\; + Ao =0
* Pour z = 1, nous obtenons A1 + Ase + A3 =0
D’ou nous obtenons le systeme de 3 équations a 3 inconnues :

>\1+)\2671+>\3 0
AM+X= 0 = A1 =X=X3=0
A+ Ae+A3= 0

La famille {f1, f2, f3} est donc libre

Exercice 28 :

1. On considere C3 en tant que C-espace vectoriel de dimension 3, muni de sa base canonique.
Déterminer, suivant les valeurs de a € C le rang de la famille F = {a, b, ¢} ou

a=(1,1a) b=(1,a,1) c=(er,1,1)

2. Méme question, pour le méme systeéme considéré comme famille de vecteurs de ’espace vectoriel
(Z)27)? sur le corps Z/27Z

3.6.11 Définition et théoréme

Soit F¥ un K-espace vectoriel
On consideére F et G 2 sous-espaces vectoriels de E' de dimension finie tels que NG = {0g}. Il nous est
alors possible de considérer H = '@ . On dit que F' et GG sont en somme directe

1. Si{u1, -+ ,up} est une base de F et {v1,---,v,} une base de G, alors {uy, - ,up,v1, - ,v,} est
une basede H = F & G

2. Nous avons aussi dim H = dim (F & G) = dim F + dim G

Démonstration

1. Si nous appelons H =F +G={u € E telsque u =xp + g ou zp € F et z¢ € G}.
Comme F NG = {0g}, la décomposition u = xp + x¢ est unique et il est possible d’écrire

H=FaodG
2. Soient {uy,---,u,} une base de F et {vy,--- ,v,} une base de G.
(a) La famille {u1, -+, up,v1,--- ,v,} est une famille génératrice de H = F & G
p n
En effet, siuw € H, alors u = zp + x¢ et comme xp = Z Aiu; et vy = Zﬂivi avec les
i=1 i=1

Ai € Ket u; € K, nous avons alors :

p n
UZJUF‘FxGZZ)\iUi'i'ZMwi:>\1U1+"'+>\pup+ﬂlv1+"'+unvn
i=1 i=1

Ce qui montre que la famille {uy, -+ ,up,v1,--- ,v,} est une famille génératrice de
H=F®G
(b) La famille {uq,--- ,up,v1, - ,v,} est une famille linéairement indépendante.
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Soient Ay, -, Ap, ph1, -+, thn, 1+ p scalaires telles que :

Arur + A App + 11 A s = 0p

Alors
AU + -+ ApUp = — 1V — - — Uy

Posons X = Aug 4+ -+ Apup = —p1v1 — -+ — fpy,; comme X = Ajug + - - + Apuyp,
alors X € F et comme nous avons aussi X = —uqv; — -+ — lpUpy, NOUS avonNs aussi
X € G, c’est adire que X € FNG, et donc X =0g.
Alors, de I'indépendance de {uy, -+, u,}, nous avons :

)\1u1++)\pup:OE:>Al :AQZZAI):O
Et, par le méme argument d’indépendance de {v1, -, v,}, nous avons

pivr + o+ pipUp =0p = =po == tp =0
Et donc, la famille {uy,- - ,up,v1, - ,v,} est une famille linéairement indépendante.

On conclue donc que {ui, - ,up,v1, -+ ,v,} est une base de H =F & G

3. D’apres ce nous venons de démontrer, nous avons dim H = dim (F® G) =n+p =dim F+dim G

3.6.12 Théoréme

Soient F un K-espace vectoriel , F' et G 2 sous-espaces vectoriels de I de dimension finie. Alors :

dim (F + G) =dim F 4+ dim G — dim (F N Q)

Démonstration

1. Onpose H =F NG
Alors, H est un sous-espace vectoriel de (G, sous-espace vectoriel de dimension finie; H admet,
dans GG, un supplémentaire G1, et nous avons dons G = H & G,
2. Nous avons F +G = F & Gy
(a) Tout d’abord F NGy = {0g}
Soit u € FNGy; comme G; C G, nous avons aussi u € F NG, c’est a dire u € H et donc
uw€ HNGy; comme HN Gy ={0g}, nous avons u = O et donc FN Gy = {0g}
(b) Nous avons F'+ G = F + G,
— Nous avons F + G C F+ G,
En effet, soit w € F + G; alors u = zp + . Comme G est somme directe de H et G,
nous avons, et de maniere unique, xg = yg + yg, dot v = xr + ¢ = rFr +yg + Y, -
Comme H = F NG, nous avons yg € F et donc v = zr +yu + yay

€F €Gy
Cest adire u € F + G4

— Démontrons que nous avons F +G; C F+ G
La, c’est évident, puisque si u € F + Gy, alors u = zp + zg,. Comme G; C G, nous avons
aussi g, € G, et doncu € F+G
Et donc F+ G = F + G4
(¢) Comme F et Gy sont en somme directe, nous avons, en fait, ' + G = F & G,
3. Ainsi, dim (F'+ G) = dim (F & G1) = dim F + dim G;.
Comme G = H @ G1, nous avons dim G = dim H + dim G, et en remplacant dim G; par dim G —
dim H, nous obtenons :

dim (F 4 G) =dim F + dim G — dim H <= dim (F' + G) = dim F' + dim G — dim (F N G)

Ce que nous voulions
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3.6.13 Théoréme du rang

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un K-espace vectoriel quelconque.
Nous considérons une application linéaire f : E — F

1. On appelle rang de f, le nombre rang (f) défini par rang (f) = dim (Im )
2. Nous avons : dim (Imf) + dim (ker f) = dim E

Démonstration

1. Nous commengons par un commentaire
(a) Tout d’abord, il faut remarquer que seul le K-espace vectoriel E est de dimension finie, alors
que F' est un K-espace vectoriel quelconque, et, surtout, pas forcément de dimension finie.

(b) Si {e1, - ,en} est une base de E, Imf = f(FE) admet pour famille génératrice, la famille
{f(er), -, f(en)} Ainsi, dim (Imf) = rang ({e1, -+ ,e,}), et il n’est donc pas aberrant de
parler du rang de f en posant :

rang (f) = rang ({e1, -+, e, }) = dim (Imf)

2. Démontrons le théoréme du rang

(a) Siker f = {0g}, alors dim (ker f) = O et f est injective. Sila famille {ey, - - , e, } est une base de
E, alors la famille {f (e1),- -, f (en)} est libre, forme une base de Imf et donc dim (Imf) = n.
Nous avons bien, dans ce cas, 1’égalité

dim (Imf) + dim (ker f) = dim F

(b) Supposons, maintenant, que ker f # {0g} et dim (ker f) =pou 1 < p < n.

Soit alors {x1, - ,z,} une base de ker f que nous complétons par des vecteurs {xp41, -+ ,Tn}
de telle sorte que {z1,--- ,zp, Tpt1, - , Ty} forme une base de E
i. La famille {f (zp+1), -+, f (xn)} est génératrice de Imf

En effet, soit y € Imf; il existe donc u € E tel que y = f (u), et, dans la base
n n
{z1,--- ,&p,Tp+1, -+, Ty}, DOUS avVONS U = Z Aixi, don f (u) = Z)‘if (x;).
i=1

i=1
Or, pour i =1,--- ,p, nous avons f (x;) = Op, de telle sorte que

y=Fw)= > Af(x)

i=p+1
Ainsi, tout y € Imf s’écrit en fonction de {f (zp+1), -, f (z,)} et nous pouvons
en déduire que la famille de vecteurs de F' {f (zpt1), -, f (zn)} est génératrice de
Imf
ii. La famille {f (xp+1),---, f ()} est une famille libre de E
Soient aq, g, -+, ap_p, n — p scalaires tels que
o1 f(zpt1) + aof (Tpr2) + -+ anpf (2n) = 0F
Alors,

arf (zpi1) + asf (Tpy2) + -+ anpf (2n) = 0F
<
floazpir + asxpro+ -+ appyn) =0p
Ce qui veut dire que a1&p41 + Zpi2 + -+ + ap_pTy, € ker f, et donc est combinaison
linéaire des vecteurs {x1, - ,x,}, et donc :

0 Tpt1 + QaTpyo + - F Oy pTy = NZ1 + XoTo + -+ + Apxp
<
0 Tpt1 + 2Tpio + -+ Qp_pTp — AT — Ao — -+ — Ay = O
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La famille {x1,--- ,2p, Tpt1,- -+, Zn} formant une base de E, nous avons
al:a2:"'+an—p:A1:)\2:"':)\p:0
Ce qui montre que la famille {f (p4+1), -+, f (zn)} est une famille libre de E
En conclusion, la famille {f (zp41),---, f (z5)} est une base de E

Donc, dim (Imf) =n — p.
Ainsi, dim (Imf) + dim (ker f) =n—p+p=n=dimE

Remarque 23 :

Dans la démonstration précédente, nous avons choisi des bases adaptées au probleme & résoudre. C’est
un principe qui facilite grandement les démonstrations.

Exemple 12 :

Nous allons prendre des exemples de base adaptéee dans K,, [X]

1. Dans K, [X] on étudie 1’application linéaire D définie par D (P) = P’ ou P’ est le polynéme
dérivé de P
Xk
Une base adaptée sera formée des polynomes Ej = o avec k = 0,--- ,n dont les transformées

par D sont de la méme forme ; en effet, nous avons, pour 1 < k < n, D (Ex) = Ex—1et D(Ep) =0
2. Mais si on étudie Papplication linéaire V' définie par V (P) (z) = P (x + 1) — P (x), on vérifiera
XX -1 (X=(k-1))
k!
adepte car nous avons V (P,) = Pr_1sil<k<netV(P) =0

que la base formée des poiynomes Fy (X) = avec 0 < k < n, est

3.6.14 Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n
Soit f: E — E un endomorphisme de F.
Les 4 propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est un automorphisme de E
2. f est injective

3. f est surjective

4. rang (f)=n

Démonstration

Une application linéaire f : F — FE est un automorphisme de F, veut dire que f est une application
linéaire bijective de E dans E.

1. On suppose que f est un automorphisme de E

f est, par définition, bijective, donc f est injective

2. On suppose que f est injective
Alors, ker f = {Og} et de dim (ker f) = 0, on tire dim (Imf) = n, et donc Imf = E et f est bien
surjective.

3. On suppose que f est surjective

Alors dim (Imf) = n et donc, rang (f) =n
4. On suppose que rang (f) =n

Alors dim (Imf) = n et donc dim (ker f) = 0, d’ou f est surjective et injective. Donc bijective
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