Chapitre 3 : Les espaces vectoriels 3.8 Formes linéaires

3.8 Formes linéaires

3.8.1 Définition

Soit E un K-espace vectoriel . On appelle forme linéaire toute application linéaire f: ' — K
On appelle espace dual et on le note souvent £* I'ensemble des formes linéaires f : F — K

Remarque 25 :
1. Une forme linéaire est donc un élément de £ (E,K); nous avons donc E* = L (F,K). Comme vu
précédemment, E* = £ (E,K) est un K-espace vectoriel

2. Pour toute forme linéaire f € E*, 'image de x par f peut étre écrite f(x) ou (f/z)

Exemple 13 :

1. Dans F (R,R) = RE, le R-espace vectoriel des applications de R dans R, on peut considérer
I’application linéaire ®,, avec a € R définie par :

{ o, FRR) — R

[ a(f)=f(a)

®, est une forme linéaire
2. Par contre, dans C! (R, C), le C-espace vectoriel des fonctions numériques continuement dérivables
de R dans C, I'application linéaire ¥,, avec a € R définie par :
{ v,:C'R,C) — C
fo= () = (' ()
n’est pas une forme linéaire.
En effet, si f est, par exemple, la fonction f : R — C définie pour tout = € R par f (z) = (14 ¢) x;
alors, f'(z) = (1+1) et W, (f) = (144)?
Nous avons (2f) (z) = 2f (z) = 2(1 +4) & d’otr (2f) (z) = 2f' (x) = 2(1 + i), d’ou

U, (2f) = (2(1+1)> =4(1+14)° = 4%, (f)

Il n’y a donc pas linéarité ; nous n’avons pas ¥, (Af) = AU, (f) pour tout A € C

3. Dans C (R, C), le C-espace vectoriel des fonctions continues de R dans C, on peut considérer
I’application linéaire I définie par :

I:CR,C) — C
1
;o I(f):/o £ () dt

I est une forme linéaire
4. Dans C[X], le C-espace vectoriel des polynémes & coefficients dans C, on peut considérer 1’appli-
cation linéaire S qui & un polynémes P fait correspondre la somme des coefficients :

S:C[X] — C

S est une forme linéaire

Remarque 26 :

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, d’apres le théoreme du rang, pour toute forme
linéaire f, dimker f + dimK = dim £ = n <= dimker f + 1 = n <= dimker f =n—1

Le noyau d’une forme linéaire f est donc un hyperplan.

Etant donné un hyperplan H C E, il y a plusieurs (une infinité méme!) formes linéaires qui admettent
H comme noyau
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3.8.2 Définition et théoréme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et {ej,...,e,} une base de E

1. On appelle e} I'application linéaire qui, a tout x € E fait correspondre la composante de z sur le

vecteur ¢;, c'est a dire :
e — K

n
x = inei — el (z) =
i=1

2. {e},..., e} forme une base de E* = L (E,K) qui est donc de méme dimension que E.

3. La base {e},..., e’} est caractérisée par :

Démonstration

1. Il est, bien entendu évident, d’apres la définition de e, que, pour tout j tel que 1 < j < n,
ef (e;) = d;,; ol 0; ; est le symbole de Kronecker

2. Démontrons, maintenant, que la famille {e},...,e!} forme une base de E* = L (E,K)
= C’est une famille génératrice de E*
Soit f € E*.
n n n
Alors, tout © € E s'écrit x = inei et donc, f(z) = inf(ei) = Zf(ei)ef (z), en
i=1 i=1 i=1

remarquant que, par définition, e (z) = z;.

Ainsi, pour tout x € E, f(z) = Zf(ei) el (x) = (
i=1

n
fe:) el ) (z) et nous avons donc
=1

F=Y flee;
i=1

f est donc combinaison linéaire des {e3, ..., ek}, et la famille {e}, ..., e’} est donc génératrice.
= C’est une famille libre de E*

n
Soient A1, Ag, -+, \,, n scalaires tels que Z Aie; = O, ce qui veut dire que, pour tout x € E,
. i=1
Z Aief (z) = 0.
i=1
En particulier, pour tout vecteur e; de la base {ei,...,e,} de E :

En:)\lej (ej) :O@i)\iéi,j :0<:>)\j =0

i=1 i=1
Etdonc Ay =Xag=---=X, =0
Ainsi, la famille {e}, ..., e} est libre.
Libre et génératrice, la famille {e},..., e’} est une base de E*

Nous en déduisons que dim E* = n,

Remarque 27 :

1. Tl est clair que les coordonnées de f € E* sont (f (e1), f (e2),..., f (en)) dans la base {e], ... e }.
2. 1l existe donc un isomorphisme linéaire u : E — E™*, tel que pour tout 1 < i < n, u(e;) = ef.
Cet isomorphisme dépend essentiellement de la base {eq,...,e,} choisie.
Ainsi; étant donnée une base {e1,...,e,} de E, il existe une et une seule base {ej,...,e:} de E*

telle que e} (e;) = d; ;; ...et réciproquement : étant donnée une base {ff,..., f:} de E*, il existe
une et une seule base {f1,..., f,} de Ef telle que f; (f;) = d;;
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Exercice 33 :

On considere R*, muni de sa base canonique classique {e1, e, €3, €4}

RPN . * s .
On considere, maintenant, la base duale de (R4) =L (R‘UR), {e1,e3,¢e5, e} et les formes linéaires f1,
f2, f3 et fy de coordonnées, dans les bases duales :

fi=(1,0,-X0) fo= (0,1,0,_71> f3=(1,0,0,—p) fa= (0,1,0,_71)

Avec A #0Oet u#0
Etudier I'indépendance de ces formes linéaires, et trouver, lorsqu’elles sont indépendantes, la base de R,

duale de {fla fQ, f37 f4}
Exercice 34 :

Cet exercice est exactement le méme que celui ci-dessus. C'est seulement |'ensemble de référence qui change;
ici, ce seront les polynémes Kj [X] est le K-espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K et de
degré inférieur ou égal a 2. On consideére les formes linéaires ¥, Uy et U3 définies par :

{‘I’llKQ[X] — K {‘I’QKQ[X] — K
P s W, (P)=P(1) P s Wy (P)=P'(1)

\IfglKg[X] — K
P +— \113 /P

1. Démontrer que la famille {¥;, Uy, W3} est une base de (Ky [X])*
2. En déterminer la base duale dans Kg [X]

3.8.3 Définition de droite vectorielle

Soit F¥ un K-espace vectoriel
Soit a € F tel que a # 0g. Nous appelons Ka I'ensemble suivant :

Ka = {u € E tels que u = \a ot X € K}

L'ensemble Ka est un sous-espace vectoriel de F¥ de dimension 1 appelé droite vectorielle

Démonstration

La démonstration que Ka est un sous-espace vectoriel de F est évidente. La définition de droite vectorielle
a déja été donnée

Remarque 28 :

Il nous serait tout aussi possible de définir de la méme maniére un plan vectoriel :

Soit E un K-espace vectoriel

suivant :
Ka+ Kb = {u € E tels que u = Xa+ pbou A € Ket u € K}

L’ensemble Ka + Kb est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2 appelé plan vectoriel

Soita € E, b € FE tels que a # 0g, b # 0 et a et b non colinéaires. Nous appelons Ka + Kb I'ensemble

Voir aussi page 75

3.8.4 Définition d’hyperplan

Soit E/ un K-espace vectoriel .
On appelle hyperplan de FE tout sous-espace vectoriel H de E qui admet une droite vectorielle pour
supplémentaire.
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Remarque 29 :

1. Ceci veut donc dire qu’il existe a € E tel que a ¢ H et a # 0 et E = H ®Ka

2. Si F est de dimension finie n, cela équivaut a dimH =n — 1

3.8.5 Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel
Si H est un hyperplan de E, alors, pour tout vecteur b ¢ H non nul, nous avons E = H @ Kb.

Démonstration

C’est un résultat assez remarquable qui ne pose pas de difficultés dans la démonstration.
H est un hyperplan et donc, par définition, il existe a € E tel que a ¢ H et E = H & Ka
Soit b ¢ H
= Montrons que KbN H = {0g}
Soit x € KbNH, alors x = Ab. Si Ab € H pour tout A # 0, comnie H est un sous-espace vectoriel de

E, pour tout u € K, ur = u x € H, en particulier pour pu = X qui nous montre qu’alors b € H ;

ce qui est contradictoire.

Donc z = Ab ¢ H sauf pour A = 0.

Le seul élément commun & H et Kb est O0g et donc KbN H = {0g}

= Montrons que Kb+ H = FE

Soit x € E.

Nous allons démontrer que nous pouvons écrire x = h + ub avec h € H et p € K

Tout d’abord, comme E = H ¢ Ka, nous pouvons écrire, et de maniere unique :
* T = hg + M\za
*x b= hy + Apa avec Ay # 0, puisque b ¢ H

De la seconde égalité, nous tirons a = " (b — hp), expression que nous pouvons remplacer dans
b

x=hg + Aa:

x:hz+)\ma<:>x:hx+>\m(i(bfhb))<:>:c:(hmf&hb)+ib
b Ap Ap

1
Or, (hm — &hb) € Het —beKb
Ab Ab
Ainsi, tout € E peut s’écrire x = h+ pubavec h € H et y € Ket donc Kb+ H =FE
Nous venons de démontrer que Kb+ H = F et KbN H = {Og}, nous avons donc £ = H & Kb

Ce que nous voulions

3.8.6 Théoréeme

Soit E un K-espace vectoriel

1. Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement si il existe une forme linéaire ¢ € E*,
non nulle, telle que H = ker ¢

2. Si ¢ et 1 sont deux formes linéaires non nulles sur E telles que ker ¢ = kerp, alors il existe A € K
tel que ¥ = Ay

Démonstration

1. Démontrons I’équivalence du premier point
= Soit H un hyperplan de E
Alors, il existe a € E tel que a ¢ H et E = H ® Ka.
Soit ¢ : E — K définie par :

{ p:F — K
x=h+Xda — px)=2X
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¢ est linéaire et donc ¢ € E* = L (E,K)

Soient 1 € E, 25 € E, a € Ket § € K. Alors :
* Comme F = H ® Ka, nous pouvons écrire, et de maniere unique, 1 = h1 + A\1a et
To = hy + Xa ou hy € H et hy € H et nous avons :

w(x1) =AM et p(x2) = A2
* Des lors,
azy + Brz = a(h1 + A1a) + B (ha + A2a) = (ah1 + Bha) + (@A + BA2) a
H étant un sous-espace vectoriel , (ahy 4+ Bha) € H et donc :
¢ (@1 + Br2) = (@A + BA2) = agp (z1) + B (22)

 est donc linéaire

Maintenant :
zekerp<=p(r)=0<=p(h+Xda)=p(h)+A=0<=1=0

puisque ¢ (h) =0

Et donc, = h, ce qui sous-entend que z € H et donc ker p = H
= Soit ¢ € E* une forme linéaire non nulle et on note H = ker ¢

Nous allons démontrer que H est un hyperplan

© étant non nulle, il existe b € E tel que ¢ (b) # 0.

1
Posons a = ——b, nous avons alors ¢ (a) =1
¢ (b)

Nous allons montrer alors que E = H & Ka , ce qui prouvera que H est un hyperplan.
* Tout d’abord, montrons que H NKa = {0g}
Soit x € H NKa, alors, comme z € Ka, nous avons x = Aa et comme x € H, ¢ (z) = 0,
d’olt nous déduisons
pAa) =0<= Ap(a) =0<=A=0
Donc 2 = 0g et donc H NKa = {0g}
* Montrons, maintenant, que £ = H + Ka
C’est a dire que tout z € F peut s’écrire de la forme x = h + Aa avec h € H et A € K
Ecrivons z = ¢ (z) a+ (z — ¢ (z) a)
> De maniere évidente, comme ¢ (z) € K, nous avons ¢ () a € Ka
> D’autre part :

px—p(r)a) =9 @) —p@)p(a) =p(r)—¢@)=0
Et donc, (z — ¢ (x)a) € kerp = H
Ainsi, tout = € E peut s’écrire de la forme z = h+ Aa avec h € H et A € K
Et donc F = H & Ka
2. Montrons le second point
Soient ¢ € E* et ¢ € E* telles que ker ¢ = ker . Notons H = ker ¢.
Il existe alors a ¢ H tel que ¢ (a) #0 et E = H & Ka.

Soit A = %. Alors, pour tout x € E que nous écrivons z = h + ka avec k € K :
w(a
Y (x) = ¢ (h+ka)
= ¢ (h) + ki (a)
= k¢ (a)
= kxAp(a)

w(h)+kx Ap(a)
Ap (h) +k x A (a)
Alp (h) + ko (a))

= Mg (h+ka) = A (@)

De v (z) = Ap (x) pour tout x € F, nous déduisons que ¢ = \p
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3.8.7 Equation d’un hyperplan

Soit E un K-espace vectoriel
Si H est un hyperplan de E tel que H = kery ot ¢ € E* et ¢ non nulle, I'équation ¢ (x) = 0 est
I"équation de I'hyperplan H

Remarque 30 :

Cette définition est valable pour tous les K-espaces vectoriels
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