Chapitre 6 : Les polynémes 6.10 Correction de quelques exercices

6.10 Correction de quelques exercices

6.10.1 Correction des exercices du cours
Exercice 1 :
Calculer, dans (Z/3Z) [X] I'expression f3 + g® + h ou

x f=X24+2X x* g=2X%2+1 x* h=X+2

Facile!!
Nous avons :

* f3 = X6 4 23X% = X6 4 x gP=2X6 11
2X3 x h3=X345

Donc, f3 + g3+ h3 =3X%+3X3+6 =0 et donc f3 + g3 + h3 est le polynome nul de (Z/3Z) [X]

Exercice 2 :

Soient P et () 2 polynémes de A[X]. Démontrer qu'en général P (Q) # Q (P)
Il suffit de prendre A[X] = Z[X] et, par exemple, P = X%+ 1let Q = X? + X

Exercice 4 :

Est-il possible d’effectuer la division euclidienne de f par g, avec :
f=6X>+X?47X ¢g=3X?4+2X-1

dans Z[X] 7

A priori, non, puisque, comme nous sommes dans Z [X], le nombre 3 n’est pas inversible dans Z
Cependant, nous obtenons 6X% + X? +7X = (3X? +2X —1) (2X —1) + 11X — 1.

Il est donc possible d’effectuer la division euclidienne de f par g dans Z [X]

Question :Est-il possible d'effectuer, dans Z [X], la division euclidienne de f par g, avec :

f1=2X3+ X247X g1 =3X24+2X -1

Exercice 5 :

Soient K un corps et a € K et b € K tels que a # b. Soit aussi P € K [X].
Exprimer le reste de la division de P par le polynéme (X — a) (X — b) en fonction de P (a) et P (b)

Comme le polynoéme B = (X — a) (X — b) est de degré 2, le reste de la division d’un polynéme P € K [X]
par B sera un polynome de degré 1. Nous aurons donc :

PX)=(X—-a)(X-0D)Q(X)+aX+p
De telle sorte que nous obtenons :
P(a)=aa+ B et P(b)=ab+

Nous devons trouver o € K et 8 € K, c’est a dire résoudre le systeme :

{ aa+ B = P(a)
ab+ 8= P(b)
C’est un systeme linéaire 2 x 2 d’ou nous trouvons a = L{f(b) et B = %I;Pm). Et le reste
a— a—
est donc donné par :
1
R(X) = —— ((P(a) = P (b)) X + (aP (b) — bP (a)))
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Exercice 7 :

Soient § € R et n € N*.
Soient
> A=X2-2Xcosf+1,
> P, =X"sinf — Xsinnf +sin(n—1)0
b Qn=X""cos(n—1)0— X"cosnd — X cosf + 1
Démontrer que A divise P, et que A divise QQ,,
Bien qu’ils soient & coefficients réels, nous allons baigner ces 3 polynémes dans C [X].
> Remarquons que A = X% —2X cosf + 1 = (X — ") (X — e™"7),
> Nous allons montrer, en calculant, que P, (ew) =P, (e’ie) = 0, et alors, nous pourrons écrire
P, = (X —eie) (X — e‘“’) B(X)=A(X) x B(X).
En utilisant les formules d’Euler,

0 _ ,—1i0 inf _ ,—inf i(n—1)0 _ efi(nfl)e
P, (¢i0) = (ein?) [ = _ o€ v €
@)= ) (T ) e (TET ) (R
ei(n+1)6 _ ei(n—l)@ + e—i(n—l)é _ ei(7l+1)9 4 ei(n—l)@ _ e—i(n—l)Q

27

= 0

Nous avons donc P, (e“’) = 0 et comme P, est a coefficients réels, nous avons aussi P, (e*w) =0.
Le polynéme A divise donc le polynéme P,

> Qn=X""lcos(n—1)0 — X" cosnf — X cosf + 1
La démonstration que A divise @Q),, est laissée au lecteur, mais elle est la méme que pour P,

Exercice 8 :

1. Soient A € K[X] et A € K[X]. Nous désignons par Q) et R le quotient et le reste de la division
euclidienne de A par B.
Montrer que les racines communes a A et B sont les racines communes a B et R

2. Résoudre les équations A (x) =0 et B (x) = 0 avec
AX)=X*-3X3-7X?+ 27X — 18 et B(X) = X® — 12X + 47X — 60
sachant que A et B ont des racines communes

1. Soit zg € K une racine commune & A et B.
De A = BQ + R avec deg R < deg B nous déduisons A (zg) = B (x0) Q (x0) + R (x0) = R (z9) =
0.
On démontrerait de la méme maniere que si B (zg) = R (xo) = 0, alors A (z9) =0
2. Effectuons la division euclidienne de A par B
Nous avons :

(X*—3X% - 7X2 427X — 18) = (X +9) (X® — 12X% + 47X — 60) + (54X> — 336X + 522)

Cherchons maintenant les racines du polynéme R (X) = 54X?2 — 336X + 522

2
Remarquons que 54X? —336X +522 = 6 (9X2 — 56X + 87) d’olt nous trouvons 2 racines x; = 59

et xo = 3.
Seule z5 = 3 est une racine commune de B et R et est donc aussi racine de A

3. Pour résoudre B (z) = 0, nous factorisons B par  — 3 et nous obtenons :
X? —12X% 447X — 60 = (X — 3) (X* — 9X +20)

Les méthodes traditionnelles pour trouver les racines nous donnent x; = 5 et 3 =4
Les racines de B sont donc z1 =5, 20 =3 et x3 =4
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4. Pour résoudre A (z) = 0, nous factorisons A par  — 3 et nous obtenons :
X*—3X?—7X?+27X —18= (X —3) (X* - 7X +6)
1 est racine évidente de X® —7X +6 (puisque la somme des coefficients est nulle) et nous obtenons
XP—TX4+6=(X-1D(X*+X-6)=(X-1)(X+3)(X—-2)

Les racines de A sont donc 1 = -3, zo =1, 23 =2¢et 4, =3

Exercice 9 :

Trouver a € C pour que P (X) = X° + aX* + aX + 1 admette 1 comme racine double

Si 1 est racine double de P, nous pouvons écrire P (X) = (X —1)° (X?+aX?+5X +1) avec a € C et
B e C.

En développant, nous obtenons :

X +aX'+aX+1= (X?2-2X+1)(X?+aX?+BX+1)
= X4+ (a-2)X*+(B-220+1) X3+ (a—28+1)X?>+(B-2)X +1

Et donc, en identifiant, nous obtenons :
a—2=a Pf-2a+1=0 a—-28+1=0 f—-2=a
D’out nous tirons :
a= 2+4a

B—2a+1= 0
a=28+1= 0

B= a+2
D’oll nous extrayons le systeme :
g—2a= -1 .
{ a=9p= -1 Tra=p=1
D’ou nous tirons a = —1
Ainsi,

PX)=X'- X' - X+1=(X-1)*(X*+ X2+ X +1)
Il est, bien entendu, possible d’aller plus loin; en effet :
X+ X2+ X +1=X>(X+1)+X+1=(X+1)(X?+1) = (X +1) (X +i) (X — 1)
Ainsi, une décomposition de P dans R [X] est :
P(X)=(X 12 (X +1)(X*+1)

Et dans C[X] :
PX)=(X-1*(X+1) (X +1i) (X —i)

On peut aussi remarquer que
P(X)= X°-X*-X+1
= X'(X-1)-(X-1)=X-1)(X'"-1)=(X-1)(X2—1) (X% +1)
(X —1)*(X +1) (X2 +1)
(X —1)* (X +1) (X +1i) (X —4)

I

https://mathinfovannes.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO@© Page 225



Chapitre 6 : Les polynémes 6.10 Correction de quelques exercices

Exercice 10 :

Déterminer les pged des paires de polynémes A et B suivantes :

La résolution des questions de cet exercices étant toutes semblables, nous ne donnons le corrigé que des
2 premiéres

1. A= X0 4+2X%—4X3 -3X248X -5etB=X"+X2-X+1

> Nous faisons la division euclidienne de A par B et nous avons :
XO42X*—4X® -3X?+8X -5 =X(X"+X* - X +1) +2X* —5X"> - 2X* + 7X —

> Maintenant, division suivante ; nous avons donc :

X f 2 2 2
X5+X27X+1:<5+§)(2X475X372X2+7X75)+49X‘37—9X 49
> Itérons donc
20 (2 2 2
2X* —5x° 2X2+7X—5—(§ + O)( Do Dy 9>+10X—10
297 29 4 4
. 29 ., ) 29
> Une fois de plus : ZX - — X —|— X (10X_10)+Z

40 )
> Ca sent bon la fin : 10X — 10 = (29X—% T

Ainsi, un pged de A = X6 4+ 2X% —4X3 —~3X24+8X —5et B= X"+ X2~ X +1est % et si
nous utilisons un polynome normalisé, ce pged est 1

2. A=X*-3X3+3X%2-3X+2etB=X>-2X?-X+2
> Nous faisons la division euclidienne de A par B et nous avons :

X*-3X34+3X?-3X +2=(X-1)(X*-2X?> - X +2) +2X* - 6X +4

> Maintenant, division suivante; nous avons donc :
3 2 X 1 2
XP—2X" - X+2=(5 +3 (2X? —6X +4)

Ainsi, un pged de A = X% —3X3 4 3X%2 -3X +2et B=X3-2X%2 - X 4+ 2est 2X%2 - 6X +4
et si nous utilisons un polynome normalisé, ce pged est X2 —3X +2 = (X — 1) (X —2)

Nous voyons ainsi, qu’il n’y a pas qu’un seul pged, mais, plusieurs, a une constante multiplicative pres.
Si nous cherchons 'unicité, il faut normaliser ce polynome. L’unicité de ce pged est donc liée a la forme
du polynome.

Exercice 11 :

Soit PeZ[X] ot P=a, X" +an 1 X" 1+ +a1X +aop.

Soit b € Q une racine rationnelle de P avec p et q premiers entre eux.
q
1. Montrer que q divise a.,, et que p divise ag

Nous supposons P (B> =0; alors :
q

n n—1
P(2)-an () e (D) v () s
q q q q

En multipliant par ¢", nous obtenons :

anp™ + ap_1p" g+ -+ aipg” 4+ apg" =0
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= Des lors, nous avons a,p" = —q (an—1p" ' + -+ + a1pq"* + apg" ).
Donc ¢ divise le produit a,p™ et, si ¢ est premier avec p, alors ¢ est premier avec p™. D’apres
le lemme de Gauss, ¢ divise a,,

= De meéme, nous avons p (anp"_1 +an 1 p" g+ + alq"_l) = —apq".
Donc p divise le produit agq™ et, si p est premier avec q, alors p est premier avec ¢". D’apres
le lemme de Gauss, p divise ag

2. Montrer que, pour tout m € Z, le nombre entier p — mq divise P (m)

Soit m € Z.
Alors
an (’ITL) = anqnmn + an—qum71 +---4+am+ag
Et:
n —_ n n p
Pm)= P m) - qP(2)

= an(¢"Mm™ —p") +an_1 (¢"m" " —p" ) m™ 4+ arg" ! (mg — p)

n—1

De lidentité X" —Y" = (X -Y) <Z XkY"k), nous concluons :
k=0

(gm)’ —p’ = ((gm) —p) (Z (qm)kpj*’“) = ((gm) — p) Q; (m,p,q)

k=0

Et donc :
q" P (m) = ((qgm) = p) (anQn (m,p,q) + an-1Qm—1 (m,p,q) + -+ a1g" ")

Nous voyons, ici, que ((gm) — p) divise le produite ¢" P (m)
Si p est premier avec g, alors (gm) — p est premier avec ¢ ; d’aprés le lemme de Gauss, (gm) — p
divise P (m)
3. Déterminer les racines rationnelles des polynémes :
(a) Pp=X3%—-6X%+15X — 14
Si P est une racine rationnelle de Py, alors g divise 1 et donc ¢ = 1. p divise 14 et donc p = +1,
q
oup=F2oup=+Toup==+I14
Par calcul, nous obtenons que la seule racine rationnelle est xg = 2
(b) Py = X° —2X* —4X3+4+4X%2-5X +6
Nous faisons la méme démarche pour P> et nous trouvons comme solutions rationnelles de Py,
$0=1,1‘1:—2€t1‘2:3
4. Déduire du 1. que si a, =1 (c’est a dire si P € Z [X] est unitaire), les racines réelles de P sont soit
entiéres, soit irrationnelles.
Dans cette question, P € Z[X] est unitaire, c’est a dire que a, = 1 et que donc P = X™ +
an_anfl + -+ alX + ap.
Toute racine rationnelle de P est, en fait, entiere. Donc, toute racine de P est soit entiere, soit
irrationnelle.

Exercice 12 :

1. Montrer que, pour tout P € C[X], alors P+ P € R[X] et P x P € R[X]

Soit P € C[X] tel que P (X) = Zaka avec, pour tout k =1,--- ,n, ap € C et a, # 0.
k=0

Alors P (X) = Z@Xk
k=0
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> Regardons P + P

n

P(X)+P(X)= (En:akX’“> + (En:akX’“> =Y (a +ap) X*

k=0

Pour tout k = 1,--- ,n, nous avons a, + @ € R et donc P+ P € R[X]
> Maintenant, regardons le produit P x P

PxP(X)=P(X)+P(X)= (Zn: aka> X (iaka> < ib,,xp
k=0 k=0 p=0

Ou, par définition, b, = Z a;a; en précisant que a; = 0si j >nouyj <0.
i+j=p
Il faut donc regarder de plus pres I’expression de b,

P n
* Sip<n,alors b, = Zaiap_i et si p>n+1, alors b, = Z a;ilp—;-

1=0 i=p—n

P P
* Il faut aussi remarquer que, si p < n, b, = E ;Gp,_; = g ap—;@;. Alors :
i=0 i=0

p p p
bp = E AiGp—; = E AiGp—; = E a;Qp_; = bp
=0 1=0 1=0

Comme b, = by, nous en concluons que, si p < n, alors b, € R

n n
* Remarquons, a nouveau, que, si p > n + 1, alors b, = Z aiGp—; = Z a;ap
i=p—n i=p—n
Et alors :
n n p
bp= > Gl i= Y Gl =Y Gapi=Db
i=p—n i=p—n =0

Comme E = bp, nous en concluons que, si p > n+1, alors b, € R
Ainsi, pour tout p, b, € R et donc P x P € R[X]

2. Démontrer que, pour tout z € C P(z) = P (2)

—i

Rappelons que P désigne la fonction associée au polyndéme P et que P (z) désigne aussi la valeur

de la fonction P en P.

Soit P € C[X] défini par P (X) = apX*.
k=0

Alors, pour tout z € C, nous avons :

PE =Y amF =Y e = a = Po)
k=0 k=0 k=0

Nous avons donc bien pour tout z € C P (z) = P (2)

3. Montrer que, pour P € C[X] et Q € C[X], les 2 propositions suivantes sont équivalentes :

= P est divisible par Q = P est divisible par Q

La résolution de cet exercice repose sur la propriété P x Q = P x Q.

P est divisible par @ si et seulement si, il existe R € C[X] tel que P = QR et donc :
P=QR+<=P=QR+= P=QR

Et donc P est divisible par Q.
Ayant procédé par équivalences, nous avons équivalence entre les 2 propositions

https://mathinfovannes.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO@©

Page 228



Chapitre 6 : Les polynémes 6.10 Correction de quelques exercices

Exercice 13 :

Factoriser dans C [X], puis dans R [X] les polynémes suivants :

1L P(X)=X*+1

Les racines de ce polynémes sont les racines 4-iemes de —1.

k
Si 6 est ’'argument d’une racine de —1, nous avons 4 = 1+2km <= 0 = %—l—?ﬂ- aveck =0,---,3,
c’est a dire, qu’en fait :
2k+1)w
4

Il y a donc bien 4 racines a ce polynoéme :

0= avec k=0,---,3

ro=€e4d x1=€e 4 xo=€e 4 =—290=T] Tz=€ 4 = —x1 =12

Nous obtenons ainsi la factorisation dans C [X] :

P(X)=X'+1= (j(eil) (;fleu) (Xfeﬁ) (X—eiT)
A (x-2)

k=0

Puis, dans R [X] :

P(X)= X'4+1=(X-¢4) <X—ei%) (X—e’%r) (X—ei%”)
= (X2 - V2X +1) (X2 + V2X +1)

La factorisation de P dans R [X] est donc P (X) = (X2 —V2X + 1> (X2 +v2X + 1)

. P(X)=X%-1

Les racines de ce polynomes sont les racines 6-iemes de 1.

Si 6 est 'argument d’une racine de 1, nous avons 60 = 2km < 0 = I%T avec k=0, -+ ,5.
Il y a donc bien 6 racines a ce polynome :

il iQJ . '4l . n Z'5l P
To=1 x1=e¢€3 To =€ 3 =] r3 = —1 Tyg=€e 3 =Ty=7"=7 x5=€ 3 =17

Nous obtenons ainsi la factorisation dans C [X] :

PX)=X0"1= (X -1)(X+1) (X -¢F) (X_ei%”)a? (X_eq)
Puis, dans R [X] :

4m 2T

P(X)= X°—1=(X-1)(X+1)(x—e) (X—ei%r>el? (X—e’:s)
= X-1D)(X+1D)(X2-X+1)(X2+X +1)

La factorisation de P dans R [X] est donc P (X) = (X —1)(X 4+1) (X2 - X +1) (X2 + X +1)
SP(X) = X8+ X441
En faisant le changement de variables U = X4, nous obtenons U2 +U +1et U2 +U +1=0si

et seulement siU =¢e'3 =joulU =¢€'3 =j=j°
Et donc X* = j ou X4 = ;2
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2m
> Nous avons arg (j) = 5 et si 6 est 'argument de X, nous avons :

27 T km
4= —+2kn<—=0=—+ —
g T 62
Nous avons ainsi 4 racines X pour £k =0,---,3
in 2im Tin 5im
oneﬁ X1:€3 :] X2266 :—XO X3:63 :—XIZ—J

4
> Nous avons arg (jz) =73 et si 0 est 'argument de X, nous avons :

47 T k=
40=—+2kn<—=0=—-+ —
g T 372
Nous avons ainsi 4 racines X pour k =4,---,7
i J— Sim J— dim —_— = 1lim J—
X4:63 :X3 X5:€6 :X2 X6:e3 :—X4:X1:j X7:6 6 = 0

D’ou la factorisation dans C [X] :

3 : .
1(3k+1)m 1(3k+2)
P(X):X8+X4+1:H(X—e—6 )(X—eifi )
k=0

Et dans R [X]

P(X)=X*+X*+1=(X?— X +1)(X?+V3X +1) (X>+ X +1) (X> - V3X +1)

Exercice 14 :

Montrer que P (X) = X (X + a) (X + 2a) (X + 3a)+a* est un carré dans K [X]. En déduire une décomposition
de Q(X)=X(X+1)(X +2)(X +3) — 8 en produit.

> En développant, nous avons P (X) = X* +6aX? + 11a2X? + 643X + a*.
Si c’est un carré, ce sera le carré d’un polynome de degré 2 dont ’aspect ne peut étre que du type
X2+ BX +a?.
Par calcul, nous avons :

(X2 +BX +a%)” = X' +28X3 + (82 + 24%) X° + a® (2428) X + a*

Et en identifiant, nous obtenons 5 = 3a
Dot X (X 4 a) (X + 2a) (X + 3a) + a* = (X* + 3aX + a2)2
> Maintenant, il nous faut regarder @ (X).
D’apres ce que nous venons de montrer, nous avons (avec a = 1) :

X(X+1)(X+2)(X+3)+1=(X2+3X +1)°

QX)= X(X+1)(X+2)(X+3)-8=X(X+1)(X+2)(X+3)+1-9
= (X>4+3X+1)"-9=(X>+3X +1+3) (X2 +3X +1-3)
(X2+3X+4§ (X2 43X —2)

> Remarquons que le polynome (X 243X+ 4) est irréductible dans R alors que

3—\@) <X_3+x/ﬁ>

2 i — i
(X2 +3X - 2) (X 5 5
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* Ainsi, une décomposition de @ dans R [X] est donnée par :

3_;@) <X_3+2m)

Q(X)=(X*+3X +14) <X—

3—1V7 3+ V7
* Puisque (X%+43X +4) = (X + 2“[> (X + +2Zf>, la. décomposition de @ dans

C [X] est donnée par :

o (5 55) (12227 (v 5 - 27)

Exercice 15 :

On note D : Ry [X] — R4 [X] I'application définie par

D(P)(X)=P(X+1)— P(X)

1. Montrez que D est bien une application linéaire .

Montrer la linéarité ne pose pas de difficulté
Soient P €e K[X], Q e K[X], A€ Ket p € K. Alors :

D(AP+pQ)(X)= (AP +pQ)(X +1) — (AP + pQ) (X)
(AP)(X+1)+(MQ)(X+1) (AP) (X) — (u
AP (X +1) 4 pQ (X +1) = AP (X) — p@Q (X
)\P(X—i—l)—)\P(X)—i—MQ(X—i-l) 1Q (X
AP(X+1)=PX)]+pQX+1)-Q((X
= AD(P)(X)+ uD(Q) (X)

Q) (X)

)
)
)

]

Nous avons donc bien, dans R[X], D (AP + puQ) = AD (P) + uD (Q).
D est donc bien linéaire

. Déterminer la matrice A de D dans la base canonique {eq,e1,ea,e3,¢e4}

Nous allons rechercher les images par D de chacun des vecteurs de base
> D(eg)(X)=eg(X+1)—e(X)=1-1=0
> (61)(X)=€1(X—|—1)—€1( ) X—|—1—X=1=€0(X)
b D(eg)(X)=ex(X+1)—es(X)= (X +1)> = X2 =2X +1=r¢y(X) +2¢; (X)
b D(es)(X)=e3 (X +1D)—es(X) = (X +1)°—X3 =3X243X+1 = eo (X)+3e1 (X)+3ez (X)
> Et le calcul de D (ey) :
Die))(X)= es(X+1) —eg(X)=(X+1)" - X* =4X3 +6X2+4X +1
= eo(X)+461(X)+662(X)+463(X)

Et donc la matrice A de D est :

b

|
cocoocooco
cooor
cCo o
c o wwr
=R SONC NN

. Soit la famille de vecteurs B={1,X, X (X -1), X (X -1)(X —-2), X (X -1)(X —-2)(X —-3)}.
Montrez que B est une base de Ry [X]

Nous appelons fo = eg, f1 = €1, fo = —e1+ea, f3 =2e1 —3ea+e3 et fy = —6ey + 1les —bes+ey.
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Alors, B = {fo, f1, f2, f3} et le déterminant de B dans la base canonique est :

1 0 O 0 0

01 -1 2 -6
detB=10 0 1 -3 11|=1

0 0 O 1 -6

0 0 O 0 1

La famille B forme donc une famille libre et est une base de Ry [X]
4. Déterminer les matrices de passage entre la base canonique et 3
* Soit P la matrice de passage de la base B dans la base canonique.
Cette matrice nous donnera les coordonnées d’un vecteur U dans la base canonique, connaissant

les coordonnées de ce vecteur U dans la base B. Les colonnes de cette matrice P sont formées
des coordonnées des vecteurs de B dans la base canonique. Nous avons donc :

1 0 O 0 0
01 -1 2 —6
P = 00 1 =3 11
0 0 O 1 -6
0 0 O 0 1

* De la méme maniere, la matrice de passage de la base canonique dans la base B nous donnera
les coordonnées d’un vecteur U dans la base B, connaissant les coordonnées de ce vecteur
U dans la base canoniques. Les colonnes de cette matrice sont formées des coordonnées des
vecteurs de la base canonique dans la base B. Il faut remarquer que cette matrice est P~
Nous avons donc :

eo = fo

e1= fi

e2= fa+er=fi1+fo

e3= fa+t3ea—2e1==-2f+3(fitfo)+fa=f+3fa+f3

es= fa+6fi—11([i+fo)+6(fr+3fatfa)=fi+Tfo+6fs+ fa

D’ou nous obtenons :

100 0 0
01 1 11
Pt=]100137
00016
000 01

5. Déterminer la matrice A1 de D dans la base B.

= En revenant aux matrices de changement de bases, nous avons :

(Ry[X],B) 5 {Ry[X],Can} 5 {Ry[X],Can} 5 {R,[X],B}

Et nous avons A, = P~1AP, et pour trouver, aux calculs!!

= Une autre solution, tout aussi laborieuse et moins élégante est de calculer les D (f;) pour
i =0,---,3 dans la base B

D (fo) = D (e5) = 0

D (f1) =D (e1) =eo = fo

D (fg) =D (—62 + 61) =-D (62) + D (61) = — (60 + 261) +eg=—2e1 =-2f1

Le calcul de D (f3) semble plus long

D (fg) = D (261 — 362 + 63) =2D (61) —3D (62) + D (63)
= 2e0—3 (60 +2e1) + (e + 3e1 + 3e2) = —3e1 + 3e2 = 3fs

b o S I

*

Et pour terminer, celui de D (f4) :

D (f4) = D (—661 + 1leg — Ges + 64) =—6D (61) + 11D (62) — 6D (63) +D (64)
= 7660 + 11 (60 + 261) —6 (60 + 361 + 362) + (60 + 461 + 662 + 463)
= 861 — 1262 + 463 = 4f3
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D’ou la matrice Ay :

Ay

Il
coocoo
coocor
coowmo
cowoo
ok oo

6. Calculez A™.
De A; = P71 AP nous tirons A = PA; P~ et pour tout n € N, nous déduisons A" = PATP~L.

Et donc :

>
0020 0 000 3 0 0000 4
000 3 0 000 0 4 00000

A= 0 0 0 0 4 A= 00 0 0 0 Aj=1 0 0 0 0 0
0000 0 00 00 0 00000
00000 00000 00000

Et donc A} = O
> Sin > 5, alors AT = O et, en particulier A” = O

Exercice 17 :

Dans cet exercice, nous allons confondre polynoéme et fonctions polynome
Dans Ry [X], R-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a deux, nous considérons I'applica-
tion :

g: RQ [X] — RQ [X]

P — g(P) oa;(?)(x):(1+;L-)P'(x)+3/0zp(t) dt — zP (z)

1. Montrer que g est une application linéaire.

La démonstration de la linéarité est simple; elle est liée a la linéarité de la dérivation et de
I'intégration.
2. Déterminer la matrice A de g dans la base canonique{1, X, X?}.

> Appelons ey (X) = 1. Alors :
g (eg) (x) = <1+l‘)€6($)+3/ dt — zeg (z) = 3z — ¢ = 22 = 2e; ()
0

> Appelons e1 (X) = X. Alors :

g(ex) () = <1+z>ea<x>+3/jel<t> dt — zey (2)
2

i 21" 3
. (1+ac)+3/ tdt—x2=(1+x)+3b} —x2:(1+$)+%—x2
x2 0 0

> Pour terminer, appelons e; (X) = X2. Alors :

g (@) () = <1+z>eg<x>+3/jez<t> dt — zey (2)

T 3 z

(1+$)+3/ t2dt—x3:(1+x)+3{§} —2¥=(1+x)+a> 23
0 0

z+1
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D’ott nous obtenons la matrice de g :

0 1 1
Mpxxay(g)=(2 1 1
0 3 0

3. Montrer que g est bijective.

Nous calculons le déterminant de la matrice. S’il est non nul, alors g est bijective

0 1 1 11 1
detM{17X7)(2}(g): 2 1 1|=-2x 1 l:—2><=1
010 5 0 2
2

Comme det My x x23 (9) # 0, g est bijective.
4. Résoudre dans Ry [X] I'équation

(1+a:)P’(a:)+3/ P(t)dt=aP(z)=2*>—2+1
0
L’objet de cette question est de trouver F' € Ry [X] tel que g (F) (z) = 2% —x + 1.

Supposons que F (x) = az? + bz + c.
Utilisons le calcul matriciel pour connaitre g (F)

0 1 1 c b+a
2 1 1 bl=1|2c+b+a
0 & 0/ \a :

Nous devons donc trouver a € R, b € R et ¢ € R tels que :

b+a= 1
2c+b+a= -1
b_

2

D’olt nous tirons b=2, a = —1 ¢t ¢ = —1 et donc F (z) = —22+ 20 — 1= — (z — 1)°

Exercice 19 :
Soitn € Net P, (X) = (X +1)>"" — x2n+1 _1
1. Démontrer que le polynéme X* + X divise le polynéme P,

Il est facile de démontrer que P, (—1) = P, (0) = 0 et que donc P, est factorisable (ou divisible)
par X (X +1)=X?+ X

2. Former le quotient de la division de P, par X? + X

2n-+1 2n
Nous avons (X + 1)2n+1 — Z C§n+1Xk =1+ Z anJrle —+ X2n+1, de telle sorte que :
=0 k=1

2n 2n
P’n (X) = (X + 1)2”+1 - X2’ﬂ+1 -1= Z anJrle - X (Z C§n+1Xk1>
k=1 k=1

2n
Maintenant, il faut trouver @ € R [X] tel que Z Ch X=X +1)Q(X)
k=1
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= En utilisant les symétries classiques des coefficients binomiaux, nous avons :

k 2n+1—k
CQn+1 C2n+1

Et nous avons alors :
ZC?”HXk_l ZCZnH Xty X2k ZcanXk_l (1+ XQ("_k)H)

= Regardons de maniére plus précise 1 + X2(n—k)+1
De maniere classique, en utilisant la somme des termes d’une suite géométrique, nous avons :

2(n—k) 2(n—k)
14 X2(n7k)+1 —1_ (7X)2(n7k)+1 _ (1 B (*X)) Z (7X)] — (1 + X) Z (*X)J
=0 J=0

= En < réinjectant > l'identité trouvée, nous obtenons :

2n n n 2(n—k)

Do Ch Xt = Y Ch XM (1 XEI) =y e, X+ X) Y (XY
k=1 k=1 k=1 j=0

2(n—k)
= (1+X) Z C X5 Z (=X’
§=0
2(n—k)
Nous venons donc de trouver () ; nous avons Z Ch, Xk (-XY
7=0

3. —1 est-il racine double de P, ?

Si —1 est racine double de P, alors —1 est racine de P/ ; or
PL(X)=(2n+1) (X +1)*" - x*")

Et P/ (-1) = (2n+ 1) — 1 = 2n. —1 n’est donc pas racine de P, et —1 n’est siirement pas racine
double de P,

Exercice 20 :

Trouver a € K et b € K pour que (X — 1) divise aX™ ! + bX" + 1

Ceci signifie que 1 est racine d’ordre 2 de P, (X) = aX"! + bX"™ + 1.

Nous devons donc avoir P, (1) = P/ (1) =0et P/ (1) #0
> Tout d’abord, P, (1) = a + b+ 1 et nous obtenons une premiere relation : a+b+1=0
> Ensuite P (X) = (n+1)aX™ +nbX" ! et donc P, (1) =0+= (n+1)a+nb=0
> Nous obtenons alors un systeme d’équations :

{ atb= -1 —a=netb=—-(n+1)

(n+1l)a+nb= 0

Nous avons donc P, (X) =nX"tt — (n+1) X" +1
> Nous retrouvons :
* P, (1)=0
*x PP(X)=n(n+1)X"—nn+1) X" tetP ()=nn+1)—n(n+1)=0
* PI(X)=n*(n+1) X"t —n(n*—1) X" 2 et

Pé'(l)znZ(nqu)fn(anl):n3+n2—n3+n:n2+n

et donc P/ (1) #0
(X —1)? divise donc nX" ! — (n+ 1) X" + 1
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6.10.2 Correction des exercices complémentaires
Exercice 21 :

Vrai ou faux

1. R[X] est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C [X]
C’est faux, puisque si cela était, le polynome X + 1, élément de R [X], serait, multiplié par le
nombre complexe 1 + ¢, un polynéme de R [X], ce qui est faux

2. Deux polynémes unitaires ayant les mémes racines avec le méme ordre de multiplicité sont égaux.
C’est faux, Voyons, par exemple les polynomes P (X) = (X — 2)7 (X + 1)3 (X2 + X+ 1) et
Q(X)=(X-2"(X+1)° (2X% — X +1) ont les mémes racines dans R [X] mais ne sont pas
égaux.
C’est, par contre, vrai dans C [X]

3. Le polynéme B € K[X] étant fixé, I'application qui a A € K[X] associe le reste dans la division
euclidienne de A par B est un projecteur.
C’est vrali,
Considérons 'application Pg définie par :

{PB:K[X] s K[X]
A +— Pp(A)=Rou R est tel que A= BQ + R ot deg R < deg B

= Nous pouvons écrire, en fait, A = BQ + Pp (A)
= Soient A € K[X] et A; € K[X] tels que A =BQ + R et A; = BQ1 + R; avec deg R < deg B
et deg Ry < deg B.
Alors, A+ Ay =B(Q+ Q1) + R+ Ry et deg (R + R1) < max (deg R, deg R;) < deg B.
AAiIISi7 PB (A + Al) = PB (A) + PB (Al)
= On montre facilement que, pour tout A\ € K, Pg (AA) = APg (A)
Pp est donc une application linéaire.
C’est aussi un projecteur.
Il faut démontrer que Pg o Pg = Ppg.
Ce n’est pas tres difficile!!... Soit A € K[X]. Alors,
Si A= BQ + R, c’est & dire A = BQ + P (A) alors R= B x O+ R et donc Pg(R) = R <
Pp [Pp (A)] = R = Pp(A)
4. Le polynéme 1+ X* étant somme de 2 carrés n’est pas décomposable en produit de deux polynémes
du second degré.

Bien entendu, C’est faux
Les seuls polynémes irréductibles de R [X] sont les polynémes du premier degré et les polynémes
du second degré a discriminant néagatif.
Le polynéme 1 + X* est donc réductible ou factorisable dans R [X]. D’ailleurs, Le polynome
1+ X4 = (X2 - V2X +1) (X2 +v2X +1)

5. Deux polynémes de degré n qui prennent les mémes valeurs en n points sont égaux.

C’est faux
Pour les polynémes de degré n, il faut n + 1 points.
6. La somme de deux polynémes de degré n est un polynéme de degré n.
C’est trivialement faux
1l suffit de choisir P (X) = X" +4et Q(X)=—-X"+X2+4; Alors P(X) +Q(X) = X2 +5.
De maniére générale, deg (P 4+ Q) < max (deg P, deg Q)
7..Si la somme des coefficients d'un polynéme est nulle, il est factorisable par X — 1.

C’est vrai
n

Soit P (X) = Zaka. Alors,P (1) = Z ak.
k=0 k=0
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n
Ainsi, si Zak =0, alors, P (1) =0 et P est factorisable par X — 1
k=0
8. Le polynéme 1 4+ X + ...+ X" n'a pas de racine réelle.
C’est faux
Si n est impair, alors —1 est racine du polynome.

6.10 Correction de quelques exercices

Si le polynéme P est de degré n, alors, la famille {(P, PP - ,P(”)} des dérivées successives de

P est une base de K,, [X]

C’est vrai

Si degP = n, alors deg P*") = n — k et la famille {(P,P’,P”,--+,P™} est une famille de
polynémes de degrés échelonnés. D’apres le corollaire 6.8.4, elle forme une base de K,, [X]

10. Si a est racine d'ordre k d'un polynéme P € K [X], alors a annule P et ses k premiéres dérivées.

C’est faux

a annule P et ses k — 1 premieres dérivées

Calculs sur les polynoémes

Exercice 22 :

2n

Montrer que (X® + X%+ X +1) (Z (-1)" Xk’> = X243y X2 4 X2 4]

2n

k=0
2n 2n+3 2n+3

> Nous avons X?’Z (—1)F x* = Z (—1)F xH+3 = Z (1) 3 xk = — Z (—1)" x*

k=0 k=0 k=3 k=3
2n 2n 2n—+2 2n+2

> De méme :X2 Y (—1)" XF =" (1) XM= Y (- P xR = Y (-1)f xP
k=0 k=0 k=2 k=2

2n 2n 2n-+1 2n+1
> Puis X ) (D XF =) " (P XM =N () xR == > (-nF Xk
k=0 k=0 k=1 k=1
De 1a,
2n 2n+3 2n+2 2n+1 2n
(X°+ X2+ X +1) <Z (-1)’0(’6) e DR CS LD GRS NN CE Vb RN C VLD CET N CR VP ¢
k=0 k=3 k=2 k=1 k=0

Ce que nous voulions

Exercice 24 :

2n
"y _ (Z (_1)k Xk + (_X2n+1 +X2n+2 _ X2n+3)>
k=3

2n
+ <X2 + Z(il)k Xk o X2TL+1 +X2n+2
k=3

2n
- (—X + X2+ (-1)FxF - X2”+1>

k=3
2n
H{1-X+X24> (-1 x*
— (X2n+1 _ X2n+2 + X27i€f??) + (X2 _ X2n+1 +X2n+2)

—(-X + X2 - X)) + (1- X + X?)
— X2n+3+X2n+1 +X2 + 1

Effectuer (1+X) (1+ X?) (1+X*) -+ (1+ X?")

Nous allons appeler P, (X) = (14 X) (14 X2) (1+X%)--- (14+X2") = [] (1+x2")

k=0
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Nous pouvons remarquer que P, (X) = (1+ X2") P, (X)
Nous allons faire quelques premiers calculs :
= F(X)=01+X)
= P (X)=(1+X)1+X?)=1+X+X?+X3
= P (X)=(01+X) (1+X2; 1+XY)=1+X+X>+ X3+ X'+ X° + X6 + X7
(2r11)
Nous pouvons penser que P, (X) = Z X* et nous allons le démontrer par récurrence.

k=0
= C’est vrai pour n =0
Il suffit de le vérifier dans les calculs que nous venons de faire. C’est aussi vrai pour n = 1 et
n=2
(z721)

= Supposons que c’est vrai a ’ordre n c’est a dire que P, (X) = Z X*
k=0
= Démontrons a 1’ordre n + 1

Nous savons que P, (X) = (1+X2") P,_1 (X).
En utilisant I’hypothese de récurrence, nous pouvons écrire :

ontl_q

P (X)= (1+X) P (x)=(1+x>"7) [ > x*
k=0

on+l_q on+1l_ 1 ontl_ 1 ont+l_ 1
= > XPaxT Y xP )= Y xRy S xke
k=0 k=0 k=0 k=0
on+1_1 gn+lyontl_q on+2_1 on+2_1
nt1l_
= E Xk 4 E XP=Sum;_ ) ' xF + E Xk = E Xk
k=0 k=2n+1 k=2n+1 k=0
2n+2_1 2(n+1)+1_1
Nous avons donc P, 11 (X) = E Xk = E Xk
k=0 k=0
(1)
Ainsi, pour tout n € N, nous avons P, (X) = E Xk
k=0

Exercice 25 :

1 1 —
FactoriserQn(X)zl—FX+§X(X_1)+..,_~_(

“ (—1
Tout d’abord, remarquons que, pour n > 1, nous avons @, (X) = 1+Z (=1)

1.

n n—1
-1
En particulier, pour tout n > 1, @, (X) = Qn-1 (X) + ( ‘) H (X -9
n!
Jj=0

Comme dans l'exercice précédent, nous allons faire quelques premiers calculs :
= (X)=1-X)

= Qz(X)zl—X—k%X(X—l):(l—X)(1—%):%(I—X)@—X)
= Qg(X):%(1—X)(2—X)—$X(X—1)(X—2):%(X—l)(X—2)(3—X) et donc
Qs(X)= 51 (X~ 1)(X ~2) (X - 3)

_1 n n
Nous pouvons penser que, pour n > 1, @, (X) = (=1) H (X — k) et nous allons le démontrer par

récurrence.
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= C’est vrai pour n =1
Il suffit de le vérifier dans les calculs que nous venons de faire. C’est aussi vrai pour n = 2 et
n=23

71 n n
= Supposons que c’est vrai a ’ordre n c’est & dire que @, (X) = ( |) H (X —k)
n/
k=1
= Démontrons a ’ordre n + 1

Nous savons que @, (X) = Qn-1(X) + i H (X — 7).
s
En utilisant I’hypothese de récurrence, nous pouvons écrire :

()"

Qnt1(X) = Qn(X)+ CE

(X =)

Exercice 26 :
Trouver P € C[X] vérifiant (P')* = 4P oii P’ est le polynéme dérivé de P

> Intéressons nous tout d’abord au degré du polynéme P. Comme deg P’ = degP — 1 et que
deg (P")?* = 2deg P’, nous avons I'égalité

2(deg P —1) =deg P <= deg P =2
> On suppose P (X) = aX? +bX + ¢, alors P’ (X) =2aX +b et :
(P')? = 4P < (20X + b)* = 4aX? + 4bX + 4c < 4a°X> + 4abX + b* = 4aX? + 4bX + 4c

Et en identifiant, nous obtenons 4a? = 4a, 4ab = 4b et b*> = 4c
> Nous obtenons donc le systeme :

4a%> = 4da ala—1)= 0
dab= 4b <= < ba—1)= 0
b= 4c b= 4c

* Sia=0alors b=c=0 et P est le polynéme nul
2

b
* Sia#0,alorsa=1etalorsbeRet c= " et le polynéme P est donc du type :

b2
P(X):X2+bX+ZavecbeR

Exercice 27 :

Trouver P € C[X] vérifiant (X? 4 1) P — 6P = 0 ois P" est le polynéme dérivée seconde de P
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— A Timage de l'exercice que nous venons de résoudre, nous pourrions nous atteler au degré du
polynéme P ; nous avons :

deg P" +2=deg P <= deg—2+2 =deg P <= deg P = deg P
Ce qui ne nous apporte rien!!

— Nous allons utiliser la méthode Bull-Dozer en écrivant P (X) = Z arX"* ot n est le degré de P
k=0
et a, #0

Alors, P (X Zk —1)apX*2 ij —1)apX"? et donc :
k=0

(X2 +1)P" = Zk —1aka+Zk (k — 1) apX*2

k=2
n—2
= Zk — D apXP+ Y (k+2)(k+1)ar X"
k=0
n—2
= 2a0+6a:X + Y [k(k—1)ar+ (k+2)(k+ 1) appo] XF+

k=2
m—1)(n—2)apn X" +nn—-1a, X"
Si (X2 + 1) P’ —6P =0 < (X2 + 1) P = 6P, nous avons : 6a, = n(n—1)a,, ce qui est
équivalent, puisque a, #0,26=n(n—1) <=n?>—-n-6=0
La résolution de cette équation du second degré nous donne n = 3 et n = —2. Comme nous devons

avoir n € N, nous retenons donc n = 3.
— Soit donc P un polynome de degré 3. Nous avons donc :

P(X)=aX?+bX?*+cX +det P’ (X)=6aX +2b
D’ou, apres calculs,
(X?+1)P" —6P =0<+= —4bX> +6(a—c) X + (2o — 6d) =0
D’ou nous tirons :
b=0 a—c=0 b—3d=0<=a=c b=d=0avecacC
Donc P (X) =a (X% + X) aveca € C
Réciproquement, on vérifie que ce polynéme vérifie (X 24 1) P’"—6P=0
Ainsi, 'ensemble des solutions polynomiales de ’équation différentielle du second ordre
(:r2 + 1) y”’ — 6y = 0 est un sous-espace vectoriel de dimension 1 du C-espace vectoriel
C[X].

Le vecteur nul de ce sous-espace vectoriel , qui est donc le polynéme nul, est bien solution
de cette équation différentielle

6.10.3 Arithmétique des polynomes
Exercice 28 :

1. Soit P € C[X]. Le reste de la division de P par (X — 1) est 3, le reste de la division de P par (X + 1)
est 1,le reste de la division de P par (X — 2) est 7
Quel est le reste de la division de P par (X — 1) (X +1)(X —2)?
Nous allons toujours utiliser le fait que P (X) = A (X)Q (X) + R(X) avec deg R < deg A
D’apres ’énoncé, nous avons donc :

P(X)= (X-1)Q:1(X)+ P1)= 3
P(X)= (XJrl)Q (X)4+1 etdonc ¢ P(-1)= 1
PX)= (X-2)Qs(X)+ PQ@R)= 7
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Dans la division par (X — 1) (X + 1) (X — 2), nous pouvons écrire :

PX)=(X-1D(X+1)(X-2)Qs(X)+aX?*+bX +c

Et donc :
P(l)= 3=a+b+c a+b+c= 3
P(-1)= 1l=a-b+c d’ott le systeme a—b+c= 1
P(2)= T7T=4a+2b+c da+2b+c= T

D’ot1 nous tirons @ = b= c = 1 et le reste est donc R(X) = X2 4+ X +1

2. Soit P € C|[X]. Le reste de la division de P par (X? + 1) est X + 1, le reste de la division de P par
(X —1) est 4.
Quel est le reste de la division de P par (X —1) (X2 +1)?

La résolution est totalement identique ; nous avons :

PX)= (X*+1)Qi(X)+X+1 P_(E)i 13
{P(X): (X =1)Q2(X)+4 bd Pé(li; 111

Dans la division par (X — 1) (X2 + 1), nous pouvons écrire :
PX)=(X-1)(X*+1)Q(X)+aX*+bX +c¢
Et donc nous obtenons le systeme :

—a+itb+ec= 1+1
—a—tb+c= 1—1
at+b+c= 4

D’olt nous tirons a =1, b =1 et ¢ = 2 et le reste est donc R (X) = X2+ X +2

Exercice 29 :

Soient P(X)=3X?+ X +1etQ(X)=3X2+2X —1.
Rechercher pged (P, Q) dans les cas suivants :

1. PeZ/3Z[X] et Q€ Z/3Z[X)]
Dans Z/3Z [X], nous avons P(X) =X +1et Q(X)=2X-1=2X+2=2(X+1).
Ainsi, dans Z/3Z [X], pged (P, Q) = (X + 1)
2. PeQX] et Qe Q[X]
On peut remarquer que —1 est racine de @ et donc Q (X) = (X +1)(3X — 1)
Or, ni —1, ni % ne sont racines de P. Donc, P et () sont premiers entre eux
3. PeZ[X]etQe€Z[X]

Pour Z [X], le raisonnement est identique ; donc, dans Z [X], P et () sont aussi premiers entre eux

Exercice 30 :

Soient a € R, m € N et n € N. Calculer dans R [X], le pged des polynémes X™ —a et X™ — a

> Tout d’abord, si a = 0, c’est terminé : si n > m, le pged est alors X™.
> Sia # 0 et que m = n, ce n’est pas plus difficile!!
Nous allons donc supposer a # 0 et n % m ; supposons donc n > m

1. Soit donc n > m. Nous allons effectuer la division euclidienne de (Z™ — 1) par (Z™ — 1)

(a) Tout d’abord, si nous effectuons la division euclidienne de n par m, nous obtenons :

n=mqg+riould<r,<m
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(b) Classiquement, nous avons :
(A" —1)=(A—1) (A" T+ AP 2 4. 4+ A+1)
C’est a dire, qu’en remplacant A par Z™, nous obtenons :
(Zm)® = 1) = (27 = 1) (227 + (2777 4o 27 1)
—
(Zms —1)=(Z™ —1) (Zzma—m 4 Zma=2m 4 . 7™ 4 1)
(¢) Maintenant, multiplions les deux membres par Z™ :

ZM x (Zmn —1) = (Z™ —1) x Z" x (Zma=m 4 Zmasimogp Zzm 4
<~

1)

(Zm‘I1+T1 _ Zh) — (Zm _ 1) (qu1+7‘1*m 4 gmaitri=2m oy oy gmary g Zﬁ)

<
(Zn _ Zrl) — (Zm _ 1) (Zn—m + Zn—2m N Zn—m(Q1—1) + Zn_mql)
Puisque
n=mq +r<r=n—mq etdoncm+rr=n—m(qg —1)

(d) Maintenant, nous avons (Z" —Z™) = (Z"—-14+1=2") = (Z"=1) — (Z™ = 1), de telle

sorte que :

(Zn N 1) _ (Zm B 1) (anm + Zn72m TR Zn—m(qlfl) + anmql) + (Zrl B 1)

Nous avons, ici la division euclidienne de (Z™ — 1) par (Z™ — 1)
2. D’apres l'algorithme d’Euclide, nous pouvons écrire :

pged (2" —1),(Z™ — 1)) = pged (Z™ — 1) ,(Z™ — 1))

(a) En effectuant les divisions successives de n par m, nous avons :

i. D’apres le premier point, nous avons n = mgq; + r1 ou 0 < r1 < m et pged (n,m) =

pged (m,r1) et donc
pged (2" —1),(Z2™ — 1)) = pged ((Z™ = 1), (2™ - 1))

ii. En continuant les divisions, nous avons m = ¢ar1 + 72 ot 0 < ro < 71 et pged (m,ry) =

pged (r1,72) et donc
pacd (27 =1, (27 — 1)) = peed (27 ~ 1), (27 ~ 1)
C’est a dire pged (n, m) = pged (m, r1) = pged (r1,72) et donc

pged (2" = 1), (2™ —1)) = pged (2™ = 1), (2™ —1)) = pged (2" = 1), (2™ - 1))

(b) En itérant ces divisions successives, nous obtenons :

pged (Z" —1),(Z2™ —1)) = (Zpgcd(nym) _ 1)

(¢) En particulier, si m et n sont premiers entre eux, nous avons pged ((Z" —1),(Z™ —1)) =

(Z-1)
3. Maintenant, quel est le pged de X" —a™ et X™ —a™?

X n
(a) Nous avonsX™ — a™ = a" K—) - 1} et donc
a

0= .5 = e [(5) 1. [(5) -]

a

(b) Sinous posons Z = —, nous pouvons écrire
a

([ 3=

(¢) Et nous avons donc pged (X — a”, X™ — ™) = Xpeed(nm) _ gpged(nm)
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Exercice 31 :
Factoriser dans C [X], puis dans R [X], les polynémes suivants :
1. PL(X)=X6+1
Il s’agit donc de rechercher les racines 6-iemes de —1. Nous avons :

X6 — _1 — X6 — ei(ﬂ+2k7T)

Nous obtenons facilement 6 racines, indicées par k =0, - ,5 X} = PRy
s 3 1
XO:erS :£—|—Z—
X, =(678) = 12 =
(T 2m 5 —
X2—el<6+3>—elﬂ‘23+i%
(T 3T ™ — A
X3=el<6+3>= 616—723—2.%: 2
7;<E+4i> 37
X4:€ 6 3 :el? :—Z
i(Z 438 11 —
X5:el<6+3>:el%:§_i;: 0

D’ou les factorisations de P;
> Dans C[X] :

s 5T . 1l
P(X)=X4+1= (X - 615) (X — i) (X - eZ?> (X —|—elﬁ) (X +1) (X - eZT)
> Dans R [X] (il faut regrouper les racines complexes et leurs conjugués) :

P (X)=X41=(X?+1) (X2 - XV3+1) (X2 + XV3+1)

2. P,(X)=X%-1

Tout d’abord, X% — 1 = (X3—1) (X3+1)
> Etdonc X? —1=(X-1)(X*+X+1)=(X-1)(X —j) (X —))

> Ensuite X? +1=(X+1) (X2 - X +1) = (X +1) <X1+2i\/§> (X 1—i\/§>

D’ou les factorisations de P

> Dans R[X] :
PBX)=X-1=X-1)X+1)(X?+X+1) (X*-X+1)
> Dans C[X] :
Po(X) = X6 —1 = (X — 1) (X +1) (X = ) (X - 7) (X— ”2”5) (X—1_§ﬁ>

3. P (X)=X%4 X564+ X3 +1
= Il y a un changement de variables évident : U = X? et nous obtenons un nouveau polynéme

en U
P371(U):1+U+U2+U3

On a vu en Ly que les racines d’un tel polynome sont les racine 4-iemes de 1 sauf 1
Les racines de Ps 1 sont donc Uy = —1, Uy =i et Uz = —i.
Nous devons, maintenant, rechercher les racines cubiques de Uy, Us et Us.

> 11 est assez facile de voir que les racines cubiques de —1 sont —1, —j et —j?

. i(5+2km) . . . P s )
> Sachant que ¢ = e'\ 2 , les racines cubiques de i sont ¢'6, ¢ 6 et —i

)
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T .5
> Et donc, les racines cubiques de —i sont 7, —e'6 et —e' 6

D’ou les factorisations de P
> Dans C[X] :

> Dans R [X] :
Py(X) = X4 X0+ X341 = (X +1) (X2 +1) (X2 + X +1) (X2 - /BX +1) (X? + V3X +1)

= Une autre facon de voir les choses est d’écrire :

3\ 2 3 l—(X3)4
Py(X) =X+ X0+ X0+ 1=1+ X°+(X°) + (X°) = -5~

De telles sortes que les racines de P; sont toutes les racines 12-ieémes de 1 sauf 1, j et j2.
Bien entendu, nous retrouvons les mémes racines.EI

6.10.4 Dérivée d’un polynéme. Formule de Taylor
Exercice 32 :

Trouver tous les polynémes de C [X] tels que P’ divise P
Dire que P’ divise P, c’est dire qu’il existe Q € C[X] tel que P = QFP’
1. Si P est le polynéme nul, alors P vérifie la relation demandée
2. Si P est un polynoéme constant non nul, alors P’ = 0 et P ne vérifie pas la relation demandée

3. Pour commencer, si deg P =1, alors P (X) =aX + b avec a # 0 et P’ (X) = a.

AlorsP(X):aX—Fb:a(X—!—g) et doan(X):X—&—g

4. Supposons deg P =n ot n > 1; alors deg P’ =n —1 et si Q € C[X] est tel que P = QP’, alors
deg @ =1 et donc Q (X) = aX + 8 avec a # 0.

C’est & dire que nous avons P (X) = Q (X) P’ (X) = (aX + ) P/ (X) et, en particulier P <%ﬁ> =

0.

Soit, maintenant, p € C une racine d’ordre k de P ou p # ;B p est aussi une racine d’ordre k —1
a

de P'.

p devant étre une racine d’ordre k de P, d’apres la relation P (X) = (aX + 8) P/ (X), c’est

impossible.

Donc p = %ﬁ et P(X)=X(X—pF.

Réciproquement, tous les polynomes de la forme P (X) = A (X — p)k vérifient P = QP’

Exercice 33 :

Soient a € 7, b € 7, non nuls et n € N.

. . X" (a—0bX)"
Nous considérons le polynéme P € R [X] défini par P (X) = (7')
n!
. Va -\ a
Démontrer que P et toutes ses dérivées prennent des valeurs entiéres en X =0 et X = 5
a . e .
0 et 7 sont des racines d’ordre n de P et donc, toutes les dérivées successives P*) pour 1 <k <n—1
a
s’annulent en X =0et X = —

b

2. Le vérifier!'!
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1. Nous allons écrire la Formule de Taylor pour les polynéomes en X =0
= D’apres la formule de Taylor appliquée aux polynémes, nous avons :

2 (k)
k=0

Sachant que les n — 1 premieres dérivées de P sont nulles en X = 0, nous avons, en fait :

2n (k) n (n+k)
P(X)=Y = k!(O)Xk =X (Z P(n+k()(!))Xk>

k=n k=0
X" (a—bX)"
Comme P (X) = #, nous avons donc :
n!
(a — bX " Ptk (0 n = PR (0)
Fees (a-0X)" =) —— 2 XF
kZ:o (n+k)! kz:; (n+k)!
= En développant (a — bX)", nous avons (a — bX)" Z ck (- bk nkxk,
1P(tE) (0
Et donc, en identifiant, nous obtenons nv() =Ck (—1) bkan—F
(n+E)!

= D’o, pour 0 < k < n, npous avons P"+F) (0) =
Ainsi, toutes les dérivées de P prennent des valeurs entieres en 0

(n:Ik)! C];:L (_1)"? bkan—k

a
2. Nous allons écrire la Formule de Taylor pour les polynémes en X = 3
= Alors, nous avons :

P(X) = i P(k;!((g) (x - g)k

k=0
Sachant que les n — 1 premieres dérivées de P sont nulles en X = %7 nous avons, en fait :
2n
Pk (g) aNk
_ b _a
PO=2. k! (X b)
k=n
_ a a
= En écrivant ¥ = X — 7 = X=Y+ 7 nous avons :
Y a n Yn
Xn(abe)n n n( +5)
S 1 e N VA
n! n!

Et alors :

(=1 n! k!

k=n

ay" n n a n n a
N U ) IR 1T W A LCT W
= (n+k)

= Comme tout a I’heure, nous pouvons écrire :

Y + ﬂ)n n P(n+k) (

1p(ntk) (a
(_l)nbn( b _ nlpP (b)

n! _k:() (n+k)! b (n+ k)!
a\™ n L (O n—k " . .
= Nous avons (Y + E) = Z (04 (5) YY", et en identifiant, nous obtenons :
k=0

k(" g P () (k) (2 — _pym ok R e
ci(z) = btk (5) = (v en

. . ya ’ o\ a
Ainsi, toutes les dérivées de P prennent des valeurs entieres en 7

https://mathinfovannes.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO(@© Page 245



Chapitre 6 : Les polynémes 6.10 Correction de quelques exercices

Exercice 35 :
Trouver tous les polynémes P € Ry [X] tels que (X + 2)° divise P (X) + 10 et (X —2)° divise P (X) — 10
= Si nous appelons P; (X) = P (X) + 10, alors (X + 2)* divise P, (X) et nous avons :
Py (X) = (X +2)° Q1 (X)

—2 est racine d’ordre 2 de PJ; or P| (X) = P’ (X) et donc —2 est aussi racine d’ordre 2 de P’
= Si nous appelons P, (X) = P (X) — 10, alors (X — 2)° divise P, (X) et nous avons :

Py (X) = (X —2)° Q2 (X)

2 est racine d’ordre 2 de Pj; or Py (X) = P’ (X) et donc 2 est aussi racine d’ordre 2 de P’
Comme P € Ry [X], alors P € Ry [X] et P/ (X) = A(X —2)*(X +2)% = A (X2 —4)°.
Ainsi, comme P’ (X) = AX?* — 8)\X?2 + 16, nous avons

4

X5 X3
P(X):)\?78)\?+16/\X+uavecAGRetuGR

= De P, (X) = (X 4+ 2)° Q1 (X), nous tirons P; (—=2) = 0 et don¢ P (—2) = —10; de méme, P (2) =
10
Nous obtenons alors :

—2)° —2)° 32\ 64\
P(-2)= )\( 5) —8)\( 3) +16A X (-2)+pu= T+T_32)\+N
_ —256A _ 14
15 B
256
Par des calculs semblables, nous obtenons P (2) = BT + p = 10.
= Nous obtenons le systeme :
—256A
155 = — u=0et A= 7
256 - T8
i - 1
15 +u 0
D’ou, nous avons trouvé P et
X5® X3 75 (X5 X3 ) 15
P(X)=A— —8\— +16AX = — ( — —8— +16X | = — (X° —8X3 X
(X) = A = 8A 16 s \5 oy T 13s (X7~ 8X7+80%)

Exercice 38 :

Soient K un corps et K,, [X] le K-espace vectoriel des polynémes a une indéterminée sur K de degré inférieur
ou égal an.

1. Soient P € K,, [X] et a € K. Nous définissons le polynéme Q € K [X] par :
Q(X) = (X —a) [P"(X) + P (a)] = 2[P(X) = P(a)]

Montrer que a est zéro triple de @)

= Premieére remarque, nous avons @ (a) =0
= Calculons la dérivée premiere de @ :

Q' (X) = (X —a) [P"(X)] + [P (X) + P (a)] = 2[P" (X)]

Et nous avons @’ (a) =0
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= Et maintenant, allons y pour la dérivée seconde :

Q" (X)= (X —a) [PP(X)] +2[P"(X)] - 2[P" (X)]
= (X —a) [P®(X)
Et nous avons Q" (a) =0

a est bien un zéro triple de @
2. Montrer que Q € K,, [X]

Pas tres difficile; il faut raisonner sur le degré de P et le degré de P’
En effet, si deg P < n, alors deg P’ < n —1 et deg (X —a) x P/ (X) < n.
Donc, deg @ < n et donc Q € K, [X]

3. Soit f: K, [X] — K, [X] une application définie par :

{f:Kn[ ] — K,[X]
P — f(P)=Q

00 Q(X) = f(P)(X) = (X —a)[P'(X)+ P'(a)] = 2[P(X) — P(a)]
Montrer que f est une application linéaire
La démonstration est simple et repose sur la linéarité de la dérivation.
f, linéaire de K,, [X] dans K,, [X] est un endomorphisme

4. Trouver image et noyau de f

Nous appelons e, (X) = (X — a)k pour k € Net 0 < k < n. Nous avons dege, = k
D’apres le théoreme 6.8.4, la famille {e;;0 < k < n} forme une base de K,, [X]
Nous allons commencer par quelques bricolages.
> Sachant que eg (X) = 1, la dérivée de eg est donnée par e, (X) = 0 et donc, nous avons, tres
simplement f (eg) (X) = 0, de telle sorte que nous avons stirement Key C ker f
> De méme, e; (X) = (X —a) et €] (X) =1 et donc

fle) (X) =2(X —a) - 2[(X —a)] =0

De la méme maniere, le sous-espace vectoriel Key est tel que Ke; C ker f
> Toujours en bricolant, e (X) = (X —a)® et ¢, (X) = 2(X —a), d’olt

fFle)(X)=X-a)2(X —a)]-2[(X —a)’] =0

Et donc le sous-espace vectoriel Key est tel que Keo C ker f

> Plus généralement, pour k > 3, si e, (X) = (X — a)”, alors e (X)=k(X — a) !

et
Fle)(X)=(X —a)[k(X —a) '] =2 [(X —a)*] = (k—2) (X — )" = (k= 2) ex (X)

Etude de Imf, I’image de f
> L’image de f est le sous-espace vectoriel de K,, [X] engendré par les images des vecteurs de
bases, c’est a dire que

Imf = Vect ({f (60) 7f(61) 7f(62)’f(e3)a"' ’f(en)}) = Vect ({637647"' aen})

Toujours d’apres 6.8.4, la famille {e3, eq, - ,e,} est une famille libre de K,, [X] et comme elle

est aussi génératrice, elle forme une base de Imf.
n

Ainsi, si P € K, [X] s’écrit de maniére unique P = Z Axer, f (P) s'écrira de maniere toute
k=0

aussi unique f (P Z)\k —2) e, Clest a dire
FPYX)= X —a’+2u X —a) '+ 4+ (n—2) A (X —a)"
= (X-a’(Ms+2uX —a)+ -+ -2 (X —a)"?)

Nous montrons ainsi que f (P) est un polynéme divisible par (X — a)® ou encore qui admet a
comme racine d’ordre 3
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> Réciproquement, si @ € K, [X] est un polynéme qui admet a comme racine d’ordre 3, d’apres
la formule de Taylor, nous avons :

(3) (4) @)
Q)= (x —ap S (x —a T O
Clest a dire Q = Q® (a) es3 + Q(jl(a) es+ -+ Men et @ € Imf

3! ! !
Imf est donc exactement le sous-espace vectoriel de K, [X] des polynémes qui admettent a comme

racine d’ordre 3.
C’est un sous-espace vectoriel de dimension n — 2
Etude de ker f, le noyau de f

D’apres le théoreme du rang, nous avons
dimImf 4 dimker f = dimK, [X] <= (n — 2) + dimker f =n +1

Et donc dimker f = 3.

Les polynomes eq, e1 et ey sont des éléments de ker f. La famille {eg; e1;e2} est une famille libre
et donc forme une base de ker f.

Ainsi, les é léments de ker f sont du type P = pgeg + p1e1 + poes avec ug € K, up € Ket pus € K|
c’est a dire :

P(X)=po+m (X —a)+ps (X —a)® olpyg €K €K ppeK

Exercice 39 :

1. Pour n € N*, factoriser dans C [X], le polynéme P, (X) = (X +1)" — (X — 1)"

= Vouloir factoriser P,,, ¢’est aussi vouloir rechercher les racines de P,,. Or :

X +1\"

En remarquant que ni 1 ni —1 ne sont racines de P,.

X +1
En faisant le changement de variables Z = Xi—’_l’ nous avons donc a résoudre, dans C,
I’équation Z™ = 1 pour laquelle il existe n solutions Z; = e avec k = 0,---,n—1.

Xrp+1 Zk+1
De Z;, = Xk + 1 nous obtenons X = Zk + 1 ou nous devons avoir Zy # 1, c’est a dire k # 0.
k— k—
Z+1
P,, admet donc n — 1 racines X = Zk +1 avec k=1,--- ,n—1.
. —

= Calculons explicitement ces racines X;. Nous avons :
2ikm ikw —ikm
en +1 en +en 2 cos

n
2ikm ik —ikm

e n —1 en —Ee n 2Sln

km
n

ikm
n

X =

. km
= —i1cot —
n

n—1

k
Donc P, (X) = A H (X + i cot %) ol A € C est le terme de plus haut degré de P,

= Alors, quel est ce terme de plus haut degré?
Nous avons :

P,(X)=X+1)"-(X-1)"= zn: CZX]C*XH: o (71)n7k Xk — znzcz (1 4 (71)n+17k) x*
k=0 k=0 k=0

Pour k = n nous avons C}! (1 + (—1)”“7") X™ =0, ce qui veut dire que P, est un polynoéme
de degré n — 1; nous nous en doutions avec le nombre de racines trouvées.
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Ainsi :
n—2
Pn (X) — 271 (1 + (_1)n+1—n+1) Xn—l + Z CZ (1 + (_1)n+1—k> Xk
k=0

Comme CI'_, (1 + (—1)"+1_n+1) X1 = 2n X"~ nous en déduisons que le coefficient domi-
nant de P,, est 2n, c’est a dire A = 2n
Et donc :

Nous obtenons la, la factorisation de P,
n

km 1
2. En déduire que, pour tout n € N*, cot <7> —_—
qgie p k[[l m+1)  Vontl

2n
k
= Nous avons Pa, 1 (X) = (X +1)*" — (X = 1)*"™" = (4n + 2) H (X + i cot 5 _T_ )

fale n+1
2n kn
E ticulier, Pop,41(0) =2 = (4 2 ( t )
n particulier, Py, 41 (0) (4n + )kI;[l icot o
= Remarquons que :
2n 2n 2n 2n 2n
. km . km ~on km n km

[1 (’C(’t o+ 1> =To~11 (COt 2 + 1) =@ 11 (C(’t 2+ 1) =11 (COt o+ 1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Donc

Popi1(0)=2=(-1)" (4n +2) ﬁ (cot ani 1) =(-1)" (4n+2) H (Cot 2:_7:_ 1) X H (cot n]m

k=1 k=1 k=n+1
2n —k k+1
= Nous allons démontrer que cot M = —cot w
2n+1 2n+1
Nous avons :
Cn—k)r (2n+D7m (k+1)w (k+1)m
= —_ =T - —
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
Comme cot (7 — ) = — cot &, nous avons :
ot (2n—k)m ot (7?— (k+1)7r> ot (k+1)7
2n +1 2n+1 2n+1

= Nous avons

ket 1 k=0
n—1
< (k+1)7r> n < )
_ _ cot =(-1) H cot
a1 on+1 P 2n+1
= Donc :
n b 2n km
2= (=1)"(4n+2 ( ¢ ) ( t )
(1) (4n +2) [T (ot 575 ) < "o
k=1 k=n+1
_ (_1)”(4n+2) - (cot b >x(—1nH<cot i >
= 2n + 1 2n+1
k=1 ) k=1
. km
(T o)
k=1
n k 2 i k ? 1
- T
est & dire 2 = (4n 4 2 (t )<:> (t ):
Crest & dire 2 = (4n + )<k—1 ot ) <k1:[1 AT 2n+ 1
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<Tetd T
— € onc co
M1 2 m+ 1

= Pour k=1,---,n, nous avons 0 <

Nous pouvons donc en déduire que :

- ( km > 1

H ot ——— | = ——
pie 2n+1 V2n+1

Ce que nous voulions

6.10.5 Miscelleanous

Exercice 40 :
Soit P € C[X] o P(X) =Y apX"

27

1. Pourr >0 etp €N, ca/cu/er/ P (re') e " dt
0

> Remarquons tout d’abord que, pour tout p € Z :
27 2 . —0
e*"”tdt:{ msip=
0 0 sinon

> Ensuite, P re E apre* et donc, en utilisant la linéarité :

2 ] ) 2T n ) ] 2m
/ P (re”) e Pt dt = / Z aprtetFte™ Pt t = Z arr / k=p)t q¢
0 U 0
2 ) 2m )
Comme / e FPE At = 0 sk # p et / e"k=P)t 4t = 27 si k = p, nous déduisons que
0 0

27
/ P (re'') e~ dt = 2ma,r?
0

2. En déduire que, s'il existe M € RT tel que |P (z)| < M pour tout z € C, alors P est un polynéme
constant.

Supposons que, pour tout z € C, il existe M € RT tel que |P (z)| < M.
Alors, pour 1 <p<n:
27

27
/ |P (reit) 67ipt} dt < Mdt =27 M
0

2m
|2ma,rP| = '/ P (re')e " dt| <
0 0

C’est & dire que, pour tout p tel que 0 < p < n, nous avons |a,| < <
,

M
Or, lim — =0 et donc, pour tout p tel que 1 < p < n, ap, =0 et donc P (X) = ao.
r——+oo 1P
P est bien un polynéme constant.

Exercice 41 :
Trouver la valeur minimum de a® + b2, ol a et b sont des nombres réels pour lesquels |'équation
2 rard+ b2t +ar+1=0

admet au moins une solution réelle.
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Ezercice un peu tarabiscoté...

Si nous considérons le polynéome P (x) = x* + ax3 + bx? + ax + 1, nous pouvons observer que P (0) = 1
et que donc, 0 n’est pas racine de P.

En factorisant par 22, nous obtenons :

: 1
a* +az® + b2’ + az + 1 =27 (x2+ax+b+9+7)
x T
Et donc

1 1 1
x4—|—ax3—|—bx2—|—ax+1=O<:>:U2+aac+b+g+—2=O<:>(w2+~§>+a(as+7>+b20
T T T

1 1 1
Si nous posons ¢ = & 4+ —, nous obtenons t> = 2% + — +2 <= 2> + — =1* -2

1 1
La relation <£E2 + —2) +a (x + 7) + b =0 devient :
T T

1
t=ot3 A
(t*=2)+at+b=0 t?+at+(b—-2)=0

1 1
= Pour z € R*, en posant ¢ () = z + —, nous avons ¢’ (z) = 1 — — et le tableau de variations
x x

donne :

T -1 0 +1
o+ 0 - Il - 0 +
)|~ =2 Nl 2

De 1a, nous concluons que, pour tout = € R*, |p (z)| > 2.
Ainsi, si I’équation z? + az3 + bax? + ax + 1 = 0 admet une solution réelle, alors, ¢, solution de
t2 +at+ (b—2) = 0 est tel que [t| > 2
= Supposons donc que I'équation z* + ax3 + bz? + ax + 1 = 0 admette une solution réelle; donc
|t| = 2 et nous devons donc minimiser la quantité a? + b2
* De t? 4+ at 4+ (b—2) = 0, nous tirons b = 2 — ¢* — at et donc b* = [(2 —t?) fat]g =a% -
2at (2 —1%) + (2 — t2)2 d’ott

4= 1+ —22-1)at (2—-12)°

* Soit fy (a) = (L+t*)a® —2t(2—t*)a+ (2— t2)2 et nous étudions les variations de f; en
fonction a et la valeur minimale de f; sera la valeur minimale de a® + b2.
t(2—12)

T et ce minimum est, apres calculs

* Le minimum de f; est atteint en ag =

-

ft (GO): 1+¢2

= Pour tout ¢t € R, nous avons f; (a) > 0. Comme t € R est tel que |¢| > 2 le minimum est atteint
lorsque |t| = 2 et, & ce moment la,

992 4
ft(ao)=(1+22) =5

4
Le minimum est donc a2 + b% = 5
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Exercice 42 :

1. On donne les trois polynémes de C [X]|
AX)=a X’ +a1X +ag B(X)=0X?+bX+by C(X)=cX?>+c1X +co

Les constantes as, a1, ag, ba, by, bg, ca,c1,co sont réelles et choisies de telle facon que, pour tout X,
on ait : A?(X) + B?(X) = C? (X).
D’autre part, aucun des nombres as, by et co n'est nul.

(a) Démontrer que, si deux de ces trois polynémes admettent un zéro commun, réel ou complexe, ce
zéro est aussi zéro du troisieme.

Question qui ne pose pas de difficulté.

Il faut partir de la relation vraie pour tout X : A? (X) + B2 (X) = C? (X)
> Si nous avons A (zg) = B (xg) = 0, alors A% () + B%(x¢) = C? (z0) =
> Si nous avons C (z9) = B (79) = 0, alors A% (xq) = C? (zg) — B? (z9) =
> Si nous avons C (zg) = A (z¢) = 0, alors B? (zg) = C? (z0) — A% (x0) = 0

(b) Démontrer que, si les deux polyndmes B (z) — C (x) et B (x) + C (x) admettent un zéro commun,
ce zéro est aussi zéro de B (x) et de C (x).

Soit 2 € C tel que B (zg) — C (x9) = B(xg) + C (x9) = 0, alors, en additionnant ou en
soustrayant, nous obtenons 2B (xg) = 0 <= B (x9) =0 et 2C (x9) =0 <= C (x¢) =0

2. Dans toute la suite du probléme, on suppose que les polynémes A (x), B (x) et C (x) n'ont pas de
zéro commun.

(a) Démontrer que C (x) possede deux zéros complexes conjugués.

A, B et C étant des polynomes a coefficients réels, ils admettent, dans C, 2 racines (réelles ou
complexes ; si elles sont complexes, elles sont conjuguées)

Supposons que C' admette une racine réelle 2y € R ; alors, d’apres la relation de départ, vraie
pour tout z € R, A2 (X) + B%(X) = C?(X), nous avons aussi

A? (20) + B? (m9) = C? (z9) =0

Et donc A? (z9) = B?(z0) = 0, ce qui est contraire & I'hypothése olt on suppose que les
polynoémes A (z), B (z) et C (z) n’ont pas de zéro commun.
Ainsi, les seules racines possibles de C' sont complexes et donc conjuguées.

(b) A partir de I'égalité A% (X) = (B(x) — C(z)) (B (z)+ C(x)), démontrer que les polynémes
B (z) — C (z) et B (z) 4+ C () ont chacun un zéro double réel.

La relation A? (X)+ B2 (X) = C? (X) implique forcément que nous avons a3 + b3 = c3.

> On ne peut avoir by = ¢o ou by = —co puisqu’alors as = 0 et A ne serait pas du second
degré ; contradiction. De méme, et pour les mémes raisons, pour B, cette fois ci, nous ne
pouvons pas avoir as = ¢z ou ay = —Cs.
Nous pouvons, par contre, avoir as = by ou as = —by

> Donc, A%2(X) =C?(X) - B?*(X) =[C(X)+ B(X)][C(X) — B(X)].
Comme by # ¢3, by # —ca et ag # 0, les polynémes [C (X) + B (X)] et [C(X) — B (X)]
sont bien des polynomes du second degré.

> Nous pouvons donc écrire :

C(X) = B(X) = (2 — bo) (¢ — 1) (& — 1)
C(X)+ B(X) = (o +bo) (v — 25) ( — )
A(X) = az (& — 2) (2 — =)

> On sait, d’apres la question 1-b que si les deux polynémes B (z) — C (x) et B (z) + C ()
admettent un zéro commun, ce zéro est aussi zéro de B () et de C () ; comme on suppose
que les polynémes A (z), B (z) et C (z) n’ont pas de zéro commun, nous avons forcément

z1 # Zo.
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> Supposons qu’il y a un des deux polynémes B (z) — C (x) ou B (z) + C(x) qui n’a pas de
zéro double réel.
Supposons, par exemple, que C' (X) — B(X) = (c2 — b2) (x — 1) (x — Z1)
et que C (X) 4 B(X) = (¢34 ba) (x — 22)°, avec z, € R.
Alors,

A (2) = [C () + B (2)] [C (z) = B ()] = (c2 = ba) (e + ba) (& — 21) (& — 21) (& — 22)”

> Et donc
A2 (z1)=0+= A(z1)=0
A2 (7)) =0+= A(z) =0
A? (22) =0<= A(ZQ) =0
A, polynéme du second degré admettrait donc 3 racines, ce qui est contradictoire.
Ainsi, les polynémes B (x) — C (x) et B (x) + C (z) ont chacun un zéro double réel.

(¢) En déduire que A (z) et B (x) admettent chacun 2 zéros réels distincts

Comme nous venons de montrer que les polynémes B (z) — C (z) et B (z) + C (x) ont chacun
un zéro double réel, nous pouvons écrire :

C(X)—B(X)=(ca—by) (z—2)" et C(X)+B(X) = (cz+bo) (z — 2)°

avec 21 ER, z0 € R et 21 # 2
Alors 42 (2) = [C(2) + B @)][C (&) = B(x)] = a& (z — 21)* (z — 2)°, cest  dire

A(x)=as(x—z1) (x — 22)

A a donc 2 racines réelles distinctes.

(d) On prend ay =1 et I'on suppose connus, les zéros, p et q, de A (x)
Démontrer qu'il existe une infinité de polynémes B (z) et C (x) dépendant d’un paramétre et
vérifiant la relation A% (X) + B2 (X) = C? (X)

Tout d’abord, nous pouvons écrire

A@)=ay(@—p)w—q)=(@-p)(x—q) =2 - (p+qz+pg
De ce que nous avons déja vu : 4% (z) = [C (z) + B (z)] [C (z) — B ()], nous pouvons écrire,
pour tout A € R* :

1

(0 p)* (2~ 0 = N (C @) + B@)] |5 (C (@)~ B(a)

Donc, de deux choses I'une :

2

Ou b {\(C(IHB(OS)): (x—p) Oubi ?(C(IHB(I’)): (x—q)*
u bien u bien
5 (€ (@) - B(x)) = (x—q)* 3 (@) - B(x)) = (x—p)*
Les deux cas étant symétriques, on résoud le premier cas. Les calculs donnent :
1
—(ca—by)= 1
Aea+bo)= 1 /1\(02 2)
A (Cl + bl) = —2p et 3 (Cl — bl) = —2q
Ao +bo) = p? 1 )
3 (co—bo) = ¢
Nous obtenons alors les systemes de 2 équations a 2 inconnues :
= 1
f\(cher) ! e ath= 3
X(C2—b2)= 1 Co—by = A
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1 1 1 1
D’ot i = - + — = - —— .
ou nous tirons co 5 <)\ A) et by 5 <)\ )\>

C’est par une méme méthode que nous trouverons les autres coefficients. Donc :

1 2 1 (p?
L URTS JR (GRS AR G

Avec \ € R*

(e) Démontrer qu'entre les zéros p et q de A (x) et les zéros r et s de B (x), il existe une relation
indépendante du paramétre précédent, et que I'on explicitera.
Si B (z) a pour racines r et s, alors B (x) = by (x — 1) (x — 5) = bax? — by (r + s) x + bars et
donc, en identifiant, nous obtenons des relations classiques :

R

{_bQ(r+S): b )T bT2
bg’l"S: bo rs — _2

by

En utilisant les relations trouvées dans les questions précédentes, nous trouvons :

A—% _2(p—qN)

r+s= -
2 (A=3) ot
_ p=aA
rs = A2_1
o Lot gprg= PP+ p’+peX’ —pg—g?)
5 p+q) = v - S
P4
= g tra=rstp

1
D’ot1, donc 3 (r+s)(p+q)=rs+pq

3. Les nombres réels p et q, zéros de A (x) étant fixés, il existe une infinité de polynémes C (x). On
appellera o« + i3 et o — i3 les zéros de C (x). Démontrer qu'entre «, 3, p et q, il existe une relation
que l'on explicitera.

De la méme maniere, sachant que C a des racines complexes 6 et 6, nous pouvons écrire :
C(z)=cs(x—0) (x—0) = co2® —2Re () z + c2 0]
En écrivant, pour simplifier, § = X + ¢Y, nous obtenons :
a=-20X c=c(X*+Y?)

D’ou nous tirons :

c_pHaN o e G PRGN
—2co A2 41 * Co A2 +1
p+qX?) (p+q)
Or X :( =X24+Y? )
r X (p+q) Yol +Y* +pg

La relation est donc :

X(p+q)=X2+Y2+pg<=Re(®) (p+q) =0 +pg

Exercice 43 :

On consideére p réels distincts fixés une fois pour toutes x1,xa, ..., Ty
Dans tout le probléme n est un entier positif donné et p un entier strictement supérieur an+1 (p >n+1).
R,, [X] est le R-espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n

https://mathinfovannes.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO@© Page 254



Chapitre 6 : Les polynémes 6.10 Correction de quelques exercices

1. On considére I'application de R, [X] x R, [ | dans R qui a tout couple (P, Q) de polynémes de

R,

(a)

[X] fait correspondre le réel (P/Q) = Z P (x1)

Montrer que pour tout couple (P, Q) € R,, [X] x R,, [X], nous avons : (P/Q) = (Q/P)

Cette question ne pose pas grand probléme.
En utilisant la commutativité de la multiplication dans R nous avons de fagon évidente

P P
D P (@) Qwr) =Y Q(wx) Plwx)
k=1 k=1
Et donc (P/Q) = (Q/P).
On dit alors que application qui au couple (P, Q) de polynomes fait correspondre le réel
(P/Q) est symétrique.
Montrer que pour tout polynéme P € R,, [X], (P/P) > 0, et que (P/P) = 0 si et seulement si P
est le polynéme nul
P

Nous avons (P/P) Z P (xy) = Z P2 () Cette somme étant une somme de carrés

k=1
est forcément posmve ou nulle et donc (P/P) >0

Elle ne peut s’annuler que si et seulement si chacun de ses termes est lui méme nul.
Le polynéme P aurait alors p racines. Or, il est de degré n et p > n + 1.
Ceci n’est possible que pour le polynéme identiquement nul et donc P = O, le polynéme nul.
Soit Q € R,, [X] un polynéme fixé. Montrer que I'application ®¢, ainsi définie
{ Po:Ry[X] — R
P ®q(P)=(P/Q)

est une forme linéaire sur R,, [X]|

C’est une question, elle aussi, tres classique!!

Soit @ € R, [X]

D’apres la distributivité de la multiplication par rapport a ’addition dans R, pour tout couple
(P, Py) de R,, [X] x R,, [X] nous avons :

P

D (P Po) (21) Q () =

k=1

> Pi(ax) Q (k) + > Po (k) Q (i
k=1 k=1
(P1/Q) +(P2/Q) = ®q (1) + @q (P2)

Et, maintenant, pour tout A € R et tout P € R,, [X]

M=

Do (P1+ ) = (P + P/Q)

[P (k) + P (2r)] Q (zx)

>
Il
—

Pq (AP) = (\P/Q) = Z Q (z1) = Y AP (1) Q (wx)
k=1

[
>
gy
e
§

(z1) = AM(P/Q)
— Abg(P)

L’application ®¢ : R, [X] — R ainsi définie est linéaire.
En échangeant les roles de P et ), on obtient de nouveau une application linéaire. On dit alors
que 1" application
{ R, [X]xR,[X] — R
(P,.Q) — (P/Q)

est bilinéaire.
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Nous venons de construire un produit scalaire
L’application (P,Q) — (P/Q) est une forme bilinéaire, symétrique définie positive.
C’est donc bien un produit scalaire.
Il n’est donc pas incongru de parler, dans la suite de polynomes orthogonaux.
2. On dit que deux polynémes P € R,, [X] et Q € R,, [X] sont orthogonaux sur la famille {z1, 23, ...,x,}
si et seulement si (P/Q) =0

(a) Soit Py =1, c'est a dire que P, est le polynéme constant et égal 3 1. Montrer qu'il existe un et
un seul polynéme normalisé Py du premier degré orthogonal a Py sur la famille {x1,z2,...,x,}

Que P; soit un polynéme normalisé de degré 1 signifie que P; (X) =X +boubeR.
D’autre part, si Py = 1 est le polynéme constant, alors, pour tout k tel que 1 < k < p, nous
avons Py (z)) = 1. Donc :

P P
(Po/Pr) = Po(xx) Py (1) Z (z) +b) = (Zxk> +pxb
k=1 =1
P
Donc (Py/Pr) =0 <= | Y ay +p><b—0<:>b——72xk
k=1 Pi=
1 P
Ainsi; Py (X - Z
b k=1
Il existe donc un et un seul polynéme normalisé P; du premier degré orthogonal & Py sur la
famille {z1,x2,...,2p}

(b) Montrer que I'on peut déterminer de maniére unique les coefficients ay et by de facon a ce que
le polynéme Py = X P + a2 Py + by Py soit orthogonal sur la famille {x1, 2, ..., 2,} & Py et P.
Quel est le degré de P, 7

Nous devons donc avoir (Pe/Py) = (Py/Py) =0
= Nous allons étudier ce que pourrait donner (P5/P;)

(Py/Py) = (XPy+ asPr+byPy /Py = (XP/Py) + ay (P /Py) + by (Py/Py)
B — Comme (Py/P;) = 0, nous avons :
(Po/Py) = (XPy +asPy +b2Py/Py) = (XPy/Py)+ as (P /Py)
B — Ensuite, nous pouvons écrire :

<XP1/P1> = Zkal ({Ek) X P1 (.Tk) = Zl‘k (Pl ($k>)2

k=1 k=1

P
t (P1/Pr) :Z (P1 (zx)) e‘cdonc:a2:—k:1
k=1

= Et maintenant, passons & (P2/Pp)
(Py/Poy = (X Py + asPy + ba Py / Po) = (X P1/Py) + az (P1/Po) + ba (Po/ Py)
B — Comme (Py/P;) = 0, nous avons :
(Pa/Py) = (X P+ axPy + b2 Py/Po) = (X P1/Py) + b2 (Po/ Po)

B — Nous avons

(XP/Py) = Zkal ) P (1) Zkal )
k=1
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p
W~ Et by (Po/Po) =ba Y _ Py (wn) Po(ax) = bap
k=1
B — De (Py/Fy) = 0, nous obtenons :

p p
1
E TPy (xk) +bop=0<«<= by = —5 E TPy (xk)
k=1 _

Nous avons ainsi défini Py (X) = P (X) (X + az) + by et comme deg P, = 1, nous avons
deg P, =2
3. Le but de cette question est de définir deux suites (a;);cy et (bi);cyy telles que la suite des n + 1
polynémes définie par Py , Py et la relation de récurrence
Py=XP_+a;Pi1+b;P_ 2<i1<n
soit formée de polynémes non nuls, deux a deux orthogonaux sur la famille {x1,zs, ..., 2}
Pour j € N et 0 < j < n, nous posons N; = (P;/Pj)
Nous avons démontré que, pour tout P € R, [X], et P # O, (P/P) > 0, nous avons donc, pour
tout j € N et 0 < j < n, nous avons (P;/P;) = N; >0

(a) Soitie€{2,...,n}
On suppose construits par récurrence les polynémes Py, Py, - - - , P;_1 orthogonaux sur sur la famille
{z1,22,...,2,} tels que les nombres N associés soient non nuls.
Déterminer a; et b; de fagon que le polynéme P; soit orthogonal sur la famille {x1,x2,...,x,} a
Py etP o

Supposons définis par récurrence les polynémes Py, Py,---, P;_;1 , deux a deux orthogonaux
sur la famille {z1,22,...,2,} et tels que N; #0 pour 0 < j <i—1

Nous devons avoir <Pi/PZ_1> = (P;/Pi_2)=0
= Etudions, pour commencer, (P;/P;_1)

(Pi/Pi—1) = (XPi_1+a;Pi_1 + bjPi_o/Pi_1) = (XPi_1/Pi_1)+a; (Pi—1/Pi—1)+b; (Pi—2/P;_1)
B — Par construction (P;,_o/P;—1) = 0 et donc
(Pi/Pi—1) = (XP,_1/Pi_1) + a; (Pi—1/Pi—1) = (XPi_1/P;i_1) + a;N;_1

B — Regardons maintenant (XP;_1/P;_1)

(XP;_1/Pi—1) Zxkpz 1 (zk) Piz1 (1)
k=1

n Mv
)—A
8
?T‘

B — De telle sorte que nous ayions

P p
-1
E zr (Pioy (21)? + aiN;_ = 0 <= a; = E zx (P (z3))?
k=1 Ni-1 1=

= Recommencons avec P;_s et étudions (P;/P;_s)

(Pi/Pi—2) = (XPi_1+a;Pi_1+b;Pi_2/Pi_5)
= (XP_1/Pi—2)+a; (Pi_1/Pi—2) + b; (Pi—2/P;_2)

B — Par construction <Pi,2/Pi,1> = 0 et donc <PZ/P1,2> = <XPZ,1/P1,2>+IJ1 <Pi,2/Pi,2> =
(XP;_1/P;i_2) +biN;_»
B — Regardons maintenant (X P;_1/P;_5). Nous avons :

<XPi—1/Pi—2> = Zl‘kpi—l (ffk) P, (xk)
k=1
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B — De telle sorte que nous ayions

P P
-1
Zfﬂkpiq (zk) Pie2 (zk) + biNi—2 = 0 <= b; = N Zxkpifl (zr) Pie2 (z1)
i—2
k=1 k=1
Nous avons ainsi construit F;.
(b) Montrer que pour tout j € {0,1,...,i— 3}, nous avons (XP;_1/P;) = (P,_1/XP;) =0
Soit j € {0,1,...,i— 3}
= Nous avons :

b p
(XPi1/P) =) (e P () =Y P (w) (2P (2x)) = (Pia /X Py)
k=1 k=1

= Par définition de Pj;, nous avons :
Pjy1 = XPj+aj4 1Py +bj41Pj1 < XPj = Pjt1 — aj11Pj = bj1Pj
D’ou
(Pic1/XPj) = (Pi1/Pjt1 — aj1 Py — bjalj1)
= | 1—1/ )—a]+1< i— 1/P>_bj+1<Pi—1/P'— )

= Comme, par hypothese, j € {0,1,...,7— 3}, nous avons j < i —3 < j+1 <i—2 et donc

(Pic1/Pji1) = (Pic1/Pj) = (Pie1/Pj-1) = 0
Et donc nous avons (XP,_1/P;) = (P_1/XP;) =0
Ce que nous voulions.
(¢) En déduire que le polynéme P; défini en a) est orthogonal & Py, Py,--- , P,
= Pour commencer, pour j € {0,1,...,i —3}:
(Pi/Pj) = (XPi_1 + aiPio1+biPi2/Pj) = (XPi_1/P;) + a; (Pi-1/F;) + bi (Pi2/ F;)

Nous avons démontré que (XP;_;/P;) = 0, et, par construction

(Pim1/Pj) = (Pi2/Pj) =0

Donc, (P;/P;) =0
P; est donc orthogonal a tout P;

= Nous avons, tout a '’heure, nous avons choisi a; et b; de telle sorte que P; soit orthogonal
a P, 1 et a Pz 2.

Ainsi, P; est orthogonal & tout Pj, pour 0 < j <i—1

Le polynéme P; défini en a) est orthogonal & Po, Py, Py

(d) Montrer que P; est non nul et déterminer son degré.

Nous allons démontrer par récurrence que le polynéme P; est non nul et que deg P; =4
C’est vrai pour i =0 et i =1 En effet Py = 1 et nous avons calculé que

1 p
PL(X)=X—-) a
pk:l

Supposons que c’est vrai a I’ordre i C’est a dire que P; est non nul et de degré i
Démontrons le a ’ordre i + 1 Nous avons
Py =XP+ainiPi+bP1 =P, x(X+ai41)+bPi
D’apres ’hypothese de récurrence, P; est un polyndéme non nul et de degré 1.
Donc deg P; x (X + a;4+1) =i+ 1.
Comme deg P;_; = ¢ — 1, nous avons F;;1 non nul et de degré ¢ + 1
Ainsi, le polynéme P; est non nul et deg P, =i
(e) Montrer que la famille de polynémes { Py, Py, ..., P,} est une base de R,, [X]

Pour tout ¢ € N tel que 0 < i < n, nous avons deg P; = 4. Il suffit d’appliquer le corollaire
6.8.4 pour démontrer que la famille de polynémes {Py, Py, ..., P,} est une base de R,, [X]
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Exercice 44 :

On se donne n + 1 points xq,1,...,x, de R tous distincts.
tr—
1. Soit L; le polynéme défini par : L; (x) = H J
o Li — Xy
=0
i

(a)

Montrer que L; est un polynéme de degré n.

Par construction de L; commune produit de n polynémes de degré 1, L; est donc un polynéme
de degré n. Le numérateur est un produit de n termes (z — x;) alors que le dénominateur est
une constante.

Calculer la valeur L; (z)) pour 0 < k < n

n
. Li — Xj
> Pour commencer, si i =k, L; (z;) = H =1 =1

=0 T — Ty
i#i
> Sik # 1, il existe jo € N tel que jg # i et jo = k et alors, =0 et donc L; (z) = 0.
Ty — Tk

Nous pouvons donc écrire que L; (zx) = J; 1 out J; 1, est le symbole de Kronecker

Pour i fixé, démontrer qu’il existe un unique polynéme P de degré inférieur ou égal a n, vérifiant

P(z) = L;(z) pour0 < k<n

Supposons qu’il existe un polynéome @ de degré n tel que pour tout k tel que 0 < k& < n nous
avons P (zx) = Q (zx)

Alors, pour tout & tel que 0 < k'< n nous avons P (z) — @ () = 0. Ce qui signifie que le
polynéme P — @ admet n + 1 racines alors que deg (P — Q) < n.

Ce qui est impossible, sauf si P — @ = O, c’est a dire P = Q.

Il y a donc unicité.

Démontrer que la famille de polynémes { Lo, L1, L, ..., L,} forme une base de R,, [X]

Tout d’abord dim R,, [X] = n+1 et dans la famille {Lg, L1, Lo, ..., L, } a aussi n+ 1 éléments.
11 suffit donc de montrer que la famille {Lg, L1, Lo, ..., L, } est libre.

Soient donc Ag, A1, ..., A\n, n+ 1 réels tels que \gLg + A\ L1 + AoLlo+---+ N\, L, = O.

Ceci veut donc dire que pour tout z € R, nous avons

)\0L0 (3’3) + )\1L1 (.’1?) + )\QLQ (.T) + -+ )\nLn (w) =0
En particulier pour z; ot 0 < ¢ < n ou nous avons :

Ainsi, pour tout i tel que 0 < ¢ < n, nous avons A; = 0
La famille {Lg, L1, L2, ..., L,} est donc libre et forme une base de R,, [X]
Soit P € R, [X]. Quelles sont les coordonnées de P dans la base {Ly, L1, La,...,L,}

n
Soient Ag, A1,..., A\, n+ 1 réels tels que P = Z)‘iLi’ c’est a dire que, pour tout z € R,
i=0

Plz) = M\Li(x)
i=0

Nous avons, en particulier pour tout k € Net 0 < k < n, P () = Z AL (zg) = Ag.
i=0

Ainsi, pour tout polynéme de R,, [X], nous avons P = Z P(z;)L;
i=0
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n
(c) Démontrer que pour tout = € R, Z L;(z)=1
i=0
Si nous considérons le polynéme constant et égal a 1, nous avons :

P(xg)=P(x1)=---=P(x;) == P(x,) =1

Et donc ZLi (x)=1

i=0

3. Soit f une fonction donnée, définie sur R et a valeurs dans R. Nous considérons toujours n+ 1 points
To,T1,...,T, de R tous distincts.
Interpoler la fonction f, par un polynédme P de degré n aux points xg,Z1,...,T,, c'est résoudre le

probleme suivant :
Trouver un polynéme Py de degré inférieur ou égal a n tel que pour tout ¢;nN tel que 0 < ¢ < n,

Py () = f (4)

n

Si un tel polynéme Pf existe, il s’écrit de manieére unique Py (z) = Z AL ().
i=0

En faisant z = z, nous avons

n

Py (xx) = > MiLi (wx) = Py (@) = [ (21) = Mk
=0

L’unique solution du probléme est le polynéme Py (z) = Z f(z) L; ()
i=0

4. Soit f une fonction de classe C"*! sur I'intervalle [a; b] et on suppose que f s'annule en n + 2 points
de [a; 1]
Démontrer que

(a) La dérivée f' s'annule au moins en n + 1 points de [a; b]

Nous appellons ¢, c1, . .., ¢, ¢rt1 les n+ 2 points de [a; b] tels que
fleo)=fler) =+ =f(en) =f(tns1) =0

Ainsi, d’apres le théoreme de Rolle, pour tout £ € N et 0 < k£ < n il existe c,lg € |ek; cpya| tel
que f' (cz) =0
Ainsi, la dérivée f’ s’annule au moins en ¢, ci,cl, ..., cl, c’est & dire en n + 1 points de [a; ]
(b) La dérivée n +1-iéme f"*1) s'annule au moins une fois en un point c € [a; b]
> La fonction f étant de classe C"*1, il nous est possible de recommencer le méme raisonne-
ment pour la fonction dérivée f’ aux points ¢, ci, ..., cL.
> Ainsi la dérivée seconde f” s’annulera-t-elle en n points distincts de [a;b] ¢3,¢3,...,c
tels que, pour tout k € N et 0 < k < n— 1, nous ayions ¢} € |c}icp [

2

n—1

> En continuant ainsi, nous voyons que la dérivée k-itme f*) sannulera en n + 2 — k points
distincts de [a; b]

> Et donc, la dérivée n + 1-ieme f(**1) g’annule au moins une fois en un point ¢ € [a; b]

C'est une question classique d’analyse a laquelle nous venons de répondre
n
5. Nous appelons q (x) = (x —xo) (z —21) - (x — xp) = H (x — x;) Calculer g™V la dérivée n + 1-
i=0
iéme de q
q est un polynéme unitaire de degré n+ 1. Si q®) est la dérivée k-itme de g, le terme de plus haut
degré de ¢'®) (z) est donné par Ak 1=k,
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q™*Y la dérivée n + 1-ieme de g est une constante donnée par ATzl = (n +1)!

En conclusion, la dérivée n + 1-ieme de ¢ est ¢tV (z) = (n + 1)!

6. Soit x € [a;b] tel que, pour i = 0,...,n, nous ayions x # x;. On appelle toujours Py le polynéme
d'interpolation de f. Nous construisons pour, tout t € [a;b] la fonction W,, définie par :

q(t)

Wa(t) = 1) = Pr() = 23

(f (x) = Ps (2))

(a) Démontrer que W, est de classe C"! sur I'intervalle [a;b] et calculer it (t)

> Clairement, W, est 'addition de polynémes ou de fonctions de classe C" T et est donc de
classe C"*1

> En utilisant la linéarité de la dérivation, nous avons :

( q(n+1) (t)

W (1) = £ ) - P (0 = S

(f (z) = Py (2))

Comme deg Py = n, nous avons PJS”H) (t) =0, et de la question précédente oll nous avons
prouvé que ¢+ (t) = (n + 1)!, nous avons :

WO (0 = £ ()< S (@) - Py o)
(b) Démontrer que W, () = W, (xg) = Wy (z1) =... = W, (2,) =0
> Wa () = f (@) — Py (2) — L9 (7 ()~ Py () =0

q(z)

> Pour 0 < 4 < n, nous devons faire remarquer que ¢ (z;) = 0 et nous avons :

~—

_ N N9 (zi
= f(x)— f(z)=0
Dot la conclusion : Wy, (z) = Wy (z9) = Wy (1) = ... = W (2,) =0
(¢) En déduire qu'il existe & € [a;b] tel que ity & =0

(f (x) = Py (2))

W, de classe C" ! s’annule en n + 2 points. 1l existe donc £ € [a;b] tel que Wit (€)=0
(d) Conclure que pour tout x € [a;b], il existe & € [a;b] tel que

f(z)—Ps(x) = (z — @) (x(;ill))'!' (z = Cﬂn)f(nﬂ) (&)

Comme

Wit () =0

(n+1) — ’ xT) — T)) =
FrrU(g) qm)U()PMD 0

(n+1)!

q ()
<

Flo) = Py @) = 20 0 (g

C’est a dire que, pour tout x € [a;b], il existe £ € [a; b] tel que

JemD () =

(f (z) = Py (2))

(o) = Py (o) = (2O ) e g
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7. Démontrer que si [ est de classe C"*! sur I'intervalle [a; ] alors, pour tout x € |a;b)]

(n+1)
o, [ @)

Si f est de classe C"t! sur Vintervalle [a;b] alors, f("+1) est continue sur [a;b] et est bornée sur
[a; b] et nous avons, pour tout z € [a; 8], | f"+Y) (z)| < sup |f( D) ()]

z€[a;b
D’autre part, comme pour tout 0 < ¢ < n, x; € [a;b], nous avons |z —z;| < |a —b| et donc
+1
(@ = @0) (2 — 21) -+ (2 — 20)| < a—b["
La conclusion est donc, ensuite, évidente.
Partie 2 : applications numériques

8. Considérons les fonctions définies I'intervalle [1;2] par f () = /& —1 et g (x) = sin (g (x — 1)) et

. . 3
trois points to = 1, 1 = 3 et To = 2.

(a) Montrer, sans le calculer, que f et g ont le méme polynéme d'interpolation sur le support {xg, x1, x2}

Avant de commencer, nous pouvons calculer Lg, L1, Lo.

_ (@—z) (@)  (2-35)(z-2) one Lo () =2 (2 — 2 (& —
> Do) = G ~ (T A B @ =2(a-3) 2

(@ z)(r—m2) (z—-1)(x-2) one L () — —4 (2 — 1) (z —
—>L1(x)_(z1—zo)(x1—x2)_(% 1)((; 32)) Et donc L; () = —4(z — 1) (v - 2)

_ @-z)@—m) (- —5 . e (222
BRIl Py y Py 2-1)(2-2) Bt done Ly (z) = 2(z - 1) 2)

Le polynéme de Lagrange d’approximation pour f et g sont, pour f, Py (x) = f (zo) Lo (z) +

f(z1) L1 () + f (22) L2 (z) et , pour g, Py (z) = g (x0) Lo (z) + g (x1) L1 () + g (22) L2 (2).
2

Or, un calcul simple montre que f(z¢) = g (z9) =0, f (z1) =g (z1) = g et f(x2) =g (x2) =

1.

Nous avons bien Py = P,

(b) Donner I'expression des polynémes de Lagrange relatifs a ce support.

Nous avons donc :

Pi(z) =Py (x) = \@(74(1771)(x—2))+2(x—1) (x—§)

(13 (n5-3)

(¢) Comparer sur un graphe

Voir la figure
9. Pourn =4, [a;b] = [0;1] et f (x) = sin (%x) trouver une majoration de sup |f (z) — P (z)|.
z€[0,1]
Il suffit d’utiliser le résultat de la question 7, en voyant que |a — b| = 1.
Nous avons donc :

17 @) = Pr @) < 5 swp |5 (@)

120 z€[0;1]

En cherchant les dérivées successives de f () = sin (%), nous obtenons f® (z) = 17(;2 1 608 (%x)’

5
de telle sorte que su G ( il
4 re[Opl] ‘f >‘ 1024°

1 5
Ainsi - P <— X — =~ 2490 = 2,4 103
insi, |f (z) r ()] 130 X 1094 0,002490 ,49 x 10

Nous pouvons en conclure qu’en choisissant Py plutét que f dans les calculs, I’erreur commise est
au maximum de 2,5 x 1073
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g(x)=sin| g(r—l))

FI1GURE 6.1 — Les graphes de f et g et le polyndéme d’interpolation. Remarquer qu’en dehors de 'intervalle
[1; 2] I'interpolation est de mauvaise qualité

10. (a)

Calculer la dérivée k-iéme de f (x) =In (1 + Ax) avec A > 0

Comme souvent, nous allons commencer par < bricoler >

=A14x2)""

— La dérivée premiere est f/ (x) = T
x

— La dérivée seconde est [ (z) = —A2 (1 + Az) >
— La dérivée troisieme est f®) (z) = 2X3 (1 4 Az)*
— On continue 7 ?

La dérivée quatrieme est f®) (z) = —2 x 3A* (1 + Az)™*
— Un petit dernier, pour la route :

La dérivée cinquitme est f) (z) =2 x 3 x 4\5 (1 + A\z)~°
Pas d’idée ? 7 Je dirais volontiers que

k
F® (@) = ()" k=D 1+ ) F = (=D (k- 1) (1 fm)

Résultat qui se démontre tres facilement par récurrence.

Pourn =4, [a;b] = [0;1) et f () =1n (1 + A\z), pour quelles valeurs de \, sommes nous assurés

que sup |f (x) = Py ()] <1074
z€[0,1]

— Nous sommes dans la méme situation que tout a I’heure et donc :

@)~ Pr@)| < 73z swp |£O (@)

120w€[0;1]
C’est a dire, ici, que
AP 1 \°
x)— Pr(x)| < — su ( )
s -r@i<y e (7
— Pour tout & € [0;1] 1<+ X <1+Aetd L < 1 <letal
T ; 1], nous avons 1 < < n < < 1
our tout x ; 1], nous avons x e 0c1+>\ Trw et ala
1 5
puissannce 5, nous avons sup < ) <1
z€[0;1] 1+ A
)\5
—>Etd0nc|f(:r)—Pf(x)|<€
/\5
— Nous devons donc avoir = <107 et
AP In5—4In1l
g<1074<:>)\5<5><1074<:>51n)\<1n574ln10<:>1n)\<w

In5—41n10

~ 0,21867
)

D’ott nous trouvons A < exp (
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1
(c) Soit A\ = 5 en utilisant I'inégalité de Taylor a I'ordre n en O, montrer que si

2 3 n
x x T xT
+ (_1)n+1

Tox1 2xa 2xg v

Pn(x)

2n xn

T 1
Alors sup ‘ln (1 + 7) — P, (x ‘ <—F———
z€[0,1] 2 () 20+l (n 4 1)

Rappelons la formule de Taylor-Lagrange vue en 11.4.1 et adaptée a notre probleme :

Soit f : [01] — R, une fonction de classe C" sur I'intervalle [0 1] admettant sur
I'intervalle ouvert |0 1] une dérivée n + 1-ieme.

Nous appelons P, ¢ le polyndme de Taylor associé a f. Ce polynébme a pour expression,
pour tout = € [0 1] :

n (k) 0
k=0 ’

Alors, il existe & compris entre 0 et x tel que

n+1 f(”+1) (5)

Alors, nous pouvons écrire, pour f (z) =In (1 + \z) :

- - zF " Lk
Pop @)= 3 (D8 (b= )N = ST () T
k=1 k=1
(n+1) (6)
In (1 =P, np1 ST (E)
n( +>\$) 7JC(JL‘)—|—;17 (n+1)‘
Ou ¢ € [0; 7.
(n+1) n+1 il timi
(Tl-l—l)! (n+1)! 14+ N (n+1) (1—’_)\5)”
1 n .
Pour A\ = 5 nous obtenons P, f (z) = P, (z) = (—1)F % ot
k=1
L n anrl
(1) t0 -1
211 (n+1) (1+5)
Et donc :

‘ln (1—&—%) —Pn(a:)‘ >n+1

27l (n+1) (145
vt 1

<
n+l N o9n ’
o (nt 1) (14§)" 2T Al

Pour tout = € [0 1] et tout £ € [0 1], nous avons la

x 1
conclusion su ’ln (1 + f) — P, (z ’ < ——— en découle.
wE[OI?l] 2 (=) 27+ (n+1)

Pour quelles valeurs de n est-on assuré que sup ‘ln (1 + %) - P, (x)‘ <107
z€]0,1]

La suite numérique de terme général u,, = est une suite qui décroit tres rapide-

27+l (n 4+ 1)
ment vers zéro.

1
11 faut donc t € N tel in>ng, alors ———— < 1074,
au onc trouver 71 el que s1 n =2 ng, alors 2n+1 (n n 1) NS

Avec la calculatrice, nous trouvons ug = 2,1701388 x 10~* et ug = 0,00009 = 9 x 10~°
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Ainsi, sin > 9 alors sup ’111 (1 + E) - P, (w)’ <1074
z€[0,1] 2

Cette démarche donne une autre forme d’approrimation polynomiale, l’approche par les polynomes
de Taylor
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