Chapitre 6

Les polynomes

JUSQU’ICI, UN POLYNOME EST JUSTE UNE FONCTION DE LA FORME
f(2) =ag+ a1z + asx® + -+ apz”

L’OBJET DE CE CHAPITRE EST DE DEFINIR LES POLYN(A)MES7 NON COMME UNE FONCTION, MAIS COMME
UNE EXPRESSION FORMELLE QUI EXISTE ENTANT QUE TELLE

LA CONSTRUCTION DES POLYNOMES PREND POUR BASE L'ENSEMBLE DES SUITES; NOUS NOUS
INTERESSERONS AUX SUITES NULLES A PARTIR D’UN CERTAIN RANG

6.1 Une construction des polynémes

6.1.1 Définition

Soit A un anneau commutatif et unitaire et on considere AV I'ensemble des suites d'éléments de A
On appelle polynéme a une variable (ou 3 une idéterminée), a coefficents dans A une suite (ay,), oy € A"
d’éléments de A, nulle a partir d’un certain rang

Remarque 1 :

Les items de cette remarque, ont, eux aussi, beaucoup d’importance.

1. Dire que la suite (ay), oy est nulle a partir d'un certain rang, c’est dire qu'il existe N, € N tel
que, pour tout n € N, sin > N,, alors a,, =0

On peut donc aussi noter cette suite : (ag, a1, - ,an,,0,0,...,0,--+)
2. Le terme ag est le terme constant, et les a; sont les coefficients du polynéme.
3. Un polynoéme est donc une application f : N — A dont un nombre fini de valeurs sont non nulles

4. De la définition [6.1.1] nous tirons la notion d’égalité de 2 polynémes :
((ag, a1, ,a;) = (bo, b1, -+ ,b;)) <= ((Vi € N) (a; = b;))

5. L’ensemble des polynémes & coefficents dans A est noté A [X]

6. Dans la plupart des cas, ’anneau A sera ’anneau des entiers relatifs Z, les corps Q, R ou C
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6.1.2 Addition de 2 polynomes

1. Soient P et @ 2 polyndmes de A [X].

Nous avons alors P = (ag, a1, - ,a,,0,0,...,0,---) et Q@ = (bo,b1,--- ,bp,0,0,...,0,---).

Nous définissons alors I'addition de P et Q par :

P+Q: (a0+b07a1 +b1a"' T 70707"'707"')
De maniere générale, si P+ Q = (co,c1,-++,+-+,0,0,...,0,---), alors ¢; = a; + b;
2. Muni de cette addition, A [X] est un groupe commutatif
— L'élément neutre est le polynéme O = (0,0,---,---,0,0,...,0,---) (Le polynéme nul)
— L'opposé du polynéme P = (ap,a1, -+ ,a,,0,0,...,0,---) est le polyndbme —P =
(_a07_a17"' 7_ana0707"'707"')
Démonstration

La démonstration est simple et laissée au lecteur

6.1.3 Multiplication de 2 polynémes

Soient P et @ 2 polynémes de A [X].
Nous avons alors P = (ag, a1, -+ ,0,,0,0,...,0,--) et Q = (bo, b1, -+ ,bp,0,0,...,0,---).
Nous définissons alors la multiplication de P et () par :

n
P xQ=/(co,c1, - ,¢ny0,0,...,0,--+) oli ¢,, = E arbp_r1
k=0

Remarque 2 :

n

Le produit ¢, = Z arbn i est aussi appelé produit de convolution des suites (an), oy €t (bn),cy

k=0

6.1.4 Proposition

Soient P et () 2 polyndmes de A [X].

tels que si ¢ > n, alors a; = 0 et si j > p, alors b; =0
Nous appelons toujours P X @ = (co,¢1,+ ,¢n,0,0,...,0,--)
Alors, si k > n + p, alors ¢, =0

Nous avons alors P = (ag,a1,-- ,0p,0,0,...,0,---) et @ = (bo,b1,---,b,,0,0,...,0,---) 2 polyndmes

Démonstration

k
Soit k entier tel que k > n+p. Alors, ¢, = Z a;bi_;
i=0
> Sii<m,alors —i > —netalorsk—i>n+p—n=p. Commek —i>p, alors by_; =0
>Sik—i<palorsi>2k—p>n+p—p=netdonca; =0
Dans chaque cas, nous avons ¢, = 0

6.1.5 Théoréme

commutatif.

A ‘étant un anneau unitaire, A[X] muni de I'addition et de la multiplication est aussi un anneau unitaire
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Démonstration

1. On sait déja que A [X], muni de 'addition est un groupe commutatif

2. L’élément F = (1,0,0,---,0) est I’élément neutre pour la multiplication.
Pour les calculs, nous notons E = (e1,e9,€0, -+ ,€k, ) avec e; = L et e =0si k >2
En effet, soit P = (ag, a1, ,an,0,0,---) un polynéme de A4 [X]. Alors, si nous posons
E x P=(ap,a1,+ ,am,0,0,---) le polynéme produit, nous avons :
k
ak =Y eiari = eoar = aj
i=0

Et nous avons donc bien £ x P = P
3. Montrons que la multiplication est associative

Soient P = (G‘O?alv'” aanao,ov'u,ov’”)v Q = (bOablv"' 7bp30,0a-~'»0a"') et B =
(co,c1, -+ y€m,0,0,...,0,--+) 3 polynémes de A [X]
Nous écrirons :

k
* Qx R=([QR]y,[QR], -+ ,[QR],,0,0,...,0,-+) ot [QR], = bick_i.

1=0
k
x Bt Px Q= ([PQly, [PQl, -+ ,[PQ],,0,0,....0,= ) ot [PQl, = aibs_s.
=0

De telle sorte que,S; le terme d’ordre I de P x (@ x R), alors

! l 1—j
B = Zaj [QR],_; = Zaj (Z bicl—j—i>
=0 7=0 =0

Et si v, le terme d’ordre I de (P x Q) x R, alors

l 1 j
"= Z [PQL Cl—j = Z Cl—j <Z aibj—i>
J=0 Jj=0 i=0

Ré-écrivons le terme [; en tableau pour tenter de comprendre :

apboci+ agbie;_1+  agbaci—o+  agbzci—3+ -+ agbicy
arbici1+ agbici—o+  ajbac_3+ o4 arbi—1c
asboci—o+ azbre 3+ :
aszbpc;_3+

D’oltt nous pouvons écrire :

! ! !
B = Z Cl—z (Z aibr—i) = Z [PQl,ci—e =M
i=0

=0 =0
Et-donc, nous avons bien P X (Q x R) = (P x Q) x R

La multiplication est bien associative.

4. La multiplication est commutative
Avec les mémes notations que tout & ’heure, nous avons :

k k
(PRI, = Zaibk—i = Za’k—ibi = [QP],

i=0 i=0
Il y a donc commutativité

A[X] muni de l'addition et de la multiplication est donc un anneau commutatif et unitaire.
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6.1.6 Proposition

Soit Py le sous ensemble de A [X] des polyndmes (a,0,0,0,0,---,0,0,0,---) ot a € A
Alors A et Py sont des anneaux isomorphes et Py est un sous anneau de A [X]

Démonstration

Pour le démontrer, nous construisons une application ® : A — Py naturellement définie par :

{ d: A — Po
a +— @(a):(a,0,070,0,~-~,O,O,O,---)

Clairement :
> @ est bijective
> Pour tout a € A et tout b € A :

O (ab) = ® (a) ® (b) et D (a+b) = (a) +®(b)

Et donc, Py est un sous anneau de A [X]

Remarque 3 :
1. On identifie I’élément a € A au polynéme (a,0,0,0,0,---,0,0,0,---) € A[X]
2. Le polynéme nul et le polynome unité seront donc notés respectivement 1 et 0.

3. Il est possible de définir sur A [X]une multiplication externe :

(VA € A) (AP = A(ag, a1, ,an,0,0,...,0,---) = (Aag, Aa1, -+ , Adn,0,0,...,0,---))

Nous avons, et cela se vérifie trés facilement, pour tout A € A et tout b € A, tout P € A[X] et

tout P € A[X]:
A(uP) = (Ap) P I1xP=P
A+ p)P=XP+puP ANP+Q)=AP+)Q
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6.1.7 Notion d’indéterminée

On note, comme toujours d; ; le symbole de Kronecker, c’est a dire le symbole défini par

5i$j=OSiZ‘7éj 6”:1

1. On considere les suites de polyndmes (ey), oy définies par :
€L = (50,k‘7 51,]6) 52,/67 e 75k,ka to ) = (5i,k)ieN
C'est a dire des suites nulles partout sauf au rang k qui vaut 1
2. La suite particuliere e; = (6;1),c = (0,1,0,0- - ,0) = X est appelée indéterminée.

3. Pour tout k € N, nous notons X¥ = X x X x X x--- x X
k fois

Alors X* = ¢} ; en particulier X® = ¢y =1

4. Tout polynéme P = (ag,a1,- -+ ,a,,0,0,...,0,--) peut s'écrire

P=ay+am X +aX?+ - F+a,X" :Zaka
k=0

5. Pour tout entier naturel n € N et tout nombre a; € A (k < n), la relation
n
ap+ a1 X +as X’ + - -+ a, X" :Zaka =0
k=0

Entraine, pour tout k < n, ar =0

6. Tout polynéme P € A[X] s'écrit de maniere unique P = ag+a; X +as X2+ +a, X" = Z ap X"
k=0

Démonstration

1. Il est évident que tout polynéme P = (ag, a1, - ,a,,0,0,...,0,---) de A[X] peut s’écrire

n
P =ag+aie1 +ages + -+ ape, = E aiek
k=0

2. Nous allons démontrer par récurrence que, pour tout k € N, alors X* = ¢,
> C'est vrai pour k=0et k=1
> Supposons maintenant que X* = ey,
> Démontrons maintenant que X1 = €k+1
Par définition, X**1 = X* x X et si X = (ag, 1, ,,,0,0,...,0,---), nous avons :

P
op = E 0i.k0p—in
i=0

D’apres(6.1.4) sip > k+ 1 <= p >k + 2, alors a, =0
Sip <k, alors, comme ¢ <p<k,dr=0eta,=0

k
Si p= k’7 alors ap = Z(Si,kék,i,l = (5;@7]@(50’1 =0

i=0
k+1

Et, si p =k + 1, alors apy1 = 25i7k5k+1,i,1 =0 011 =1
i=0

Et nous avons bien X**1 = ¢; 4
Ainsi, pour tout k € N, alors X* = ¢;,
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3. Et donc, d’apres le point 1, I'identité
n
P =ayp+aier +azes + -+ anen, = Zakek
k=0

peut aussi s’écrire

n
P:a0+a1X+a2X2+~'+anX":Zaka
k=0

n
4. Supposons, maintenant, que ag + a1 X + a2 X2+ -+ a, X" = Z apX® =0.
=0
Si nous revenons a la définition, ceci signifie que nous avons :
(a07a17"' 7an70707"'707"') = (0703 70a0707"'707"')

qui est vraie, si et seulement si, pour tout k < n, axy =0

5. Supposons, maintenant, qu’il y ait 2 écritures de P :

P=ar+ a1 X +aX?+ +a, X" =by+ 0 X +b X2+ +b, X"

Alors :
P=ay+a X +axX?+ - +ap, X" =by+ b1 X + by X%+ -+ b, X"
<
(ao—b0)+(a1 —bl)X+(a2—bg)XQ—f—"'—i—(an—bn)Xn =0
D’ou nous déduisons ag = bg,a; = by, ---a, = b,.

Il y a donc unicité de I'écriture d’un polynome

Remarque 4 :

1. X est une idéterminée; on aurait pu choisir Y comme nom de I'indéterminée!!

Pour < pousser un peu >, nous aurions tres bien pu choisir comme indéterminée O, & ou
encore Jules et nous aurions alors écrit A [©], A[3-] ou encore A [Jules].
Ainsi, le méme polynome P séerit dans Z [X] P = X?+ X +1etdans Z[9Q], P =02+ Q0 +1
L’usage veut que nous utilisions X comme indéterminéeEI
L’anneau des polynomes & coefficients dans A est noté A [X]. D’apres la remarque précédente, on
voit que A [X] et A[Y] sont isomorphes.
2. A peut tres bien étre un corps K, car un corps est un anneau particulier.
Exemples :
> P = X2+ X + 1 est dans Z [X], mais aussi dans Q [X], R[X] ou encore C [X]
> Q= (1+1i)X3—=2iX + 1 est dans C [X], mais pas dans R[X], Q [X] ou Z [X]
> R=X%*+1 est aussi dans Z [X], Q[X], R[X] ou C[X]
3. A[X] étant un anneau, il nous est possible de considérer A [X][Y] polynéme d’indéterminée Y et
de coefficients dans A [X]. Nous notons A [X][Y] = A[X,Y]

1. Et ce n’est pas plus mal; bien au contraire!!
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6.1.8 Nombre algébrique, nombre transcendant

Soit A un anneau unitaire et commutatif et £ un anneau commutatif et unitaire tel que A C L
Soit w € L\ A, c'est adiretelquea e Leta ¢ A
Nous appelons A [a] I'ensemble des éléments de £ définis par :

Ala] = {yeﬁtels quey:Zakak ou ay GApourk‘—O,.‘.n}

k=0

Aa] est aussi un anneau commutatif et unitaire.

1. S'il existe une relation ag + a1 + asa® + -+ - + a,a™ = 0, avec, pour tout K =0,--- ,n, ar € A, on
dit que « est algébrique sur A

2. Si, pour tout n € N, pour tout n-uplet (ag, a1, - ,a,) € A% I'égalité ag+aa+aza’+- - -+a,a™ =0
entraine ag = a1 = ay = --- = a, = 0, on dit que « est transcendant sur A

Remarque 5 :

1. Si A est un anneau et £ un anneau tel que A C £, on dit que £ est un sur-anneau de A

2. Il n’est pas nécessaire que L soit un anneau commutatif et unitaire ; il suffit juste que a commute
avec avec tous les éléments de A. Si je I’ai écrit dans la définition, c’est que ce sera le cas le plus
fréquent.

3. La démonstration du fait que A [a] est aussi un anneau commutatif et unitaire est élémentaire.

4. Si « est transcendant, alors les anneaux A [a] et A [X] sont isomorphes

Exemple 1 :

1. Le nombre /2 est algébrique sur Z et Q, puisque si a@ = /2, alors a®> — 2 = 0 et le polynome
P = X? — 2 est un polynéme de Z [X] et Q[X]

2. De méme le nombre complexe i est algébrique sur Z, Q et R, puisque si o = 4, alors o2 +1 =0
et le polynome Q = X2 + 1 est un polynéome de Z[X], Q [X] et R [X]
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