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6.6 Polynoémes irréductibles

6.6.1 Définition

Soit K un corps et K[X] son anneau de polynémes.
Un polyndme P € K[X] est dit irréductible si et seulement si :

1. degP >1

2. Tout diviseur de P est 1 ou bien est associé a P

Remarque 21 :
1. Autrement dit : P € K[X] est irréductible si deg P > 1 et tout diviseur de P est de la forme AP
ou A € K*

2. On peut remplacer la seconde condition par :
Il n’existe pas de diviseurs @ de P tels que 0 < deg@ < deg P

Notons bien que nous écartons les polynomes constants

3. Vocabulaire : On dit aussi qu'un polynéme non irréductible est un polynéme réductible ou
factorisable.

Exemple 7 :
1. Tout polynéme de degré 1 est irréductible

2. Tout polynéme associé a un polynome irréductible est lui-méme irréductible
3. L’irréductibilité dépend du corps de base

En effet :
> Le polynéme X2 + 1 est irréductible dans R [X], mais pas dans C [X]
> De méme,polyndome X2 — 2 est irréductible dans Q [X], mais pas dans R [X]

4. On voit bien que la réductibilité est liée a 'existence ou non de racine dans le corps K. On peut
cependant avoir des polynomes réductibles ou factorisables sans qu'’il y ait de racines dans ce
corps K

Exemple : P (X) = X*+6X%+9 = (X?+ 3)2 = (X2 +3) (X2 + 3) est donc réductible
dans R, sans que P admette de racines dans R

6.6.2 Proposition

Soit K un corps et K[X] son anneau de polyndmes.
Soit P € K[X] tel que deg P > 2

1. Si P est irréductible, alors P n’a pas de racine dans K

2. Sideg P =2 oudeg P =3 etsi P n'a pas de racine dans K, alors P est irréductible

Démonstration

Comme souvent, cette proposition peut étre vue comme un exercice résolu

1. Pour le premier point, nous allons faire une démonstration par contraposée :
Supposons que P admette une racine a € K; alors P est divisible par X —a et P = (X — «a)Q
avec deg Q = deg P — 1.
P n’est donc pas irréductible

2. Soit P € K[X] tel que deg P = 2 ou deg P = 3 et supposons que P soit réductible, c’est & dire
qu’il 2 polynomes f € AX et g € A[X] avec deg f > 1 et degg > 1 tels que P = fg.
De l'identité deg P = deg f + deg g, nous obtenons :

> Si deg P = 2, alors deg f = degg = 1 alors f et g admettent chacun une racine dans K, et
donc P admet des racines dans K
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> Maintenant, si deg P = 3, alors ou bien deg f = 1 et degg = 2 ou bien deg f = 2 et degg = 1.
Dans chacun des 2 cas cités, il y a un polynome de degré 1. Supposons, par exemple, que
deg f = 1. Alors f admet une racine dans K, et donc P admet une racines dans K

Nous avons donc démontré, toujours par contraposée, le second point

Remarque 22 :

1. Dans R [X], tous les polynémes de dégré 3 sont réductibles, puisque l'analyse montre qu’ils ont
forcément une racine réelle

2. Il n’est pas difficile de démontrer que, dans Q[X], il existe des polynomes irréductibles de tout
degré

6.6.3 Proposition

Soient P € K[X] et Q € K[X] tels que @ soit un polyndme irréductible.
Alors :

> Ou bien @) est premier avec P

> Ou bien @ divise P

Démonstration

Soit D le PGCD de P et @ que nous avons choisi unitaire. C’est a dire D = pged (P, Q).
Le polynéme D est donc un polyndéme unitaire et il divise Q. Or @ est irréductible et donc, d’apres la
définition [6.6.1]
— Ou bien D est le polynéme constant égal & 1 et P et () sont premiers entre eux,
— Ou bien D est de la forme AQ, ot \ est une constante non nulle (égale a ’inverse du coefficient
dominant de Q). Alors, dans ce dernier cas, on en déduit que @ divise P.
Ce qui acheve la démonstration.

6.6.4 Corollaire

Soient P € K[X] et Q € K[X] tels que P et @ soient irréductibles. Alors P et () sont premiers entre eux
ou associés

Démonstration

D’apres la proposition précédente [6.6.3} ou bien @ est premier avec P ou bien @ divise P.
Si @ divise P, alors, P n’est pas irréductible. Donc, P et () sont premiers entre eux ou associés, c’est a
dire @ = AP ou A € K*

6.6.5 Polynome irréductible divisant un produit

Soit K un corps et K[X] son anneau de polyndmes.

Soient P € K[X], A € K[X] et B € K[X], avec P irréductible sur K [X].

Si le polynéme P divise le produit AB, alors P divise A ou P divise B.

Autrement dit si un polyndme irréductible divise un produit de polyndmes, il divise I'un des polynémes.

Démonstration

La démonstration de cette proposition est basée sur le théoreme de Gauss 6.5.14.

Soit donc P un polynéme irréductible divisant le produite AB

Supposons que P ne divise pas le polynome A. Alors d’apres la proposition précédente[6.6.3] il est premier
avec A.

On peut donc appliquer le théoreme de Gauss et conclure que P divise B.
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Remarque 23 :

Par récurrence, on peut démontrer que si P irréductible sur K[X] divise un produit A;As--- A, de
polynoémes de K [X], alors, P divise 'un des polynémes A;

6.6.6 Théoréme

Soit K un corps et K[X] son anneau de polyndmes.
Tout polynéme P € K[X] de degré supérieur ou égal a 1 possede un diviseur irréductible.

Démonstration

Soit P € K[X] un polynéme non constant, c’est & dire tel que deg P > 1.

On appelle E 'ensemble des diviseurs non constants de P

FE n’est pas vide puisqu’il contient P lui-méme.

On en déduit que la partie 2 C N dont les éléments sont les degrés des éléments de E n’est pas vide.
Toute partie de N non vide possédant un plus petit élément, €2, non vide, possede donc un plus petit
élément noté ng. Il existe donc un élément de E, noté Py de degré my qui est donc un diviseur non
constant de P.

Montrons qu’alors Py est irréductible.

En effet, si Py n’était pas irréductible, il aurait un diviseur @, non constant, de degré strictement plus
petit. Ce diviseur serait aussi un diviseur de P, et son degré serait donc strictement plus petit que ng.
Ce qui est en contradiction avec la définition de I'entier ng

6.6.7 Théoréme

Soit K un corps et K[X] son anneau de polynémes.
Tout polynéme P € K[X] se décompose de maniére unique sous la forme

Ou les P; sont des polynémes unitaires irréductibles de K [X], A € K* et a; € N*

Démonstration

La démonstration se fera, par récurrence, sur le degré de P

1. Sideg P =0, cela veut dire que P est un polynéme constant ; alors P = X [] (P’ =\
=1

2. Supposons que, si deg P < n, alors P se décompose de maniére unique sous la forme

k

3. Soit, maintenant, P € K [X], réductible, de degré n + 1.
=—> Montrons ’existence
D’apres le théoreme P admet au moins un diviseur irréductible ; appelons le Fy. Donc
P=PyxQouQeKI[X] et deg@ < n puisque deg Py > 1.
D’apres I’hypothese de récurrence, Q se décompose de maniére unique sous la forme

k

Q=x][@)"

=1

k
Et donc P = PO X ()\ H (Qi>ai> = A X PO X (H (Qz)(%)
i=1 i=1
L’existence est donc prouvée
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—> Montrons I'unicité
Supposons donc que P admette 2 décompositions en polynomes irréductibles unitaires

k k1

P=X[T@)™ =u]] (@)™

i=1 i=1

Les P; et les Q; étant unitaires, A et u représentent le coefficient du terme de plus haut de
degré de P et donc A\ = pu, ce qui nous permet de simplifier et donc d’écrire

k1
(P =[] (@)

k
=1 i=1

K2

Et, en ne tenant pas compte de leur multiplicité :
PiXPyx - XxXP=Q1 XQaX - XQs<= P X (PoX -+ xXP)=0Q1 XQ2 X X Qs

Py, irréductible, divise le produit Q1 x Q2 X - -+ X Qs et donc, d’aprés[6.6.5] divise I'un des Q;.
Quitte a ré-arranger les polynomes, on peut supposer que P; divise Q1.
Q1 étant irréductible, nous en déduisons qu’ils sont associés; mais comme P; et ()1 sont
unitaires, nous avons P; = Q1.
Nous pouvons, alors, dans l'expression Py X Py X -+ X P, = Q1 X Q2 X - - - X Qg, simplifier par
P, et nous obtenons Py X -+ X P, = Qo X -+ X Q4
En posant g = Po X --- X P. = Q2 X -+ X g, nous avons 2 décompositions en polynomes
irréductibles d’un polynome g tel que degg < n.
D’apres ’hypothese de récurrence, cette décomposition est unique.
Nous venons donc de montrer que tout polynéme P € K [X] se décompose de maniére unique sous
la forme P = APy X P X -+ X P, ot les P; sont des polynémes unitaires irréductibles de K[X],
A e K*.

6.6.8 Proposition

Soit K un corps et K[X] son anneau de polyndmes.
k

Soient P € K[X] et Q € K[X] 2 polyndmes tels que P = X [] ()™ et Q =
i=1

a;=0o0uf; =0)avec A € K* et p € K*
Alors, pour que P divise @, il faut et il suffit que o; < 3; pour tout @

k
(P,)? (On peut avoir
i=1

7

Démonstration

1. Supposons que «; < §; pour tout i.
Alors,

k k k k
Q= ][ (P)" =TT (P)7 ™ =X TT (P)™ x TTT (P)"°
= PxR
Et donc, P divise bien @

2. Réciproquement, supposons que P divise Q.

Il existe alors R € K[X] tel que Q =P x Ret R=

>|=

k
[T (P)", avec éventuellement ~; = 0.
i=1

k
Alors, Px R =y [ (P)™ ™" et donc oy + i = B; d'ott o < f3;
i=1

Ce que nous voulions
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6.6.9 Corollaire

Soit K un corps et K[X] son anneau de polynémes.

avoir a; =0 ou ; =0)
Alors :

1. D =pged (P, Q) =

k
=1

(Pl)lnf(al ,ﬁl)

2. M =ppem (P,Q) =] (pl.)sup(ai-ﬂi)
i=1

k
Soient P € K[X] et @ € K[X] 2 polynémes unitaires tels que P = [] ()" et Q =
i=1

(P)” (On peut

a3

i=1

Remarque 24 :

Soient P € K[X] et @ € K[X] sont des polynomes unitaires.

Si D = pged (P, Q) et M = ppem (P, Q), alors DM = PQ
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