Chapitre 9 : Equations différentielles

9.5 Quelques problémes résolus

9.5 Quelques problemes résolus

Nous allons résoudre, dans ce paragraphe quelques questions trés classiques

9.5.1 Etude classique

Etude de I'équation différentielle

2e(l—z)y+(1—-2)y—1=0

1. Sur Yintervalle |+1, +oo]

(a) L’EDLHA associée est donnée par
2r(l—z)y+(1—2)y=0
Et comme x > 1, cette équation est équivalente a
2y +y =0

! 1 C
Ott nous tirons 2~ = —— oit nous trouvons y(x) = —= avec C € R

y 2 VT

(b) En utilisant la variation de la constante, nous avons :

y(z) = C(i)
v @)= - o

Donc, en remplagant, nous avons :

2 (1 - x) (C'jg) N % (x)x%g> +(1-2) (g\%)
—
202 (1 —2)C’ () = C(x)(1—2)x2 +(1—2)C (x)x2
—
203 (1—2)C' () —1 =0
=
' (z) = T !
222 (1 —x)
dz
Et on conclue donc que C' (z) = [ —5———
! / 222 (1 —x)
dx
(c¢) Il faut maintenant calculer | ——
X o /2132 (1-x)

1 du
On fait le changement de variables u = x2, et nous obtenons —

T
dr = 2udu
dx

Ainsi, calculer /

(d) En développant en éléments simples, nous obtenons :

o
(1 —u?)

1 1 1

1
T2 0rw 2w

Test  caleul / 2udu /
—5——, c’est aussi calculer —
222 (1 —x) 2u (1 — u?) (

1—u?)

1 =1 .
ix 2, c’est a dire
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de telle sorte que :

/fﬁ?w>: &/ﬂﬁl)+;/(ﬁ?m

/ (1?@ - %/ (1_?;)

ln\l+u|f§1n|17u\

ln(1—|—u)—lln(u—1)

(i53)

N N N —N | — N —

=)

1 1
DoncC(m):2ln(£f1)+KoﬁKeR

(e) Et la solution générale de est donnée par :

y(x)zx%l (;m(gfb —|—K> avec K € R

(f) On peut faire remarquer que, pour tout K € R, lim1 y(z) =40
Tr—r
z>1

2. Sur l'intervalle ]0, 1]

! 1 C
(a) L’EDLHA est toujours 22y’ +y = 0 d’out nous tirons Y — = ol nous trouvons y(z)=—
Y 2x N
avec C € R
(b) En utilisant la variation de la constante, rien ne change et nous avons toujours :
dz
0= [ —*—
222 (1 —x)
. . . 1 . du
(¢) On fait toujours le changement de variables u = 22, et nous devons toujours calculer / (172)
—u

Comme tout a I’heure,

/umﬁf:%/uﬁm‘é/dﬁ%

= §ln\1+u|—§1n|1—u\

De u €]0, 1], nous tirons |1 —u| =1 —u et

du 1 1
1
= 51n(1+u)—§ln(1—u)
_ lln(l—i-u)
2 1—-wu

DoncC(x)—;ln(ijg)-l—KoﬁKeR

(d) Et la solution générale de sur lintervalle ]0, 1 est donnée par :

y(x):a?_?l (;m(itﬁ)—#[() avec K € R

(e) On peut faire remarquer que, pour tout K € R, lim1 y(x) =400
T—
<l
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3. Sur l'intervalle |—o0, 0]

(a)

(d)

L’EDLHA associée est donnée par
20(1—2)y'+(1—2)y=0

Et comme x < 0, cette équation est équivalente a

2xy' +y =0
. . Yy Lo 1
Ot nous tirons = = —5, Ol nous trouvons In |y (z)| = —3 In|z|+ C et
Yy x
C _1
y(z) = =Clz| 2 avecC € R

]

En utilisant la variation de la constante, nous avons :

y(z) = C(2) (~2)?

Donc, en remplagant, nous avons :

-3

2+ (1-2)C()(-2)

N|=
N|=

20 (1—2)C' () (—2)"2 + 22 (1 — 2) %C’(a:) (—) 1=0

1 1
En utilisant le fait que (—x)~ 2 = |2|” 2, et que comme z < 0, —z = |z|, nous avons :

—2Ja] (1= 2) ' (@) a7 — |2 (1 - 2) C (&) |27 +(1—2)C (&) |s| 2 —1=0

Donc,
1
=2z|(1—2)C" (z)]z] 2 -1=0

-1
Dot C' (x) = ———————. Et on conclue donc que

2(1—ux)|z|2

—dx
Cla=[|——F—
/2<—x>2 (1-2)

1 -1

S0 2/EICHED

Comme z < 0, on peut aussi écrire
2(—x)

d =1
On fait le changement de variables u = \/—x, et nous obtenons (Tu =—(-2)2 =———+
x

c’est & dire doe = —2udu

—axr
2v—z(1—2x)
/ 2udu —/ du = arctanu + K

w(l+u) ) Qw2 OeRY

1
Donc C (z) = arctan (|x\5> +KouKeR

Ainsi, calculer , c’est aussi calculer

Et la solution générale de sur lintervalle |—o0, 0] est donnée par :

1 1
y(z) =z 2 (arctan (|x|5> +K) avec K € R
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4. Existence de solutions |—oo, 1]
Pour qu’une solution existe sur |—oo, 1], il faut que cette solution soit continue et dérivable sur
cet intervalle. D’apres 1’équation la seule valeur possible pour y (0) est 1

(a) A droite de 0
1

1

y (x) peut s’écrire 7 (5 (In(1++vz)—In(1-+vx)+ K) On utilise alors le développement
T

limité de In (1 + ) & l'ordre 3[:

2 3
ln(l—&-x):x—m——i—w——i—x?’a(m)
2 3
Donc
3 3
2 2
(14 VE) -I(1-VE)= Va-5+ 5 - —VE-g5- 5 | +eie@
3
2 3
= 2yx+2— +x2¢(x)
3
1 x2 3
Et done, 3 (In(1++vz)—In(1-+x))=+x+ ES + z2¢ (z), puis,

1 /1 K
= (n(1+vE) (- va) +K) = Tl
Ainsi, si K # 0, lim y (x) n’existe pas, et si K =0, lim y (z) =1
z—0 z—0
x>0 >0
(b) A gauche de 0
En utilisant le développement limité de arctan x au voisinage de 0, donné par :

3 xs
arctane = x — — + — + 2’ ()
3 5
Nous avons
1 3 5
arctan |z|2 1 Lozj2 |z|2 5
A L AP
|| ||
= 1 |£3|+ |x5‘ + |z e (z)
iy K | |, |af® 2
D’ou, au voisinage de 0, y () = — +1 — 3 + = +|z|" e (z)
|z[2
Ainsi, si K # 0, lim y () n’existe pas, et si K =0, lim y (z) =1
z—0 z—0
<0 <0

(c¢) La seule solution continue sur |—oo, +1[ est donnée par :

arctan/—zx

V-z
yx)y=<¢ +1lsiz=0
RGN
2\/x 1—Vx
(d) Il faut maintenant montrer qu’elle est dérivable en 0

Pour ce faire, nous allons utiliser les développements limités de In (1 + x) et arctan z au voisi-
nage de 0.

siz <0

)siO<x<+1

In (1
3. Il était aussi tout & fait possible d’utiliser la limite remarquable lim M =1

z—0 T
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—y(0 -1
i. A gauche de 0, nous devons évaluer lim y(@) —y(0) = lim y(L
z—0 x z—0 x
<0 <0
1 1
-1 1 t 2 t 2
Or, y(L = — m 1 ]. Nous avons déja le développement limité de m
’ X |z[2 |2
au voisinage de 0, et donc, au voisinage de 0, nous avons :
1
y(z)—1 1 [ arctan |z|2 1
2 — = o /-
x x 2|2
1 |, Jaf®
= —|1-—= 1
. ( S EE e (2) -
1 | | Jef
= (- kP
LI saew)
= = — + 2%
i
= g g + xa( )
dn e (@) —y(0) 1
Et donc, y, (0) = ilg%) - =3
<0
1
On montre ainsi que y est dérivable & gauche de 0, et de dérivée y; (0) = 3
—y(0 -1
ii. De méme, a droite de 0, nous devons évaluer lim M = lim %
z—0 x r—0 x
>0 >0
-1 1 1 1
Or, & (—1 ( + \/_) ) Nous connaissons le développement limité de

1 I (1+
—1n
2z 1-—

5!

) au voisinage de 0 qui est donné par :

D

1 <1+\F

2\/_ \/E)Zl#-;a:—i-xa(x)

et donc : -1 1
y\r)—
x 3 +el@)
-y (0 1
Nous avons donc : ¢ (0) = lim y@) —y(0) = -
z—0 X 3
>0
1
On montre ainsi que y est dérivable & droite de 0, et de dérivée 3/, (0) = 3

Comme y (0) = y,, (0), la fonction y est dérivable en 0 et continue en 0. La seule solution
de [9.6] sur I'intervalle ]—oo, +1[ est donnée par :

arctan/—x
=

y(z) = —|—1 sizx=0

I (1+\/E

2f vV

sixzx <0

) si0<z<+1
Voir la figure 0.3]

9.5.2 Equation non linéaire homogene

Une équation homogene est une équation du type y/ = F (Q) ou F est une fonction continue sur un intervalle
T
[a, b]

https://mathinfovannes.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO@© Page 524



Chapitre 9 : Equations différentielles 9.5 Quelques problémes résolus

FIGURE 9.3 — La courbe solution de I’équation sur Uintervalle |—oo, +1[

Exemple 9 :

2
1. Résolvons ’équation y' =1 — LA (Q) sur D’intervalle ]0, +oo|
x x

Nous sommes bien devant le cas y' = F (%) ou F(t)=1—t+t2
(a) Posons y (x) = zu (x)
(b) ; alors ¢/ () = au' (z) + u (z)

(¢) On remplace alors dans 1’équation et on obtient :

1—u(z) +u(x)
<~
2u (z) + u (z)’
=
au (z) = (u(z) —1)°
—
u' (x) 1
(w@) -1 =

zu () + u (x)

zu (z) =1

qui est, en fait, une équation & variables séparables, pour x € R tel que u (z) # 1. En intégrant,
nous obtenons :

1
——=lhz+ K
1= u@)
’ . 1 ) N
(d) Par calculs, on déduit donc que u(z) =1 — hrr K d’ou
x
y(@)=a- Inx+ K

avec K ERet x # e K
(e) Pour u(x) = 1, on obtient y () = x qui est bien solution de I’équation proposée.
2. Résolvons I’équation zy’ — y = y/2? + y? sur 'intervalle |0, +o0|
2
(a) Cette équation est équivalente & 3y’ = L \/ 1+ (g) et ot nous avons F (t) =t + V1 + 2
x x

(b) Nous faisons le changement de variables y (z) = «t () ; alors ¢’ (x) = at’ (z) + t ()
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(¢) On remplace alors dans ’équation et on obtient :

at' () +t(x) =t(x)+\V1+t(z)

C’est a dire :
V14t(z)? ¢
2 T A M O -
T 14+t(x)? 2
t/
(d) Les primitives de % sont du type argsh (¢ (x)) + K, et nous obtenons ’dentité :

1+t (x)

argsh (t (z)) =Ilnx + K <= argsh (¢t (z)) = In Kz avec K > 0

. eanw e—anm ) 1 1
Dou t(z) = ——5 ) ¢ce qui nous donne : t (z) = | Ko — — | x 5 avec K > 0.

1
L’ensemble des solutions est donc donné par : y (z) = ————— avec K >0

9.5.3 Equation de Bernouilli

On appelle équation de Bernouilli, toute équation différentielle de la forme :

v+ f@)y+g)y*=0

Ou f et g sont des fonctions numériques et a un réel différent de 0 ou de 1 (sinon, nous avons affaire 3 des
équations linéaires).

Résolution d’une équation de Bernouilli

1. Faisons le changement de variables z = y'~“. Alors, nous avons :

d=1-a)yy =1y =

2. En remplacant, nous obtenons :

!,
(07 y (07
y+f@ytg@)y=0 &= ——+f@)y+g@)y*=0
Zl

= y“<1_a+f(x)y1’a+g(w)>:0
Z/

Nous nous ramenons ainsi & une équation linéaire en z : +f(@)z+g(x)=0
-«

Exemple 10 :

1. Résoudre sur R ’équation v +y = zy?
On peut remarquer que la fonction nulle est solution de I’équation. Supposons maintenant que y
ne soit pas la fonction nulle O

1
(a) Faisons le changement de variables z = y~! = 5 alors 2/ = —y'y =2 = - %
(b) Comme y n’est pas la fonction nulle, on peut diviser par y?; nous obtenons :

v

5+ == -2 +z=x

<
< |

(¢) On résoud maintenant I’équation linéaire —z' + 2z = x
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i. ’EDLHA est donnée par —z’ 4+ z = 0, d’ot1 on tire, de maniere classique z (z) = Ce® avec
CeR
ii. Il est facile de trouver une solution particuliere z, : 2z, () =z +1
iii. D’ou la solution générale est donnée par : z (z) = Ce® +x + 1 avec C € R
(d) On en déduit donc la solution y de I’équation de départ :

{ y(z) =0 .
r)=-————avecCeR
y (@) 14+x+Ce®
2. Résoudre 3’ — 2£ = 522y® sur R*
x
On peut remarquer que la fonction nulle est solution de I’équation. Supposons maintenant que y
ne soit pas la fonction nulle.

(a) On fait donc le changement de variables z = y~%; alors, 2’ = —4yy~°
(b) En factorisant par 3°, nous obtenons :
Y — L —p2p = oy~ L %S =0
2z 2z =)
= P (y’y‘5 Yy _ 5x2) =0
2z
2
— 5(————5 2) =0
Y\ "2 "
/
Comme y n’est pas la fonction nulle, résoudre y° (% — 2i — 53:2) =0, c’est résoudre
— x
2 z 9 1, =z 9 , 2 5
— —— =" =0 -2+ —+52" =02 +-2+202"=0

-4 2z 4 2z T
qui est une équation différentielle linéaire classique.

2
(c) Résolution de 2’ + =z + 2022 =0
T

2
i. L’équation différentielle linéaire homogene associée est 2z’ + —2 = 0 < 2/ = ——2 qui
x x
C
admet pour solution z (z) = — avec C € R
x
x C' (x) 22 —22C (z
ii. Utilisons la méthode de variation de la constante. Si z (z) = 72)7 alors 2/ (x) = (z) 1 (z)
x x

2
et en remplacant dans 2’ + —z + 2022 = 0, nous obtenons :
x

+2022 =0

C'" (x) 2% — 22C (x) n 20 (»)
x w2

24
qui est équivalente a

C' (z) 2? — 22C (x) + 22C (z) + 2025

1 =0

T
, c’est a dire €’ (z) 2% + 202° = 0 d’olt on tire que C (z) = —42° + K
iii. Les solutions sont donc :

K
z(x):—4a:3+f21 pour x < Oet K1 € R
z'(x):—llar;:}—kfz2 pour x > 0et Kr € R
x

(d) Les solutions de I’équation de départ sont donc :
1

Yy () = e
& —43 + &
$2

1

Yy (1) = e
& —43 + &
$2

pour z < 0et K1 € R

pour z > 0 et Ko € R
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9.5.4 Equations fonctionnelles

Trouver toutes les fonctions f, continues sur R vérifiant

Q.Artf(t)dt—x/imf(t)dt:

Nous allons dériver l'expression L (z) = 2 / tf (t)dt —x f
0
U (2) = 20f (2) — of (& / f

On appelle F (x / f(t)dt; alors F' (x) = f (x) et

L'(z) =af(x) - F ()

et nous avons a résoudre ’équation xy’ —y = 0 qui donne comme solution y (z) = Cz ot C € R, et ol
on trouve que f est la fonction constante f (z) = C
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