Chapitre 9 : Equations différentielles 9.7 Le second ordre

9.7 Equations différentielles du second ordre

9.7.1 Définition

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre, toute équation de la forme :

u(@)y” +v @)y +w@)y=gx) (9-9)

ou u, v, w et g sont des fonctions continues sur un intervalle T
L'équation différentielle linéaire homogeéne associée (EDLHA) est

u(@)y" +v(@)y +w(x)y=0 (9.10)

Remarque 12 :

1. Si I est un intervalle de R, une solution de 1'’équation [0.9]sur I est une fonction y, 2 fois dérivable
sur I, a valeurs dans R

2. Pour I, intervalle de R et C? (I) I'espace vectoriel des fonctions deux fois dérivables sur I, alors,
I’application :
{ ci(I)y — C'()
y — L) =u@)y’' +v(@)y +w@)y

est linéaire.

3. Si y1 et yo sont solutions de 'TEDLHAD.I0] alors, pour tout @ € R et tout 8 € R, la fonction
ayy + Bys est solution de "TEDLHA
Autrement dit, ’ensemble des solutions de ’EDLHA forme un espace vectoriel sur R.
C’est en fait le noyau de I’application L

4. Si y; et yo sont solutions de
u(z)y" +ov @)y +w(x)y=g(z)

, alors, y1 — y2 est solution de ’TEDLHA associée.

5. La solution générale de w(x)y” +v(z)y + w(z)y = g(x), s'obtient en additionnant une
solution particuliére et la solution générale de PEDLHA associée. C’est un résultat de
la théorie des équations linéaires.

6. On admet que I’ensemble des solutions de ’équation forme un espace vectoriel de dimen-
sion 2 et que ’ensemble des solutions de forme un espace affine de dimension 2.

9.7.2 Définition

Soit I, un intervalle de R, zp € I, yp € Ret y, € R
On appelle Probleme de Cauchy ou équation différentielle a conditions initiales, I'équation

u(r)y" +v(x)y +w(z)y=g(z)
y (o) = Yo (9.11)
Yy (w0) = o

On admet que le probleme de Cauchy admet une solution unique.

Remarque 13 :

En dehors du cas ou les coefficients sont constants, il n’existe pas de méthode de recherche qui soit
générale.
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9.7.3 Exemples de résolution

2,1

Résoudre sur R, I'équation 22y" + 2y’ — y = x>

1. On recherche une solution particuliére.Au vu de la forme de I’équation, on la recherche du
type y (z) = ax® + bx + c. Alors, 3/ (z) = 2ax + b et ¥’ () = 2a. En remplacant dans I’équation,
nous obtenons :

2022 + x (2ax + b) — ax® — bx — ¢ = a*

Ceci est équivalent a :

3ax? — ¢ = 2?

1 2
D’ou on tire a = 3 et ¢ = 0. Une solution particuliére est donc y (z) = 3
2. On cherches les solutions de PEDLHA
L’EDLHA est donc z2y” + xy’ —y = 0. Au vu de la forme de ’équation, on la recherche du type
y(x) = 2% Alors, 3/ (z) = ax® ! et ¥’ (z) = a(a—1)2r* 2. En remplacant dans I’équation,
nous obtenons : (a2 — 1) x® = 0 et alors, nous obtenons & = 1 ou a = —1. Nous obtenons alors 2

1
solutions linéairement indépendantes : y (z) = = et y (z) = —. Les solutions de 'TEDLHA sur R*
x

sont donc
y@) = z+L ot eRet peR
X

3. La solution générale de 1’équation est donc donnée par :

2
x
y(a:):~+)\1x+& siz <0
3 x
x? M2 .
y@)=—=+Xz+—siz>0
3 T
4. Recherche de la solution sur R
— La continuité sur R implique la continuité en 0. Pour que la solution soit continue en 0, nous
devrons avoir g = e =0
— La dérivabilité sur R implique la dérivabilité en 0. Pour que la solution soit dérivable en 0,

nous devrons avoir, en plus A\; = Ao
2

x
Les solutions sur R sont donc données par y (x) = 3 + Az avec A € R

9.7.4 Comment obtenir une seconde solution d’une EDLHA ?

Soit u (z)y" + v (z)y + w (x)y = 0 une équation différentielle du second ordre qui admet une solution yg
sur un intervalle I. Alors
1y = oz est solution sur I si et seulement si 2z’ est solution d'une équation différentielle du premier ordre

Démonstration

La démonstration est simple. Soit yg solution de ’équation sur un intervalle I, et posons y = ypz

1. Calculons les dérivées successives (formule de Leibniz)

— ¥ =92+
— ¥ =ygz+2y52" + 2"yo
2. De uy” 4+ vy’ + wy = 0, on tire, en remplagant :

uy” + vy’ +wy = u(ygz+2yp2" +2"yo) + v (yoz + 2'yo) + wyoz
= (uyd + oy, +wyo) z + (uyy) 2" + (vzo + 2uy]) 2/

3. La fonction z doit donc vérifier I'équation (uy() 2" + (vzo + 2uy) 2’ =0

Ce que nous voulions

https://mathinfovannes.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO@© Page 536



Chapitre 9 : Equations différentielles 9.7 Le second ordre

Exemple 11 :

€T

Résoudre sur R I'équation (1 +z)y” —3y' + (2 —x)y =€~

Une solution particuliere de cette équation semble étre de la forme ae™*, dont la dérivée premiere est
—ae” " et la dérivée seconde ae~*. En remplacant dans ’équation, nous obtenons :

(I4+2z)ae™ +3ae "+ (2—2)ae =€ °

C’est a dire : 1
(1+x)a+3a+(2—x)a:1<:>9a:1<:>a:6

—x

e
Une solution particuliere de cette équation est donc

1. Résolution sur I'intervalle |—1; o0

(a) L’EDLHA & cette équation est (1 + z)y” —3y'+(2 — x) y = 0 dont yo () = e est une solution
évidente.

(b) Soit y = zyp une autre solution; alors :
— ¥ =yoz + 2'yo
— ¥ =0z + 2502 + 2"yo
et, en remplagant, nous obtenons :

(1 +2) [ygz + 2y52" + 2"yol — 3 (ypz + 2'y0) +2(2 — x) yoz =0

!

2[(1+2)yg = 3yo + (2 — =) yo] + 2" [(1 + 2) yo| + 2" [(22 — 1) yo] = 0

(¢) 2’ est donc solution de
21+ 2) ol + 2" [(22 — 1) yo] = 0

<~

("1 + )]+ 2" [(22 = 1)]) yo = 0
<~

(" [ +2)] + 2" [(2z 1)) e" =0
—

2/ (1+z)+22x-1)=0

(d) Pour résoudre cette équation différentielle, nous posons Z = 2/, et nous avons donc a résoudre
léquation différentielle, sur Pintervalle |—1; +o0]

Z'14+2)+Z 2z —-1)=0

z'  —2x+1 3 . .
— = —— = —2+4+ ——, d’ott nous tirons :
Z x+1 z+1

In|Z(z)]=—-2z+3In(z+1)+ K

— Nous avons, pour z € |—1; 40|,

d’oll nous tirons
Z(z)=C(z+1)°e? avec C € R

. P \ 3 _
ce qui est équivalent & 2/ (x) = C (z + 1) e 2% avec C € R

— Pour calculer z, nous sommes condamnés a faire plusieurs intégrations par parties
— Pour une premiere intégration par parties, nous posons :

{ w=(z+1)° o =3(@+1)> }

-1
1)/ — e—2w v = e—2w

2
Alors,
-1 -1
C <7e_2$ (z+1)° - /3 (z+1)% x Te_hdm)

C <_71€_2$ (z+ 1)3 + g /(x + 1)2 e_QId;v)

w
—
8
N
I
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— Pour la seconde intégration par parties, nous calculons / (x4 1)2 e~ 2*dz. Nous posons

donc :

’ —2x —2x

{ u=(z+1)°> v =2(x+1) }

D’ou :
2 -2z -1 —2x 2 -1 —2x
(x+1) e “Fdx = ¢ Tle+1)" — 2($+1)><7e dx
-1
= 76*2”” (z+1)2+/(x+1)e*2“’dz

— Et nous faisons une derniére intégration par parties pour calculer, cette fois ci / (x+1) e 2.

u=(zx+1) v =1
-1
’U/ — 6—21 v = _e—2z

/(m +1)e *dx = _—16*21 (z+1)— / x%le*%dx

Nous posons donc :

Et donc :

I
ml
()
g
—
8
+
—
~—
+
=D | =
D
(]
8
IS
8

Et maintenant, nous remontons :
2 -2z -1 —2z 2 —2z
(x+ 1) e “%dx = e (+1D)"+ [ (x+1)e "dx
-1 -1 1
= —e2(z+1)°+ (—6_2’” (x4+1)— e 2+ K)
21 1 2 1 !
= e (@t 1)° — 5¢ ) - e K

D’ot, nous avons z () :

-1 3
z(x)= C <7e_2“J (z+1)°+ B / (z+ 1) e_%dx)
-1
= C?e*% (z+1)°+ C; / (z+1) e > dg
-1 3 3(172 172 1, >
— _R x 1 < - T 1 T 1 x K
026 (x+)+C’2 5¢ (z+1)° — 5¢ (x+1)— Vi
(e) En synthése, nous avons : z (z) = Ae 2% (4953 + 1822 4+ 30x + 27) +pavec A€ Ret peR Ce

qui donne comme solution de 1 équation, pour x > —1,
y(x)=Xe™® (4x3 + 1822 + 30z + 27) + pe® avec A€ Ret p € R

La solution générale sur |—1; +oo[ est donc :

—T

S(x):/\e_r(4$3+18$2+30x—|—27)—I—,uez—l-%avec/\ERetueR

2. Résolution sur U'intervalle |—oo; —1]
S’il existe des analogies avec ’étude précédente, il ne sera pas question de tout refaire!

(a) L’EDLHA & cette équation est toujours (1 + z)y” — 3y’ + (2 — z) y = 0 avec la méme solution
évidente yo (x) = e”.
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(b) Soit y = zyo une autre solution; alors, de la méme maniére, nous arrivons & ’équation
différentielle : z” (1 + z) + 2’ (2 — 1) = 0, puis, en posant Z = z’ nous avons donc & résoudre
léquation différentielle, sur Uintervalle |—oo; —1]

— Nous avons toujours, pour x € |—o0; —1],

d’oll nous tirons

Z'1l4+2)+Z2z—-1)=0

7' —2x+1 N Jot "

— = =2+ — nous tirons :
7 ] 77 1> djot nous tirons
In|Z(z)| = —2zx+3n|z+ 1|+ K

Z(x)=C(z+1)%e 2 avec C € R

ce qui est équivalent & 2/ (z) = C (z + 1)* e72% avec C € R

— Pour calculer z, nous sommes toujours condamnés a faire plusieurs intégrations par parties
et nous avons z (z) = Ae™ 2% (4w3 + 1822 + 30x + 27) +p avec A € Ret p € R, ce qui donne
comme solution de I’équation, pour x < —1,

y(x)=Ae™" (4x3 + 1822 4 302 + 27) + pe® avec A€ Ret p € R

La solution générale sur |—oo; —1[ est donc :

—

S(l’):/\e_r(4$3+18$2+30$—|—27)—|—,uez—|-%avec/\e]Retue]R

3. Existe-t-il une solution sur R ? Nous avons comme solutions :

—x

Sia<—1 Si(x)=Ae " (4a® + 182% 4 30z + 27) + pe” + % avec Ay CRet u; €R

x

Siz>-1 Sy(x)=Ne ™ (4x3 + 1822 + 30x + 27) + poe® + % avec A2 € Ret up € R

Une solution S sur R sera de classe C?; ici, le probléme se posera en = —1. Nous devrons donc

avoir :

£22151(x)::JEEIS2Cﬂ
r<—1 r>—1

lim S{(x)= lim S (x)
rz——1 r——1
r<—1 r>—1
" _ : i
Jggls (x)__igglsz(x>
r<—1 r>—1
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