Chapitre 9 : Equations différentielles 9.8 Coefficients constants

9.8 Equations différentielles du second ordre 4 coefficients constants

Le probleme est plus simple si u, v et w sont des constantes ; nous résolvons alors une équation du type
Ay" + By + Cy = g(z),00 A # 0, ou, ce qui est équivalent, y"” + py’ + qy = g (x) Nous commencerons
par étudier 'EDLHA

Y +py +qy=0 (9.12)

Il faudra toujours rappeler que Sg17, ensemble des solutions de[0.12] est un K-espace vectoriel de dimen-
sion 2

Exemple 12 :
Résolution de cas particuliers
1. 4" =0 2.y +py =0avecp#0

9.8.1 Théoréme

Soient zg € R et (yo,yp) € R?
En supposant que (9.12)) admette 2 solutions particulieres f; et f, telles que

Wi (o) = | 000 B0 | 2
Alors, il existe une unique solution f telle que { ;’(f;(?):—yﬁ;)/
=Y

Wy, 1. (z0) s'appelle le Wronskien de f; et de f5 en zg

Démonstration

Si f1 et fo sont solutions de (9.12)), alors, pour tout A € R et tout u € R, A\fi + pfo sont solutions de
(?7), car 'ensemble de ces solutions forment un K-espace vectoriel
Existe-t-il A € R et 4 € R tels que

{ Af1(z0)) + pf2 (T0) = yo
A1 (o)) + pf2 (z0) = o

C’est un systéme linéaire du premier degre a 2 inconnues A et p qui admet des solutions uniques si le
fi(zo)  fa éUo £0
fi(wo)  f3 (z0)

A et p sont donc uniques et, parconséquent, f est unique.

déterminant Wy, 5, (x¢) =

9.8.2 Recherche d’une solution de [9.12]

Pour 7 € R, la fonction f (z) = €™ est solution de (9.12)) si et seulement si 72 + pr +¢ =0
On appelle équation caractéristique de (9.12), I'équation 7% + pr + ¢ = 0

Démonstration

Supposons que la fonction f (x) = ™ soit solution de (9.12))
Il faut alors calculer les dérivées successives de f, puis remplacer. Nous avons :

f(x) = e
[ () =re™
f (x) = r2er

Donc, en remplagant y par f dans (9.12]), nous obtenons :

r2e" 4+ pre" 4 qre’* =0 < " (r2 +pr+ q) =0
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Comme €™ > 0 pour tout = € R, I’équation e (T2 +pr+ q) = 0 est vérifiée si et seulement si 2 + pr +
q=0

9.8.3 Proposition : cas ou1 p* —4¢ =0

On considere |'équation pour laquelle p? —4¢ =0
1. L'ensemble des solutions générales de ([9.12]) est alors

SEm = {f € F(R.R) telles que f (x) = (\+ px) e 5 ol A ER et y € R}

2. Soient zg € R et (yo,yy) € R? donnés
Alors,(9.12)) admet une unique solution f telle que

{ [ (%0) = vo
[ (o) = yo

Pour tout réel z € R, f (z) = (A + px) e~ 2% ol X et p sont définis par les conditions initiales.

Démonstration

1. Si p? — 4¢g = 0, alors, %p est la seule solution de 1’équation caractéristique 72 + pr +q = 0, et
alors, la fonction f (x) = e2® est solution de équation 1)

2. Toute fonction f, de R dans R peut s’écrire f (z) = e 2 %g(z); quelles sont les conditions sur g

pour que f soit solution de (9.12)) ?
11 suffit alors de calculer les dérivées successives de f pour montrer que f est solution de (9.12)) si

et seulement si g” (z) = 0, c’est & dire si g (z) = az + b; et done, f(z) = (ax +b)e=*

Remarque 14 :

1. Ce qui montre que S est un espace vectoriel sur R, de dimension 2; il est engendré par les
fonctions numériques, linéairement indépendantes e~ 2% et ze~5%. Toutes les solutions de
s'écrivent alors Ne™ 2% + +pze= 27

[ (@o) =0

' (x0) = v permetent de définir des A et des p particu-

2. Les conditions initiales données par {

liers.

Exercice 25 :

Trouver f, telle que f soit solution de ’équation différentielle vy’ — 2y’ + y = 0, avec { y
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9.8.4 Proposition : cas ou1 p* —4¢ > 0

On considere |'équation pour laquelle p? —4q > 0
1. L'ensemble des solutions générales de ((9.12)) est alors

S = {f € F(R,R) telles que f(x) = Ae™" + pue™" o A €R et p € R}

et ou 71 et ro sont les racines du polynéme caractéristique

2. Soient 2o € R et (yo,y)) € R? donnés
Alors,(9.12)) admet une unique solution f telle que

{ f(w0) = yo

I (zo) =45

Cette solution est définie par : f(z) = Xe™* + pe™* ol ry et 1o sont les racines du polyndme
caractéristique, et \ et u définis par les conditions initiales.

Démonstration

1. Une premiere remarque consiste & dire que, p? — 4¢q étant le discrimant d’une équation du second
degré, il existe donc deux solutions distinctes 1 et 7o
Les deux fonctions fy (z) = €% et f,(z) = €™ sont solutions de (9.12)). De la structure de
K-espace vectoriel de dimension 2 de S, nous déduisons que toutes les solutions de sont
du type Ae™"* + pe”* ou A € Ret p e R

2. Le wronskien de f1 et de fo est donné par :

fi(@o)  fa (o) ‘

120 T220

€
1€

€
To€

_ (r14r2)xo
rixo roxg | — (TQ - Tl) €

Wfl’fZ (C(:()) = f{ (1‘0) fé (1'0)

et nous avons stirement pour tout x € R, Wy, ¢, () #0
f (o) = vo

Il existe donc une unique solution f, combinaison linéaire de f; et de f> telle que { ' (20) =
0) = Yo

Remarque 15 :

1. Le fait que
Sy = {f € 7 (R,R) telles que f (z) = Ae™" + pe™* ou A € Ret pu € R}

montre une fois de plus que S1g) est un espace vectoriel sur R, de dimension 2; il est engendré
par les fonctions numériques, linéairement indépendantes e™* et e™27

2. Les conditions initiales données par { ;,(é;) ): yyo/ définissent donc des A et des p particuliers.
0) = Yo
Exemple 13 :
. 52 . ” / _ . f (0) = 0
Trouver f, solution de ’équation y 5y’ + 6y = 0, telle que : 71(0) =1

9.8.5 Résolution dans le cas o1 p> —4g<0et p=0

2 avec w # 0 et ’équation

Sip =0, alors —4q < 0, ce qui veut dire que ¢ > 0; on pose alors ¢ = w
différentielle devient

y' = —w?y (9.13)
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équation qui modélise la force de rappel des ressorts.
On considere |'équation pour laquelle p? —4¢g <Oetp=0
1. L'ensemble des solutions générales de ([9.13]) est alors

Spry) = {f € F (R,R) telles que f () = Acoswz + psinwz ot A €R et 1 € R}

oll w=,/q
2. Soient zg € R et (yo,y)) € R? donnés
Alors,([9.13)) admet une unique solution f telle que

{ f(xo) = yo
f" (o) = wg

Pour tout réel € R, f (x) = Acoswx + psinwz ol A et u sont définis par les conditions initiales.

Démonstration

1. Les deux fonctions f; (x) = coswz et fo () = sinwz sont solutions de ((9.13])linéairement indépendantes.
De la structure de K-espace vectoriel de dimension 2 de S, nous déduisons que toutes les so-
lutions de [9.13] sont du type Acoswz + psinwz ot A € Ret p € R

2. Les fonctions trigonométriques f (z) = coswx et fo () = sinwz sont des solutions particulieres

de (9.13)), et
CoSwWT sin wx

w T) = . =w
fl’fZ() —wsinwr wcoswx

et donc Wy, , (z) # 0. Il existe donc une combinaison linéaire de f; et de fa telle que f (o) = yo
et f'(z0) = yo
Remarque 16 :
En fait, la fonction solution de telle que
{ f(%0) = %o
[ (o) = o
vérifie, pour tout réel z € R,

/
f (-73) = Yo COSwW (33 — -TO) + % sin w (x — xo)
Exercice 26 :

Touver des fonctions f vérifiant f” + 4f = 0 et telles que f(0) =1 et f/(0) =2
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9.8.6 Résolution dans le cas ou p # 0

On considere I'équation m pour laquelle p?> — 4q < 0; alors, I'équation caractéristique r2 + pr +q = 0
admet deux solutions distinctes complexes et conjuguées 11 = a4+ i et ro =77

1. L'ensemble des solutions générales de ([9.12)) est alors
Sprg) = {f € F (R, R) telles que f (z) = (Acos Bz + psinfz)e™” ol A € R et p € R}

2. Soient z € R et (yo,y)) € R? donnés
Alors,([9.12)) admet au moins une solution f telle que

{ f(x0) = o

f' (o) = o
Cette solution est définie par : f (x) = (Acos Sz + psin fx) e*” ou A et p définis par les conditions
initiales.
Démonstration

1. Soit f(z) = e*®g (x). Quelles sont les conditions sur g pour que f soit solution de (9.12)) ? En
faisant les divers calculs, on montre que f est solution si et seulement si :

9" () + (2a+p) g () + (® +pa+q) g(z) =0

2. Nous avons f§ # 0, car les racines sont complexes et non réelles ; d’autre part, (a + i) étant racine
de 2 + pr + ¢ = 0, nous avons (a + iB)Q + (a+1iB)r+q =0, ce qui est équivalent & :

{ B2 =a®+pa+q
BR2a+p) =0

Et donc, comme 8 # 0, nous avons 2a+p =0

3. g vérifie donc ¢” (x) + 3%g (x) = 0, et donc g (x) = Acos Sz + psin Bz, d’oit on tire
f(z) = e** (Acos Bz + psin Bx)

Si nous posons fi(x) = e*®cosfBx et fy(x) = e*®sinfx, alors fi et fo sont linéairement
indépendantes et comme S est un espace vectoriel sur R, de dimension 2} il est engendré par
les fonctions numériques, linéairement indépendantes f; (z) = e*® cos fx et fo () = €** sin fz.
D’autre part, si nous considérons le Wronskien

e** cos fx e sin Bx

_ _ 2ax
Wi.p. (@) = —Be% sin fx + ae®® cos fxr  Le*® cos Br + ae*sinfr | Be

Nous avons donc Wy, f, (z) # 0, et le théoréme est démontré

Exercice 27 :

Trouver une fonction f vérifiant ¥y’ + ¢ +y =00l f(0)=0et ' (0)=0
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