Chapitre 1 : Les suites numériques 1.3 Suites et ordre

1.3 Suites et ordre

ATTENTION!! IL N’EXISTE PAS DANS C DE RELATION D’ORDRE TOTAL COMPATIBLE AVEC L’ADDI-
TION ET LA MULTIPLICATION. IL FAUDRA DONC, A CHAQUE RESULTAT EST TRES PRECIS SUR LES

HYPOTHESES.

1.3.1 Un premier théoréme de majoration

Soit (uy,), oy une suite numérique une suite numérique de K.
Soit (v,),,cy Une suite numérique réelle telle que :

— lim v, =0
n—-+o0o

— A partir d’un certain rang, |v,| < u,

Alors lim wu, =0
n—-+oo

Démonstration

La démonstration est tres simple.

Soit € > 0

Alors, il existe N1 € N tel que si n > Ny, alors |u,| < ¢

De plus, il existe Ny € N tel que n > Ny, alors |v,| < w, (donc, en particulier u, > 0)
Donc, pour n > max { N1, N2}, nous avons |v,| < u, <€

C’est a dire lim wu, =0

n——+4oo
Exemple 5 :
ino
1. Le premier exemple est la suite complexe <—) . Pour tout n € N*| nous avons :

n neN*

eina 1

n| n

1 eina
Comme lim — =0, nous avons donc, dans C, lim —— =0
n—+oo N n—+oo 1N

2
. L. . ens
FIGURE 1.2 — Une visualisation de la suite ( >
neN*

2. Un autre exemple, vu dans le cours de Ly, est classique :
U
Soit (un), ey la suite définie par up = a et u, 41 = sin (7")

De l'inégalité |sin x| < |z|, on tire que, pour tout n € N,

sin (un_l)) < M
2 AL

|un| =

Et donc, lim wu, =0
n—-+o0o
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1.3.2 Théoreme des limites par encadrement

Attention!! ce théoreme n’est valable que pour les suites numériques réelles (u,), .y € RN
Soient (uy), y € RN, (Vn)pen € RN et (Wn)pen € RN, trois suites numériques réelles telles que :

1. Il existe p € N, tel que si n > p, u,, < v, <w,
2. lim wu,= lm w, =1
n—-+oo n—-—4oo
Alors

La suite (v,),,c Jm

Démonstration

Soit e >0 et p €N, tel que si n > p, u, < v, < Wy

x € RY est convergente et lim v, =1

Donc, pour n > p, up, — I < v, — l < w, — I, et donc, pour n > p, nous avons :

‘Un - l| < max{‘un - l| ) |wn - l|}

— Comme lim u, =1, il existe N,, € N tel que, si n > N, alors |u, — | <¢e

n—-+o0o

— De méme, comme lim w, =1, il existe N, € N tel que, si n > N, alors |w, — 1| <&

n——+oo

Ainsi, si n > max {p, N,,, N,, }, alors |v, — | < ¢

Nous venons donc de montrer que la suite (vy,),cy € RY est convergente et lim v, =1

Remarque 11 :

n—-+oo

Il existe une appellation non controlée du théoreme [1.3.2]; on 'appelle souvent le théoréme des gen-

darmes

Exemple 6 :

n
n

Etudions lim —
n—+o0o Pt n? +k

Pour tout £k =1,--- ,n, nous avons :

1 1

1

<
n2+n  nZ+k
Et donc, en passant a la sommation :
n

n n

<
241

k=1 k=1 k=1

Puis, en multipliant par n,

1 1 1
Zn2+n<2n2+k<2n2+1<:’

n - n n
——— < <
n?+n kz_:l n?+k " n2+1
n? 2 " n
Or, lim ——— = lim =1 et donc, d’apres le théoreme|1.3.2) lim Z — =1
nstoon24+n notoon?+1 n— oo Pt n2+k
Exercice 8 :
Donner les limites suivantes :
i 2 T e 2 2 T
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1.3.3 Théoreme

Si la suite (“n)neN € RN admet une limite [, et si il existe N € N tel que, si n > N alors u, > a,
alors [ > a

Démonstration

Nous allons faire une démonstration par I’absurde.
Supposons | < a et soit € > 0
Comme lim w, =1, il existe un entier N. € N, tel que si n > N, alors |u, — | < ¢

n—-4o0o
—1 —(a—1
a ,8in > N,, alors %

. a—10 .
En particulier, pour € = LU, —1 < , C’est a dire

a—+1
2

l
Or,%<a,carl<a,et

Il y a donc une contradiction avec I’hypothese u,, > a et donc ! > a

c’est a dire : u,, <

a+1

est le milieu de lintervalle [I a]

Remarque 12 :

1. Le probleme est le méme si il existe NV € N tel que, si n > N alors u,, < a:si lim wu, =1, alors

n—-+oo
l<a
2. Les inégalités strictes ne sont pas conservées; par exemple :— > 0, mais, lim — =0
n n—+oo n

1.3.4 Proposition

Soient (uy,), oy € RY et (v,),, o € RY 2 suites convergentes.

Si u, > v, a partir d’'un certain rang p, alors | lim wu, > lim wv,
n—-+o0o n—-+o0o

Démonstration

La démonstration de ce théoréme est simple : on crée la suite w,, = u,, — v, alors, w, > 0 a partir d’'un
certain rang .
Comme la suite (wy),y est convergente, que sa limite est lim w, — lim wv,, et que, d’apres le

n—-+oo n—-+oo
théoreme précédent, lim w, >0, on a le résultat.
n—-+oo

1.3.5 Caractérisation des parties denses de R

Soit A C R une partie de R.
A est dense dans R si et seulement si tout réel x € R est limite d’une suite d’éléments de A

Rappel : A est dense dans R si et seulement si, pour tout z € R et tout y € R tels que
<y, ilexistea € Atel que zx <a <y

Démonstration

1. Supposons A dense dans R
Soit z € R

Il faut montrer qu’il existe une suite (a, ),y d’éléments de A telle que lirf ap = 2.
n—-+4oo
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1 1
Pour tout n € N*, Comme A est dense dans R, il existe a € A tel quea € |x — —, x4+ —|. On
n n

appelle a,, 'un de ces éléments.

On construit ainsi une suite (a,),, oy d’éléments de A telle que pour tout n € N*, |a, — x| < -

1
Comme lim — =0, nous avons lim a, =z
n—+oo n n—-+oo

Il existe donc bien une suite (a,), .y d’éléments de A telle que lim a, =z
n—-+4oo

2. Réciproquement, supposons que tout réel x € R est limite d’une suite d’éléments de A
Soient x € R et y € R tels que z < y.
Il faut montrer qu’il existe a € A tel que z < a < y.

x+y

2
Il existe donc une suite (a,),, oy telle que

On considére X =

lim a, =X.
n—-+o0o

ly—X| _ly—z _y—

Pour € = 1 1 1 x, il existe N. € N tel que si n > N, alors |a, — X| <e. Or:
la, —X|<e<= —e+X<a,<e+X
—x T —x
4 2 4 2
3z +y T+ 3y
4 < an < 4
3z + +3 .
Nous avons x < z yetz y<y. Donc, sin > N, alors ¢ < a, <y

4 4
Ainsi, pour tout z € R et tout y € R tels que x < y, il existe a € A tel que z < a <y

1.3.6 Corollaire

Q étant dense dans R, tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels

Exemple 7 :

| —

La suite de nombres rationnels (éléments de Q)définie par ug = 5 et, pour n € N, w,11 =

converge vers v/2; or, V2 ¢ Q

()
Up + —
Unp
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