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1.5 Valeurs d’adhérence d’une suite

1.5.1 Définition

Soit (uy),cy une suite numérique de K.
r € K est appelé valeur d’adhérence de la suite (u,), . si, pour tout ¢ > 0, et tout N € N, il existe
n > N tel que |u, —z| <e

Remarque 17 :

1. Si K = R, cette définition signifie que, pour tout & > 0, 'intervalle ]z — e , x + ¢[ contient une in-
finité de termes de la suite (u,) ou encore que 'ensemble {n € N tel que u, € |x —¢, z+¢[}
est infini.

neN?

2. Si maintenant K = C, cette définition signifie que, pour tout € > 0, le disque ouvert B (x,&) =
{z € C tel que |z — x| < &} contient une infinité de termes de la suite (u,) ou encore que
lensemble {n € N tel que u,, € B (z,¢)} est infini.

neN?

1.5.2 Proposition

Si une suite (u,), .y admet une limite /, alors, cette suite n’a qu’une seule valeur d’adhérence qui
est [

Démonstration

Soit donc (uy,),,cn une suite qui admet une limite I.
Supposons que (un), oy admette une valeur d’adhérence x # [ ; alors |z —I| > 0.

|z ]
3

Reprenant la définition de valeur d’adhérence, pour ¢ = , pour tout N € N, il existe n > N tel

|z —
que |u, —z| <e="——
Or, pour ce n > N, |z — | < |up — x| + |u, — 1], et donc : |u, — 1| > & = 1| — |un — x|.
|z —
3
Et donc, pour n > N, |u, — | 2 |z =1 — |up — x| 2 |z — 1] —

2|z — |
3

qui est la négation de suite qui admet pour limite I.

Contradiction.

Donc, si une suite (u, ),y admet une limite [, alors, cette suite n’a qu'une seule valeur d’adhérence qui
est [

Toujours pour ce n > N, — |u, — | > —
|z —1]  2|z—1I]

3 3
tel que, pour tout N € N, il existe n € N tel que n > N et |u,, — | > €1, ce

Ainsi, il existe e =

Exemple 12 :

Premier exemples simples :
1. La suite ((—1)"), oy & deux valeurs d’adhérence qui sont —1 et +1
(-)"n+1

2. La suite (
n—+1

> a aussi deux valeurs d’adhérence qui sont —1 et +1
neN

Exemple 13 :
Voici un exemple moins évident :
Nous allons rechercher les valeurs d’adhérence de la suite (cosnf), oy ot 6 € R

1. Nous avons, pour tout n € N, —1 < cosnf < +let les valeurs d’adhérence sont forcément dans
lintervalle [—1; +1]
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Cela ne peut en étre autrement :

En effet, supposons que x soit une valeur d’adhérence de la suite (cosnf), .y et que = ¢
[—1;+1]; alors, il existe € > 0 tel que |z — g;x + [N [—1; +1] = 0. 1l ne peut donc y avoir
une infinité de nombres cosnf dans |x — e;x + ¢[ (il n’y en améme aucun!!)

x ne peut donc pas étre valeur d’adhérence de la suite (cosnf),, oy

2. On a vu, en Ly, dans ’étude des nombres réels que les ensembles

G (a,b) = {ap + bq avec p € Z et q € Z}

étaient des sous-groupes additifs de R. De plus :

>

>

G (a,b) = cZ avec ¢ € R si et seulement si % €cQ
Sinon G (a,b) est dense dans R

3. Donc, I'ensemble G (6,27) = {nf + p x 27 avec p € Z et n € Z} est un sous-groupe additif de R.
Nous avons donc 2 possibilités :

(a)

0 0
— € Q, clest a dire — zgavecpeZ,qu* etp/\q:l.AlorsQ:EXQWet
27 2 q q
n x
nf = Py 27 et cosnf prend une infinité de fois les mémes ¢ valeurs qui sont donc les

q
valeurs d’adhérence de la suite (cosnf), .y
En effet, sin=klg|, alorsn =k 4+ ugavecu € Z et k=0,--- ,g—1et

(k+ug) xp
q

k x
21 = p><27r+up><27r
q

nf =

p><27r

De telle sorte que cosnf = cos

0
Py ¢ Q et le groupe G (0,27) est dense dans R.
71'

Soit z € [-1;+1] et € >0

Il existe a € [0;7] et B € [0;7], @ < B tels que cosa € |x — e;x + €], c’est a dire, en fait, de la
décroissance de la fonction cosz sur [0; 7], tels que Jcos B ; cosa] C Jr —e; + €]

G (0,27) étant dense dans R, il existe n € Z et p € Z tels que o < nf + 2pw < [; il y en a
méme une infinité.

Toujours de la décroissance de cos x sur [0; 7], nous avons cos 3 < cosnf < cos a, et 'ensemble
{n € Z tels que cos 8 < cosnf < cosa} est infini.

De la parité de cosx, c’est & dire comme cos (—nf) = cosnb, il y a donc une infinité de n € N
tels que x — e < cos 8 < cosnf < cosa < x + €.

x est donc une valeur d’adhérence de la suite (cosnf), oy

L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (cosnf)), .y est donc, dans ce cas, l'intervalle
[—1;+1]

1.5.3 Théoréme : caractérisation des valeurs d’adhérence d’une suite

Soit (uy,), ¢y une suite numérique de K".
r € K est une valeur d’adhérence de la suite (u,), .y
si_et seulement si

Il existe une suite (u,(,)), . extraite de (uy,), .y qui admet pour limite

Démonstration

1. Supposons qu’il existe une suite (“w(n))n N qui admette pour limite x

Soit € > 0.

Alors, il existe N, € N tel que si n > N,, alors ‘uw(n) — x| < g, cest a dire uy(,) € Jx — g2+ €l
Il existe donc une infinité d’éléments u,, dans l'intervalle |x — &;x + €[; ce qui montre que x est
valeur d’adhérence.
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2. Réciproquement, supposons que z € K soit une valeur d’adhérence de la suite (un),, oy

Nous souhaitons donc construire une application ¢ : N — N, strictement croissante telle que la
suite (usﬂ(”))neN converge vers x.
Cette construction va se faire par récurrence.
> On pose ¢ (0) =0
> Supposons que, pour n € N, nous ayions construit une fonction ¢ : {0,--- ,n} — N,
strictement croissante telle que :

(Vp € {0,--- ,n}) (|“¢>(p) —a| < %)

> Construisons, maintenant pour n + 1

r € K étant valeur d’adhérence de (uw(n))neN,lpour €= i
n+1"

, pour lentier ¢ (n)+1, il existe

un entier N > ¢ (n) + 1 tel que |uy — x| <

On pose p(n+1)=N
Alors, p(n+1) > p(n)+1>n+1 car ¢ est strictement croissante.

1
¢ est donc définie sur {0, - -+ ,n + 1} de telle fagon que (Vp € {0,--- ,n + 1}) (\ug,(p) —z| < 7>
p
Par récurrence, nous venons donc de définir une une fonction ¢ : N — N, strictement croissante
1
telle que pour tout n € N*| |u¢(n) — ac| < —.
n

Nous avons donc  lim  wy(,) = z, et donc, la suite (uw(n))

converge vers x.
n——+oo neN &

1.5.4 Proposition

Soit (uy,), ey € RY une suite numérique réelle bornée

1. On appelle [ ,, = limsupu, la limite supérieure de la suite (u,)
grande valeur d’adhérence de la suite (u,,)

nen- Alors, g, est la plus

neN
2. De méme, si l;,,; = liminfu, la limite inférieure de la suite (u,)
petite valeur d’adhérence de la suite (u,,)

nen- Alors, 1, ¢ est la plus

neN

Démonstration

Nous ne démontrerons que lepremier point, la démonstration du second point en est identique.
> On démontre que /,,;, est plus grand que toutes les valeurs d’adhérence
Nous appelons toujours A, = {u,, tels que p > n} et V,, = sup A,,. La suite (V;,),,cyy € R" est une
suite décroissante et lim V,, = lgyp et lsyp = :Lrellf\l V,.. Remarquons aussi que pour tout n € N,

n——+0o
Soit z une valeur d’adhérence de la suite (un),, oy
Il existe alors une fonction ¢ : N — N croissante telle que lim ug(,) = .
n—-+oo

Or, pour tout n € N, u,n) < Vi) 5 la suite (V@(n))neN est une suite extraite de la suite (V;,),, oy
et donc lim Vi) = lsup
n—-+oo

Par passage a la limite, nous avons lim ug(,) < lim Vi), c’est a dire z < lgyp
n—-+oo n——+4oo

Ce que nous voulions
> Montrons maintenant que [,,, est une valeur d’adhérence de la suite (u”)nEN e RN
Soite >0et N e N
Il faut donc que nous montrions qu’il existe une infinité de termes de la suite (uy),, oy tels
que |up, — lsup| < €
Pour cet € > 0, il existe N, € N tel que, pour tout n € N, n > N = |V, — lgyp| < €
Donc, pour tout n € N, nous avons n > max {N, N.} = |V,, — l5yp| < €. C’est & dire en tenant
compte du fait que la suite (V},),, o est décroissante et que sy, = Tllrelg V.., nous avons :

n = maX{N,NE} = lsup <V, < lsup+5
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Comme V,, = sup 4,,, toujours pour n > max {N, N}, il existe p > n tel que V;, —e < u, < Vi,
c’est & dire, en < ré-injectant »'inégalité vraie pour n > max {N, N.}, loup < Vi, < loyp + ¢, il
existe p > n > max {N, N.} tel que :

lsup —€ S Up < loup + € = |lsup —up| <€

Ainsi, pour tout € > 0 et tout N € N, il existe p > N tel que |lsup — up| < €. l5yp est bien une
valeur d’adhérence
lsup est donc la plus grande des valeurs d’adhérence.

1.5.5 Théoreme de Bolzano-Weierstrass

Soit (un),cy € RY une suite bornée de nombres réels. Alors, nous pouvons extraire de (u,), .y une
sous-suite convergente.

Démonstration

On appelle lgyp = limsup uy. lgyp existe, c’est une valeur d’adhérence particuliere, la plus grande, de la
suite (), cy- D’apres 1.5.3|, il existe une sous-suite de (u,) qui converge vers lgy,.
Le théoreme est donc démontré; ce que nous voulions.

neN
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