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1.8 Quelques exercices de synthese sur les suites

1.8.1 Sur le théoréme de Césaro 1.1.6

Exercice 19 :

3=

n
2
Déterminer la limite de la suite (wy,), oy o1 wy, = H (1 + E)
k=1

Exercice 20 :

1. Soit (un)nGN une suite numérique telle que lir_irrl Up4+1 — Uy = | avec | € K. Montrer que
n—-+oo
U
lim = =1
n—+oo N

. xn+1
lim ——
n—-+o0o Tp

=lavecl e RT clest A dire ] > 0

Alors lim /z, =1

n—-+oo

(a) Appliquer ce résultat & I’étude de :

i. lim /C% ii. lim +V/n! i, 1
n—+00 2n n——+oo m nglfoo W
(b) Montrer, par des contre-exemples, que la réciproque est fausse
Exercice 21 :
Soient a € K et b € K. On considere la suite (uy,), oy vérifiant :
nEI—{-loc Um =a et nEI—{-loc Uzn+1 = b
U +up +Uz + -+ u .
On pose, pour tout n € N, v, = 0 ! 2 ", Calculer lim wv,
n+1 n—-+oo
1.8.2 Calculs de limites
Exercice 22 :
Pour a € R et b € R, on suppose a> — 4b < 0, c’est & dire b > 0 et |a| < 2v/b.
Donner lim vn?+an+b—+/n
n—-+oo
Exercice 23 :
Etudier les limites lorsque n tend vers +oo des suites suivantes :
2n n—1 k 4 a™ ="
1. w, = Zef\/ﬁ 2. Uy = kl;lo (2 — ﬁ) . unb— %n s avec a > 0
k=n 2n 4+ cosn et o>

T ni+/(n+1) (n+2)

Exercice 24 :

Le but de cet exercice est d’étudier la suite (cosna), .y ot @ € R

1. Que pouvons nous dire si sinae =07
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2. On suppose maintenant que sin « # 0.
Nous voulons montrer que la suite (cos na), .y n’admet pas de limite. On suppose le contraire et

nous appelons [ le nombre tel que lim cosna =1I.
n—-+oo

cosa— 1

(a) Montrer que lim sinna =1x —
n—+00 sSin &

1
(b) En considérant sin 2na, montrer que [ =0 ou l = 3

(c) En considérant cos 2na, montrer que [ = 2[2 — 1
(d) Conclure

Exercice 25 :

Soit (#y,),,cy € RY une suite numérique réelle telle que :
— Pour tout n € N, nous avons : z,, > 0
— Ilexiste a > 0, 8 > 0 avec 0 < a+ 8 < 1 tels que, pour tout n € N, z,,13 < axpy2 + Sy,
Pour tout n € N, on construite la suite (u,),cy € RN par : u, = max {Z,, Tpni1, Tnio}
1. Montrer que la suite (uy,), oy est décroissante
2. Démontrer que, pour tout n € N, up43 < (a+ 8) up,
3. Démontrer que, pour tout n € N, 0 < u, < (a—|—ﬁ)[%] ug ou le symbole [o] désigne la partie
entiere.
4. En déduire lim =z,

n—-+o0o

1.8.3 Variation des suites
Exercice 26 :

Soit (Un), ey € RY une suite numérique réelle.
Montrer qu’il existe 2 suites (vy), ey € RY et (wp), ey € RY, P'une croissante et I'autre décroissante,

telles que
(Un)neN = (Un)neN + (wn)neN

Exercice 27 :

1. Soit (25),cy € RN une suite croissante qui admet une limite /. Démontrer que, pour tout n € N,
alors xz,, <1

2. Soit (un),cy € RY une suite croissante. Montrer que si la suite (uy),cy € RY admet une suite
extraite convergente, alors la suite (un),, oy € RN est convergente

Exercice 28 :

Soit (“n)neN € RN une suite bornée telle que, pour tout n € N*, 2u,, < Up41 + Up—1-
On appelle (vn)nEN € RY la suite définie pour tout n € N par v, = Up4+1 — Up. BEtudier la suite

(U”l)nGN eRN

Exercice 29 :

Etudier les suites (un,),cy € RY et (vy),,cy € RY définies par :

_ _ Up, + U 2u,v

1. couy=a o vg=2b Ounﬂzu O Upi1 = nn
2 U, + VUn

2. cug=a>0 ovyg=b>0 Oun+1:w O Upt1 = 4/UnUn
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Exercice 30 :

Suites sous additives
Soit (un),ey € RY une suite de réels positifs ou nuls vérifiant :

(Vm € N) (Vn € N) (umin < U + Up)

Montrer que la suite (—") est convergente et que lim — = inf (—n>
n / neN* n—+oo 1 neN* \' n

Exercice 31 :

Soient (an),,cy €t (bn),cy 2 suites de nombres réels telles que, pour tout entier n € N, on ait :

(7% < Ap41 g bn+1 < bn

1. Démontrez que les suites (a,),cy €t (bn), oy SOnt convergentes

2. On appelle a = lim a, et b= lim b,. Démontrer que a < b
n—+oo n—+oo

3. Démontrer que () [an;b,] = [a; D]
neN

4. On suppose que lim (a, — b,) = 0. Démontrer que [ [an;by] est réduit & un seul élément.
n—-+4oo neN

Exercice 32 :

Nous considérons les deux suites numériques réelles (uy,),, oy € RY et (vn),,o € RY définies par :

1 B 1
Un—ZHetUn—Un—Fa
k=0

1. Démontrer que les suites (uy), oy € RN et (vn),,cy € RY sont adjacentes

2. Démontrer que leur limite commune [ ne peut étre rationnelle, c’est & dire que | ¢ Q

1.8.4 Valeurs d’adhérence

Exercice 33 :

Soit (“n)neN € RN une suite de réels bornée telle que (tunt1 — uyn) = 0. Démontrer que I’ensemble

lir_~1_1
n—-+0o0
des valeurs d’adhérence de la suite (uy), oy est un intervalle.

Exercice 34 :

Une preuve par dichotomie du théoréme de Bolzano- Weierstrass

Soit (un), ey € RY une suite & valeurs dans [a; b] (c’est donc une suite bornée). On désire construire une
sous-suite convergente (“W(”))neN'

Posons ¢ (0) =0, a0 =a et by =b

1. Montrer que :

b
a—+ ;b}

> Ou bien il existe une infinité d’indices n tels que u,, € { 5

b
> Ou bien il existe une infinité d’indices n tels que u,, € {a; ; }

ag + bo

Dans le premier cas, posons a; = et by = by. Dans le deuxieme cas, posons a; = ag

a0+b0

et by = . De plus, on pose ¢ (1) comme étant le plus petit indice n > ¢ (0) tel que
Up € [al; b1]

2. Montrer que
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C e . cr s 1re s a1 +0b
> Ou bien il existe une infinité d’indices n > ¢ (1) tels que u, € ! 5 ! ; bl}
L i s Ay ay + by
> Ou bien il existe une infinité d’indices n tels que u, € |aq;
. ay + by N
Dans le premier cas, posons ag = —5 et by = by. Dans le deuxieme cas, posons as = a;
a;+b , C e g
et by = % . De plus, on pose ¢ (2) comme étant le plus petit indice n > ¢ (1) tel que
Uy € [ag; b2]

3. Poursuivre cette construction afin d’obtenir trois suites (a5),cn; (0n)pen €t (Up(n)), oy avec des
propriétés bien choisies.
4. Montrer que la suite (ay),, o\ est croissante, que la suite (b, ),y est décroissante, et que lirf (b —ap) =
n—-+0o0
0. En déduire que les suites (an), oy €t (bn),cy tendent vers une méme limite /.

5. En déduire que la suite (U‘P(”))nEN tend également vers [

1.8.5 Suites de Cauchy

Exercice 35 :

Soit (un), ey € RY une suite numérique réelle définie par :

up =1 et pour tout n € N w1 =u, +
2™,

Il faut montrer que cette suite est convergente
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