Chapitre 1 : Les suites numériques 1.9 Correction de quelques exercices

1.9 Correction de quelques exercices

1.9.1 Limite des suites

Exercice 1 :

Soit (un)neN une suite numérique et (Un)n_eN une suite extraite de (uy),cy; démontrer que toute suite
extraite de (vy,), o €st aussi une suite extraite de (un),, oy

Soit (vp),cn Une suite extraite de (uy) il existe donc une application g : N — N, croissante, telle
que, pour tout n € N, v, = ugn)

Soit (wn),cy une suite extraite de (v;,)
que, pour tout n € N, wy, = vp(n).

Or, vh(n) = Ug(n(n))- C'est a dire que wy, = Ug(pn))- g €t h étant 2 fonctions croissantes de N dans N,
g o h est aussi une fonction croissante de N dans N et la suite (wy,),y apparait donc comme une suite
extraite de (un),cy

Ce que nous voulions démontrer.

neN’

nen ;> 1l existe donc une application h : N — N, croissante, telle

Exercice 3 :

1. So!t (Un),en Une suite numérique telle que les suites extraites (uan), e, (U2nt1)pen € (Usn),en
solent convergentes.
Démontrer que la suite (un)nEN est convergente

Nous allons appeler lim wg, =11, lim wugpy1 =Ils et lim wg, =3
n—+o0o n—4oo n—-4oo

(a) Démontrons que I} =y =3

Tout d’abord, d’apres 1.1.5 si une suite (vy,),, oy est une suite numérique ayant une limite v,
toute suite numérique extraite de (vy), .y admet aussi pour limite v
> Démontrons que [y = I3
La suite (ugn),cy est extraite de la suite (uay,),, oy et donc converge vers [
De méme, la suite (ugn), oy est extraite de la suite (usn), oy et donc converge vers I3
La limite d’une suite étant unique, nous avons l; = I3
> Démontrons que I, = I3
La démonstration est semblable
La suite (ugn3),,cy est extraite de la suite (uzn11),cy et donc converge vers lo
De méme, la suite (ugn43),cy est extraite de la suite (u3,,), oy et donc converge vers [3
La limite d’une suite étant unique, nous avons ly = I3

> Nous avons donc [y = lo = I3, en particulier, lim w9, = lim wgy41
n—-4oo n—+4o0o

(b) Démontrons que la suite (u,), .y est convergente

Nous allons démontrer que si  lim w9, = lim wug,4+1 = [, alors la suite (un)”EN est conver-
n—-+oo n—-+oo

gente et lim wu, =1
n——+0o
Soit € >0
Alors, il existe N € N tel que si n > Ny, alors |ug, — | < ¢
De méme, il existe Ny € N tel que si n > Na, alors |ugp+1 — 1| < ¢
Posons N = max {2Ny,2N, + 1} ; alors, sin > N, nous avons |u, —I| < ¢ et donc ngr-s{loo Up =1

Remarque : On vient de montrer que pour toute suite (un)neN, si lim woy = lim wopiq1 =
n—-+oo n—-+o0o

[, alors la suite (uy),, oy est convergente et lirf u, = [, ce qui est un résultat remarquable.
n——+0oo

2. Soit (un),,cy une suite numérique telle que les suites extraites (usny2),cn (Uant1)pen € (Usni3),en
soient convergentes.La suite (u,),, .y est-elle convergente ?
Eh bien non, justement!!! Pour le voir, il suffit de prendre un contre exemple.
Soit (un),cy la suite numérique définie par : u, = 1 si n = 4[60] et u, = 0 sinon. Cette suite
n’admet pas de limite.
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Par contre, si n = 2[60], alors n = 23] et uzp12 = 0; de méme, n = 1[60], alors n = 1[4] et

Uant+1 = 0 et;, pour terminer, n = 3 [60], alors n = 3[5] et usp,+3 = 0.

Ces suites extraites sont convergentes, alors que la suite (uy), oy ne I'est pas
Le choix de 60 n’est pas anodin : c’est le ppcm de 3, 4 et 5

3. Soit (u")neN une suite numérique, a € N et b € N, 2 entiers premiers entre eux. On suppose que :

— La suite (upn),,cy extraite de (uy), .y converge

— Pour tout entier r € N tel que 0 < r < a, la suite (Uanir),cy eXtraite de (uy,), converge vers
une limite notée [,

Démontrer que la suite (u,), .y converge

Comme le pged (a,b) = 1, il existe u € N et v € N tels que au + bv = 1. Pour r € N tel que
0 < r < a, considérons abn + bur
> Nous avons abn + bur = b(an + vr) et donc la suite (Uabnibor),cy aPparait comme une suite
extraite de la suite (upn),cy; 12 suite (Uabnibor),cy €st donc convergent et a donc la méme
limite que la suite (Uqpn), oy ; appelons L cette limite.
> De l'identité au + bv = 1, nous tirons aur + bvr = r, et donc bvr = r — aur, de telle sorte que

abn 4+ buor =abn+r — aur = a (bn —ur) +r

La suite (Uabntbor),cn aPparait comme une suite extraite de la suite (ugn1r),cy; donc, pour

tout entier r € N tel que 0 < r < a, les nombres [,. sont les mémes et égaux a L
Soit n € N, alors, en effectuant la division euclidienne de n par a, nous avons n = an’ + r et
(Uan+tr)peny = (Uan'4r) ey qui converge donc vers L La suite (uy,),, oy est bien convergente.

Exercice 4 :

La suite numérique réelle (uy,)

- 1
nene définie par u, = - (—=1)" est-elle convergente ?

La réponse est NON
1l suffit de prendre 2 suites extraites, de démontrer qu’elles convergent vers 2 limites différentes.
> On prend la suite d’ordre pair (usy,)
en +o0o +1

> On prend la suite d’ordre impair (ug2p+1)

nen-- Nous avons donc ug, = on + 1 qui admet pour limite

1 .
Nous avons donc ug,+1 = —— — 1 qui admet

nel’ 2n + 1

pour limite en +o0o —1
Et voila le travail : 2 suites extraites qui admettent 2 limites différentes qui sont donc divergentes

Exercice 6 :

Soit (up),,cy une suite de K. On dit que la suite (uy,), . converge en moyenne si v,, = % admet
une limite [. Démontrer qu'une suite périodique converge en moyenne.
Ceci n’est pas une démonstration facile.
Soit ¢ € N la période de la suite (u,),,cy. Soit m € N*
> Nous avons v,,; = v;
Voila un résultat surprenant que nous allons nous employer a démontrer.
1 mt 1 mt t 2t mt 1 m—1 [/ (G+1)t
NS DTS WIS DETSEED DI Bl B D WD D
k=1 k=1 k=1 k=1+t k=(m—1)t+1 =0 \ k=1+jt

En faisant le changement k' = k — jt, nous avons :

1 m—1 (7+1)¢ 1 m—1 t
Umt:% Z Uk mt(z (Zuk’+]’t>)

j=0 k=1+jt 7=0 k'=1

De la périodicité de (uy), ¢y, nous tirons ug 4+ = ugs, et donc

1 ! 1
vmt:—xmxg U = — XM Xt XU =1
mi o) mit
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> Pour r € N tel que 0 < r <t — 1, nous avons (mt + r) Uyi4r = mtvg + 10,

Nous avons :
mt+r mt+r

(mt + 1) vppsr = Zuk—Zuk—i— Z i

k=mit+1

= mtvmt+§ Uk 4t
k'=1
T

= mtums + E U’
k=1
= mtum: + 1o,

> Démontrons que lim v, = vy

n——+oo

Soit n € N* et r,, tel que n = r, [t]; alors n = kt + r,, avec 0 < r,, <t — 1. Alors,
nuy, = ktoy + rpvp, = (00— 1ry) 0 + vy, = nvg + 1 (Up, — V)

De telle sorte que :

r
Up = U + ;n (vy,, — vt)

T
Montrons que lim — (v,, —v;) =0
n—4+oo N

La, c’est plus facile!! En passant & la valeur absolue, nous avons |v,, — v;| < 2 Z |ug|, et donc :
k=1

t
T'n t—1
= (v, —vr)| < 2l

. - P Tn
Comme lim ——2 E |ug| = 0, nous en déduisons que lim — (v,, —v¢) =0
n—+oo N = n—+oo n

Et donc, tout simplement, lim v, = v,
n—-+oo

Exercice 7 :

Donner les limites suivantes :

1.

3n+4 1

lim R —
n—-4o00 ]; /n?2 + k
Voila une méthode des plus classiques :

Pour tout k =1,---,3n + 4, nous avons :
1 1 1
< <
n2+3n+4 n2+k n24+1

Ensuite, en passant a la racine :

1 1 1
< <
Vn2+3n+4  Vn24+k  VnZ+1

Et donc, en passant a la sommation :

3n+4 3n+4 3n+4 3n+4

3n+4 3n+4

Zm ZW ZW Vo ad Z\/n2+k Vi1

Maintenant, il y a 2 limites a étudier :
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ot d 3n+4

> lim _—
n—+o0 ’; vn?2+3n+4

Nous avons :

3n+4  n(3+4) 3+
Vi 3n+4 2 (1

Slw
:m““
~—
—
_|_
Slw
=~
4 31
3.0‘_,;

3n+4 3+2
Et nous avons lim L = lim —2—— =3
n—>+oo,/n2+3n+4 n——+oo /1+§_’_%
3n+4
im —
n—+o00 /N2 +1
Nous avons :

>

n+4 n(3+%) B 3+%
VERT T (i E) it
4
Et nous avons lim M: lim 34_7":3

n—+00 \/n2 +1 n—+4o00 1+ %
n

Et donc, en conclusion, d’aprés le théoreme 1.3.2 dit théoréeme des gendarmes, nous avons :

3n+4 1
lim Y k=1""——x =3
n——4o00 P n2 + k

n
. 1
2. tim ;_007i

Tout d’abord, remarquons que :

i LN U SRS RN B ”i" 1
Ck — (0 ol n—1 %
P Cct C Cr  C C = Ck
C’est & dire, comme Ck = Cn=F .
n n—2
1 2 1
S g g
k k
k=0 T [ Cn
2 k 1 L,
Or, pour tout k =2,--- ,n—2, C;, < C;, et donc, pour tout k =2,--- ,n —2, cE < Ik c’est a
n n
1 2 =21 2n-3)
dire — < ——— . Dongc, 0 < — { —=.
Ck “n(n-1) ’;Cﬁ n(n—1)
-2
2(n—3 & 2
Comme lim L = 0, nous avons lim — = 0 et comme lim — = 0, nous en
n—+oco n (n — 1) n—-+oo 2 Cﬁ n—+oco n
déduisons que ngrfoo Z oF = 2
k=0 ™
Exercice 8 :
1. Soit (un), ey € RN wune suite croissante. On pose pour tout n € N
ug Ut Uy
n — n + 1
Montrer que la suite (vy,), oy €st croissante.
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Nous allons donc évaluer v,41 — v, :

Uo UL+ U F U1 Ut UL F U,

Un4+1 — Up =
n -+ 2 n4+1
(1) (ot ur e Uy Upgr) — (0 2) (ug Fur A+ ug)
(n+1)(n+2)
(1) (uotur e up) (A DU — (1) (g +ug 4o ug) — (ug A+ ur A uy)
(n+1)(n+2)
(D) g1 — (uo Fur A+ uy)
gn—&-l)(n—l—Q)
_ (ung1 —uo) + (ung1 —wn) + -+ (Ungr — un)
(n+1)(n+2)
Comme la suite (u")neN € RY est une suite croissante, nous avons, pour tout k£ = 0,--- ,n,

(Unt1 — o) + (Ung1 —u1) + -+ (Uns1 — Un)
(n+1)(n+2)

Un4+1 = Ug, et donc >0, c’est a dire v, 41 —v, =0

La suite (vy,), oy est croissante.

On démontrerait de la méme maniere que si la suite (un),, .y € RN une suite décroissante,
alors la suite (v,),, oy est décroissante.

1

n
2. Etudier les variations de la la suite (uy), c. définie, pour n € N* par : u, = E "
’ n

k=1

. 1 . P .
La suite | — est une suite décroissante, et la suite (u,), oy est du type :
N/ penr

1+ +3+-4
o n

1
n

Un
D’apres la question précédente, cette suite est décroissante

Exercice 9 :

Etudier les variations des suites suivantes :

n 2k —1
1. u, =
AL —or

Regardons, cette fois ci, le quotient —HL S ce quotient est supérieur a 1, alors la suite est
U

n
croissante ; si ce quotient est inférieur a 1, alors la suite est décroissante.

ntl 2k — 1
(s k=1 2k
U, n 2k —1
5+ 1%
2n+ 2

1
nt < 1, alors Yntl
2n + 2 Up,

< 1 et la suite (u,),cy- est décroissante.
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Pas tres difficile!

n+1 1 n 1
Untbt T = Zn—|—1—|—k_zn—|—k;
k=1 k=1
k:2n+k k:1n+k
- 1 N 1 1
- 2n1—|—1 2n1—|—2 n+1
T oM+l m+2
27;;2—2%11

(1) (2n+2)

2n+1)(2n +2)

Donc vy 1 — vn, > 0 et la suite (v,,),, o est croissante.

1

D’autre part, comme, pour k£ = 1,--- ,n, nous avons

1

n—+n

= n+k n+1

k=1

sommation, nous obtenons :

N =

< <
n+k n+

T en passant a la

La suite (vy),,cy est donc majorée. Croissante et majorée, on en déduit qu’elle est convergente.

n

> s
k:12n+2k—1

. Wp

Comme précédemment, nous allons évaluer w,, 41 — w,
n+1
w —w, =
vt Z2n+1 + 2k — Z2n+2k—1
n+1

=

1 Z 1
— 2 +2k+1 L= 2n+2k-1
—om+2(k+1) -1
e M
k:22n+12k:—1 k:12n+2k1—1

n

O
k:12n+2k71

n

1

2n—|—2(n—|—1)—1+2n+2(n—|—2)—1
Cn+1)(dn+3)+An+1)2n+1)— (4n

2n

+1
+1) (4n + 3)

(An+1)(4n+3) (2n+1)

(An+1)(4n+3)(2n+1)

Donc wy, 11 — wy, > 0 et la suite (wy,),,c
Cherchons a savoir si elle est majorée

y est croissante.

1

1
P tout k =1,--- < <
our tou , ,M, NOUS avons 1 Somroi—1 Syt
sommation : .
n 1 n n
0< < < < ==
4n —1 ;271—1—21@—1 2n+1 2n

et donc, en passant a la

1

2

1
La suite (wy,), cy est donc majorée par 3 Croissante et majorée, elle est donc convergente.
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Exercice 10 :
— 1
On considére la suite (U, ),y définie par U, = Z w2 Démontrer que c'est une suite convergente
k=1
> Nous allons montrer que la suite (Up), oy est croissante.

A BN | 1
Unii=Un=> 5= 75 = 772
k=1 k k=1 k (n+1)
1
Comme ﬁ > 0, nous avons U, 11 —U, > 0 et donc la suite (Un)nGN est strictement croissante
n+
> Montrons que la suite (Up),, o est majorée.
1 1
Pour k > 2, nous avons k? > k? — k, et donc pour k > 2, nous avons w2 < = En passant a
la sommation :
"1 "1 1
Zﬁ_1+2ﬁ<l+zk2 A
k=1 k=2 —
1 1 1
Or, = = et donc

1
De telle sorte que U, <2 — — < 2

n
La suite (Up),,cy est donc majorée par 2.
Nous avons démontré que la suite (U, ),y est croissante et majorée; elle est donc convergente.

1.9.2 Quelques exercices de synthese sur les suites

Exercice 11 :

n

k
2\ "

Déterminer la limite de la suite (w,,),, oy OU Wy, = I | (1 + E)
k=1 '

Nous commengons par prendre le logarithme de w,,. Appelons donc X,, = Inw,,. Alors :

X, = kZ:ln <(1+2>£>
SN

k=1
1 — 2
= szln<1+%)
k=1

La suite (X,), oy~ apparait alors comme une somme de Césaro. Considérons la suite (u,) définie

neN*

2
pour n € N* par u,, = nln (1 + f), il suffit de connaitre lim wu, pour connaitre lim X,
n n——+00

n—+400
ln(1—|—z) 2ln(1+g>
2 n n
nln( >: =

1+ — =
T T 2
n n
2
In (1 + *)
Or, lim " _qJetdone lim Uy = 2
n—-+4oo 27 n—-+4oo
n
Ainsi lim X, =2, c’est a dire lim lnw, = 2, et nous en déduisons que lim w, = €2
n——400 n—~400 n—+400
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Exercice 12 :
1. Soit (un), ey une suite numérique telle que lim w1 — u, = [ avec | € K.
n—-+oo

Montrer que lim — =1
n—4+oo N

To+ a1+ -+ Ty
n+1

Nous appelons x,, = up41 —up et v, =
pouvons dire que lim v, =1.
n—-+oo

Regardons maintenant a quoi est égal v, :

To+ T+ -+ Ty

n =

n+1
_ (u1 —uo) + (uz —u1) + -+ + (Ung1 — Un)
n+1
Un+1 — UQ
n+1
C’est a dire Ynt zvn—i-&.
n+1 n+1

Comme lim
n—+oomn + 1

Ce que nous voulions

. e . Un+1
=0et que lim w, =1, nous déduisons que lim ntl
n—+00 n—+oon + 1

=1.

. Par le théoréme de Cesaro 1.1.6, nous

2. Soit (xn), ey une suite numérique telle que pour tout n € N, z,, € R** (i.e. 2, > 0). Montrez que si

. Tn+1 .
lim = — ] avecl € RY, alors lim /@, =1
n—+oo Iy n—-4oo

(a) Appliquer ce résultat a I’étude de :

i. lim y/Cj, ii. lim Vn! iii. lim

n—+oo n—-4o0o n—-+oo "/n!

(b) Montrer, par des contre-exemples, que la réciproque est fausse

1.9.3 Calculs de limites

Exercice 13 :

Poura € R et b € R, on suppose a? — 4b < 0, c'est a direb > 0 et |a| < 2v/b.

Donner lim +/n?+an+0b—+/n

n—-+oo

Nous avons :

2
+an+b—n
vn?2+an+b— = o
vn vVn2+an+b++n

n?+(a—1)n+b
vVn?i+an+b++/n
n?+(a—-1)n+b
vVni+an+b++/n
n2 (14 @0 1 )
ny/1+ 2+ 25 4+/n

n2(1+M+L

3
N
= —
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b 1 -1 b
Nous avons lim 1—|—g—|——2—|——:1et lim 1+(a )_|_72:1
n—-+00 n n \/ﬁ n—+00 n n

144 b
Donec, lim n X i n
Y A O Y

En conclusion, lim +vn?+an+b—/n=+o0
n—-+00

= 400

Exercice 14 :

Etudier les limites lorsque n tend vers +00 des suites suivantes :

2n

1. w, = Ze*\/g
k=n

De la décroissance de la fonction e=*

, hous avons pour tout k =n,---,2n,
67\/271 < 67\/% < e*\/ﬁ

Et donc, en passant & la sommation :

2n
(n—i—l)e‘m < Ze‘ﬁ <(n+1)e VvV
k=n

Des résultats sur les croissances comparées, nous avons :

lim (n—|—1)ef‘/%= lim (n4+1)e V" =0

n—-+oo n—-+o0o

2n
Donc lim Z e_\/g =0
n—-+o0o
k=n

n—1 k
2. u, = (2 — 7)
IR

k k
Tout d’abord nous pouvons écrire (2 — 7) =2 (1 — 2—) et donc :
n n

A TERMINER

Exercice 15 :

Nous allons démontrer que la suite (cosna), .y ol o € R n'admet pas de limite

1. Que pouvons nous dire si sina =0 7

Il est clair que sina = 0 <= a = k7 avec k € Z et que cosna devient cos na = cosnkm = (—1)",

suite qui n’admet pas de limite.

2. On suppose maintenant que o # km avec k € Z
Nous voulons montrer que la suite (cos na),, .y n'admet pas de limite. On suppose le contraire et nous

appelons [ le nombre tel que lim cosna = 1.
n—-+o0o
. . cosa — 1
(a) Montrer que lim sinnoa=1x ———
n—+oco sin v

Nous allons étudier cos (n + 1) a.
> Tout d’abord, lirJIrl cos(n+1)a=1
n—r—+00
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> D’autre part, en utilisant les formules d’addition :

cosnacosa —cos(n+ 1)«

cos (n + 1) a = cosna cos  — sinnasin o <= sinna =

sin
R o ) . lcosa — 1 cosa — 1
En passant a la limite, nous avons lim sinnoa = - =[x -
n—+4o0 sin v sina

D’ou le résultat

1
(b) En considérant sin 2no, montrer que l =0 ou | = 3
Suivons donc ce qui est proposé :

sin 2na = 2 sin no cos na

1
Et donc, par passage a la limite, nous avons : [ = 2% d’ot1 on tire [ =0 ou | = 3

(c) En considérant cos 2nc, montrer que | = 21% — 1
Toujours par les formules trigonométriques, cos 2na = 2 cos? na: — 1, et en passant a la limite,
nous avons [ = 2[2 — 1

(d) Conclure

1
La limite ! doit vérifier simultanément 2 équations du second degré ; pour 'une l = 0 oul = 37
ces valeurs ne vérifient pas le seconde équation

Donc, I'hypothése de convergence de la suite (cosna), .y est contradictoire. La suite (cos na)
n’admet donc pas de limite.

neN

Exercice 16 :

Soit (x),,cn € RY une suite numérique réelle telle que :

— Pour tout n € N, nous avons : x,, > 0

— llexiste « 20, >0 avec 0 < a+ [ <1 tels que, pour tout n € N, x,, 13 < axpio + P,
Pour tout n € N, on construite la suite (uy ),y € RY par : u, = max {&n, Tpni1, Tnio}

Tout d’abord, par construction, on peut remarquer que, pour tout n € N, 0 < z,, < u,.

1. Montrer que la suite (u,), oy est décroissante

> Tout d’abord, remarquons que, pour tout n € N, x, 13 < u, ; en effet :
Tpy3 < ATpy2 + B, < auy + Bup, < (a+ B) up < up

> Si u, = z,, alors :
Ty 2 Tpy1 et Tp 2 Tpig; comme Tny3 < Uy, Ty = Tpys et done z, > max {xn+1; Tnt2; l‘n+3},
c’est a dire uy, = Up41

> Si U, = Tpy1 OU Uy = Tpya, alors, de inégalité x,43 < uy, nous déduisons z, 13 < 41 OU
Tn+3 < Tn42-
Comme 1 = max {Tpn41; Tnt2; Tnts), NOUS AVONS Upt] = Tptl OU Uptl = Tpi2, Cest &
dire, en fait, u,4+1 = up

Donc, de maniere générale, nous avons u,11 < u, et la suite (un)neN est décroissante
2. Démontrer que, pour tout n € N, u,y3 < (a+ ) uy,

> Nous avons Up4+3 = max {Tn+3; Lntd; Tnits}, et nous avons déja montré, dans la question 1
que Tuys < (o + ) uy
> Done, @y 44 < (a0 + B) Ung1 < (@ + B)up
> Et, 2n45 < (4 B) unto < (a+ B) unt1 < (@ + B) uy,
Donc, tn43 < (a+ 3) up
3. Démontrer que, pour tout n € N, 0 < u,, < (a0 + 5)%} ug ol le symbole [e] désigne la partie entiére.
Nous utilisons l'inégalité u,+35 < (o + /) u, et allons envisager 3 cas. En fait, nous allons regarder
les congruences modulo 3
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> Sin=3k avec k € N

us < (a4 B8)ug
ug < (a4 B)us
ug < (a4 B)ug
uzp < (a+ B)ugp—1)

En multipliant termes & termes, nous obtenons, apres simplification : us; < (a + B)k Uug
>Sin=3k+1aveckeN

us < (a+B)uy

ur < (a4 B)ug

up < (a4 B)uy
uspr1 < (a0 + B) ug(k—1)+1

En multipliant termes & termes, nous obtenons, aprés simplification : uggyr; < (a+ 6)k uy.

Comme u; < ug, nous avons usp1 < (a+ 8) ug
>Sin=3k+2aveckeN

us < (a+ ) uz

ug < (a+B)us

unn < (a+fB)ug
uspre < (a4 B) ug(h—1)+2

En multipliant termes & termes, nous obtenons, apres simplification : usgie < (a+ 5)" usa.
k
Comme uy < ug, nous avons ugk12 < (a+ B8)" ug

Sin=3k+p,avecp=0,1,2k = [g}, nous avons dong, pour tout n € N, 0 < u,, < (a0 + B)[g] ug

4. En déduire lim z,
n—+oo

Comme 0 < a+ <1, lim (a—l—ﬂ)[%} =0et donc lim wu, =0.
n—-+oo n—-+oo

m z, =0

Comme z,, < u,, et d’apres le théoreme 1.3.1 de majoration, li
’ p J n—-+4o0o

1.9.4 Variation des suites
Exercice 17 :

Soit (up, € RN une suite numérique réelle. Montrer qu'il existe 2 suites (v, e RN et (w, e RY,
neN q q neN

I'une croissante et I'autre décroissante, telles que (un), cy = (Un)pen + (Wn) ey

neN

La résolution de cet exercice est basée sur 2 faits tres classiques :
n

— Le premier, c’est que, pour tout n € N, u,, = ug + Zuk — Up_1
k=1
— Le second, que uy — ux—1 = max {uy — ux—1;0} + min {ug, — ug_1;0}
De telle sorte que

n n n
Uy = qurZ (max {ug — ug—1;0} + min {ug, — uk—1;0}) = u0+z max {ug — Ug—1; O}+Z min {ug — ug—1;0}
k=1 k=1 k=1
n n
— Nous appelons v,, = ug + Zmax {ur, — ug—1;0} et w, = Zmin {ur, — ug—1;0}
k=1 k=1
— La suite (vy,),,cy est croissante.

n+1 n

En effet, v,11—v, = (uo + Z max {up — Ug_1; 0}) — (uo + Z max {up — Up—_1; O}) = max {up4+1 — up;0}.
k=1 k=1

Or, max {un41 — up; 0} > 0 et donc vy, 41 — vy, = 0 et la suite (v,,),, o est croissante.
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— Nous démontrerions de méme que la suite (wp), oy est décroissante.
Nous avons ainsi prouvé l'existence de 2 suites (vy),, ey € RY et (wp), ey € RY, P'une croissante et I'autre
décroissante, telles que (un),cny = (Vn)pen + (Wn)pen

Exercice 18 :

1. Soit (xn),en € RN wune suite croissante qui admet une limite . Démontrer que, pour tout n € N, alors
T, <1

Supposons le contraire, c’est & dire qu’il existe ng € N tel que x,,, > [, c’est & dire (x,, — 1) > 0

n _l . . . n _l < .
Soit&z%.Alors, il existe N € N tel que, sin > N, alors |xn—l|<(x°T),c’estad1re
que pour n > N :

n *l n *l n, *l n l
‘$n*l|g%@*%gwn*lg%ﬁxngw<wno

Ce qui contredit le fait que la suite (), .y € RY soit une suite croissante.
Donc, pour tout n € N, nous avons x,, <1

2. Soit (un), ey € RY une suite croissante. Montrer que si la suite (uy,),, .y € RY admet une suite extraite
convergente, alors la suite (uy), cy € RY est convergente

Soit o : N — N une fonction croissante telle que v, = ug(y); on appelle [ = lim v,
n—-+oo

Soit € > 0
Il existe donc N, € N tel que si n > N, alors |v, — | < g, c’est & dire, en fait, d’aprés la question
1,sin> N, alorsl —e < v, <1
Donc, sin > o (N¢), nous avons o (n) > n > o (Ng) > N. et donc, l—¢ < ug(n,) < Un < Ug(n) <1,
c’est & dire |u, — | <e.
Et donc, lim wu, =1

n—-+oo

Exercice 19 :

Soit (Un), ey € RN wune suite bornée telle que, pour tout n € N*, 2u, < Up i1 + Un_1.
On appelle (vy,),, oy € RY /a suite définie pour tout n € N par v,, = 1 —u,. Etudier la suite (Vn)pen € RN

> La suite (v,),, oy € RY est croissante

En effet, v,4+1 = Upy2 — Un41; or, d’apres les hypotheses, 2u,4+1 < Upyo + Uy <= Upyz =
2Up41 — Un, €t donc :

Un41 = Un42 — Un41 > 2un+1 — Uy — Upt] <= Upy1 2 Un+1 — Un = Un

La suite (vy,),,cny € RY est donc croissante
> La suite (vy,),cy € RY est bornée

Il suffit de considérer I'hypothese qui nous dit que la suite (uy), oy € RN est une suite bornée et
d’utiliser la valeur absolue pour montrer que (v,), .y € RN est une suite bornée :

‘Un| = ‘un-‘rl - un‘ < ‘un+1| + |un‘ < 2M

> La suite (vy),,cy € RY admet pour limite [ = 0

Comme la suite (vy,), oy € RY est croissante et majorée, elle est convergente, et soit [ cette limite.
Supposons [ > 0; alors, il existe un rang Ny € N tel que si n > Ny, alors v, > 0, c’est a dire
qu’a partir d’'un certain rang No € N, 1,11 — u, > 0, c’est & dire que la suite (uy,),cy € RY est
croissante a partir d’un certain rang. Comme la suite (uy),,cy € RY est bornée, elle admet donc
une limite .

Donc, ngr-lr-loo Up = nEI—TQ—loo (Upt1 —up) =A—A=0

La résolution aurait été semblable si nous avions supposé I < 0.

Donc lim v, =0
n—-+oo
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Exercice 20 :

Etudier les suites (uy), ey € RY et (vn),, oy € RY définies par :

o Uy =a o vy =>b

Un, + Un, QU‘nvn
S Upt1 = —(= O Upp1 = ————
2 Uy, + Upy

Nous allons procéder en plusieurs étapes :

1.

. Supposons a = —b Désn = 1, vy n’est pas défini!! Donc si a = —b, les suites (un), oy et (vn)

Supposons a = b Alors, en procédant par une rérécurrence simple, pour tout n € N, nous avons
Up = Vp =@

neN
ne sont pas définies.

. Supposons a =0et b=0

Alors, par une récurrence simple, on montre que pour tout n € N, nous avons u,, = 0 et v,, = 0,
ce qui veut dire que (uy), oy € RY et (v,),,c € RY sont la suite nulle

. Supposons a =0et b#0

Nous allons montrer que la suite (uy), oy € RY est géométrique et que (Vn)pen € RN est la suite

nulle, c’est a dire que, pour tout n € N*, u, = — et v, =0
0+b b 2x0xb
> Cestvcaipour n=1:uy=——=-etvy=—— =0
vl p LT T2 T T
> Supposons que pour n = 1, u, = o et v, =0
> Alors :
Uy, + Uy, 2% +0 b ; 2Up Uy, 2u, X 0 0
U = = = et v = = —
el 2 2 2n+1 el Up + Uy Uy + Up
Ce que nous voulions.
. Supposons a A0 et b=0
0 2x0x
Alors, up = a;r = g et v = ?a = 0 Nous pouvons montrer, en effectuant la méme
a

récurrence que précédement, que la suite (un), oy € RN est géométrique et que (Vn)pen € RN est

a
la suite nulle, c’est & dire que, pour tout n € N*, u,, = on et v, =0

. Supposons a >0et b >0

Nous allons montrer que les suites (un),,cy € RY et (vn),,cn € RY sont adjacentes.
(a) Une récurrence simple montre que pour tout n € N, u,, > 0 et v,, > 0

(b) Montrons que pour n > 1, nous avons u, = vy

Upn + Up 2up vy,
Un+1 — Un+1 = -
+ + 2 ) Uy, + Up,
(Up, +vp)" — duno,
2 (unp, ;|— Up)
_ (un — vn)
2 (up + vy)
2
(un - vn) . .
Comme ——— — > 0, nous avons aussi Un+1 — Unt+1 = 0; ce que nous voulions
2 (U, + vp)
(c) Etudions les variations de la suite (vn),cy
2Up U,
Un4+1 —Up = ——— —Un
Up + Up )
2UpVy — Upvy — U
Un —2|— Up,
UpVp, — U,
Uy + Un
Unp (Up — Up
Up + U
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Comme uy, = vp, Uy > 0 et v, > 0, nous avons vy, 11 — v, = 0 et la suite (vy,),, oy est croissante

(d) Etudions maintenant les variations de la suite (u,)

neN
Uy, + U
Un4+1 — Up = — Up
_ Unp + Un — 2un
2
Un — Un
2

Comme u,, > vy, NOUS avons Uy, 1 — U, < 0 et la suite (uy), oy est décroissante

(e) Démontrons maintenant que lim (u, —v,) =0
n—+00

2
N . d/.\ 1 1, . L. _ (un_vn)
ous avons déja calculé w11 — vy ; NOUS AVONS : Upt] — Vpa] = m
n n
Or : )
" . ~ (un —vp) _1(un—vn>(u o)
1— 1= =c —
s s 2(up +vn) 2 \uy+ o, " "

T Up — Un
Comme —wv,, < vy, nous avons 0 < u,, — vV, < Uy, + Uy, c’est a dire 0 < P < 1, et donc
Up T Un

Un+1 — Un+1 < (un - Un)

N | =

1
De 14, nous pouvons déduire par une récurrence simple que 0 < u,, — v, < o (up — vg). Nous
en déduisons donc que lim (up, —v,) =0
n—-+oo
(f) Les 2 suites (un),cy € RY et (v5),,cy € RY sont donc adjacentes. Soit [ leur limite commune.
D’apres les études précédentes, nous avons [ > 0.

Soit (wn ), ey € RN la suite définie pour tout n € N par : wy, = u,vy.
— Tout d’abord, (wy),,cy est convergente, et nous avons :

lim w, = lm w,v,= lim wu,x lm v, =102
n—-+4oo n—-+oo n—-+o0o n—-+oo

— Ensuite la suite (wy,), oy est constante. En effet :

Uy, + U, 2Upn Uy,

Wnp41 = Up41Un41 = 9 X w + o = UpUn
n n

Ainsi, nous avons w,, = wy = ugvy = ab, de telle sorte que I?> = ab, et comme [ > 0, nous
avons | = /ab
7. Supposons a <0 et b<0
(a) Tout d’abord, pour tout n € N, nous avons u, < 0 et v, < 0. La démonstration se fait par
récurrence.
> C’est trivialement vrai pour n =0
> Supposons que pour n € N, u,, <0 et v, <0

Up + U 2u,v
> Alors, u, + v, < 0 et u,v, > 0 et donc u,41 = 2" < 0et Upt1 = =L
2 Uy, + Un
(b) Montrons que pour n > 1, nous avons u, < vy,
_ Up Tt 2Up Uy,
un+1 — Un4+1 = 9 - " + v
n n
o (up )" —dunu,
2 (up, ;r Up)
_ (un - 'Un)
2 (up + vp)
2
(un - Un) . .
Comme ——— = < 0, nous avons aussi Un+1 — Un+1 < 0; ce que nous voulions
2 (up + vp)
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(c) Etudions les variations de la suite (vy,), ¢y

2Upn Uy,
Un4+1 — Up = W + 0 — Up
n n

2
2un vy — Uy — vy,
Un —2|— Up,

UpVp — U

n

Uy + U
Un (Un _Un)

Uy + U
Comme u, < v, a partirden =1, u, < 0 et v, < 0, nous avons v,4+1 — v, < 0 et la suite
(Vn),en est décroissante a partir de n = 1

(d) Etudions maintenant les variations de la suite (u,)

neN
Up, + U
Un4+1 — Up = — Unp
_ Unp + Un — 2un
2
Unp — Up
2

Comme u,, < v, a partir de n = 1, nous avons u,+1 — 4, > 0 et la suite (“n)neN est croissante
a partirden =1

(e) Démontrons maintenant que lim (v, —u,) =0
n—+o0o

(Un — Un)2

Nous avons déja calculé v, 41 — Up41; DOUS AVONS : Vpy] — Upgpl] = — o
2 (Up, + vp)

Or : )

(Un —un)” -1 (vn — Uy,
2 (up, + vp) 2 \u, + v,
Comme u, < v, <0< —v,, nous avons

) (=)

Un4+1 — Up+1 = —

Un+11nﬁun—vn<0<:>0<Un—un§—(un+vn)

) Up — U
Clest & dire 0 < ———" < 1, et donc
Up + Uy

(v — up)

DN | =

0 g Un+1 — Un+1 <

De 1a, nous pouvons déduire par une récurrence simple que 0 < v, — u, < (vo — up). Nous

on

en déduisons donc que lim (y, —u,) =0
n—-+o0o

(f) Les 2 suites (un),cy € RY et (v5),,c € RY sont donc adjacentes. Soit [ leur limite commune.
D’apres les études précédentes, nous avons [ < 0.

Soit (wn),en € RN la suite définie pour tout n € N par : w, = u,vp.
— Tout d’abord, (wy,),y est convergente, et nous avons :

lim w,= lm w,v,= lm wu,x lLm v, =102
n—-+4oo n——+oo n——+oo n——+oo

— Ensuite la suite (w;,),y est constante. En effet :

_ _ Up T+ Un 2Up U,
Wn+41 = Up41Un41 = 9 X w +v
n n

Ainsi, nous avons w, = wy = ugvy = ab, de telle sorte que I? = ab, et comme ! < 0, nous
avons | = —ab
8. Reste le cas ou1 ab < 0 C’est a dire que cas ou a et b ont des signes contraires.En utilisant un
petit programme, on s’apercoit que les suites ont un comportement erratique. J’ai renoncé a les
étudier.

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 57



Chapitre 1 : Les suites numériques

1.9 Correction de quelques exercices

Exercice 21 :

Soit (uy),en € RY une suite de réels positifs ou nuls vérifiant : (Vm € N) (Vn € N) (upqn < U + up)

Montrer que la suite (

1.

. . Un . Unp
Nous avons donc bien lim — = inf (—)

Up

n

. Un . Un
est convergente et que lim — = inf (—
neN* n—+oo N neN* \' n

Soient p € N, ¢ € N et r € N alors upg4r < qup + up

Cette démonstration se fait par récurrence sur ¢
C’est évidemment vrai pour ¢ =0 : Nous avons ugxptr = Ur < 0 X up + Uy
Supposons que Upgir < qUp + Uy

Démontrons la relation a ’ordre ¢ + 1 Nous avons
Up(g+1)+r = Upgtptr S Up + Upgyr S Up + qUp + Uy = (g +1)up + u

Cest a dire up(g11)4r < (¢4 1) up + u, ; ce que nous voulions.

Un .
Comme, pour tout n € N, nous avons u,, > 0, alors, pour n € N*, nous avons — > 0. La suite
n

Unp . , e s . Un .
(—) est donc minorée et, la borne inférieure inf (—) existe.
N / neN* neN* \' n

Soit A = inf (u—n>
neN* n
Soit € > 0

U
De la définition de la borne inférieure, il existe p, € N tel que A < £ < A +¢
Pe

Pour m € N, on effectue la division euclidienne de m par p; :
m=qpe. +71 avec 0 <r < p,

Et donc : u,, < qup,_ + u,. Donc, pour m € N¥,

On peut déja écrire que 4pe < 1 et que, donc :
m

U _ Up. U

~
m De m

Soit M = sup {u, avec 0 < r < p.}. Ce M existe puisque ’ensemble {u, avec 0 < r < p.} est fini.

Um
Nous avons donc — < — + —
m

M
Soit N, € N tel que si m > N, alors — < ¢
m
U

Um,

u
Alors, pourm}Ng,)\g—méﬁ—i—sg)\—&—Za, c’est a dire : A < <A+ 2
m

De m
. . . Um
Ce qui termine de montrer que lim — =\
m—+oco m

n—+oco N neN* n

Exercice 22 :

Nous considérons les deux suites numériques réelles (uy,),, oy € RN et (Vn)pen € RY définies par

Uy = — et v, = U, + —
| |
— k! n!
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1. Démontrer que les suites (uy,), oy € RY et (vn), oy € RY sont adjacentes

1
> — Nous avons : u,, — v, = - > 0 et donc, pour tout n € N, u,, < v,

— Ensuite, la suite (uy), oy € RY est croissante; en effet :

1
n — Un = — >0
tnt1 — @ (n+1)!
Et donc, up41 > up,
— De plus, la suite (v,),,cy € RY est décroissante :
L1 1 2 1 2—(n+1) 1-n
n — Un = Un — Un - = - = =
Unbt T Un = Unt mt)! o (+l)! al mrD)! (et )

Donc vy41 — v, < 0 dés que n > 1, c’est a dire que la suite (Un)neN € RN est décroissante
a partir du rang n =1
. . 1
> De plus ngrfw (U, —vp) = nll)r-&r-loo (ﬁ) =0
> Les suites (un), oy € RY et (vn),cn € RY sont done adjacentes
2. Démontrer que leur limite commune | ne peut étre rationnelle, c'est a dire que l ¢ Q
Soit donc [ la limite commune & (uy),, oy € RY et (vn),,cy € RY et supposons I € Q. Pour plus de
simplification, supposons [ = b avecp e N* et ge Net g > 2.
q

Nous avons donc :

qulévq@uqég<vq(:)uq<§<uq+a
Multiplions la derniere égalité par ¢!. Nous avons alors :
1
uq<Bguq+—'<:>q!uq<q!£§q!uq+1
q q: q
Nous avons :
— qlug e N —g? N
Mg q.quq S

Ce qui sous entend que qlg € {qlug; Qlug + 1} <=1 € {ug;vq}

Sil = ug, alors, ug < ug1 < Ug2 < -+ <l = ug, ce qui est absurde.
De méme, si [ = vg, alors | = vg > vg41 > vg42 > -+ > 1 = vg, ce qui est tout aussi absurde.
Donc ,1¢ Q

1.9.5 Suites de Cauchy

Exercice 23 :

Soit (un),en € RY une suite numérique réelle définie par :

ug =1 et pour toutn € N upi1 = up + —
2™,

Il faut montrer que cette suite est convergente
Nous allons montrer que la suite (uy,),, oy € RY est de Cauchy
1. Tout d’abord, on montre facilement, par récurrence, que, pour tout n € N, u,, > 0, puis, que la
suite (un),cn € RN est croissante et que, donc, u, > 1 pour tout n € N
n—1
2. En suite, nous utilisons le fait général que u,, = Z (U1 — ug) + uo
k=0

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 59



Chapitre 1 : Les suites numériques 1.9 Correction de quelques exercices

3. Alors, soient p € N et ¢ € N tels que p > ¢. Alors :

p—1 p—1 p—1 1 1\P—4a
> 1 1 = (1-0)") 1 1
k=q k=q k=q 2

1 1
En effet, nous avons < — car ug > 1. Comme la suite <F> € RY est convergente et

2k, 2k neN
1
de limite 0, pour tout € > 0, il existe N € N tel que si ¢ > N, alors 0 < 201 <e

Et donc pour ce méme ¢ > 0 il existe donc N € N tel que pour tout p € N, tout ¢ € N,
p>qg>N=—=0<u,—u;<e

La suite (uy),,cy € RY est de Cauchy, donc convergente.
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