Chapitre 3

Limites et continuité d’une fonction
numeérique

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des fonctions ou applications de R ou d’une partie de R dans K,
K étant mis pour R ou C. Une telle application est dite fonction numérique d’une variable réelle

3.1 Introduction

3.1.1 Rappels

Soient F et F, deux ensembles et f : ' — F, une < correspondance > entre ces deux ensembles
1. f est une fonction si tous les éléments de E ont au plus une image
2. f est une application si tous les éléments de F ont exactement une image

3. Le graphe de [ est I'ensemble G C E x F défini par :

G={(z,f(z)) oux e E}

Remarque 1 :
1. Commencons par un exemple ; on considere la fonction suivante :

{f:R—>R
1

z+1

+VT

r — @)=

f est bien une fonction puisque les nombres strictement positifs n’ont pas d’image, ni méme le
nombre —1
2. Pour que f soit une application, nous recherchons le domaine de définition de f, c’est a dire
I’ensemble des nombres qui ont tous exactement un image. Si nous appelons Dy le domaine de
définition de f, ici, Dy = |—o00; —1[U]—1;0]
3. En fait, qu’est qu’une fonction 7
Une fonction f est la donnée d’un triplet (E,F,G) ou E est ensemble de départ, F,
I’ensemble d’arrivée, et G, le graphe de f.

Ainsi, 2 fonctions (ou applications) f et g sont égales, si et seulement si :
— Elles ont méme ensemble de départ E

— Elles ont méme ensemble d’arrivée F

— Pour tout z € E, f(z) =g (x)
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3.1.2 Définition de restriction

Soit f: F — F une application et A C F
Soit p : A — F une application telle que, pour tout x € A, ¢ (x) = f (x)
¢ est appellée restriction de f a A est est notée p = f/4

Remarque 2 :

Deux fonctions peuvent avoir la méme restriction sur un ensemble, sans pour cela étre égales :

Soient, par exemple :

{f:R2—>R {g:R2—>R
(z,y) — fllzy)]=2"+y (z,y) — gl(z,9)] =z +y?

Sur la diagonale principale A = {(z,y) tels que y = 2} nous avons f/an = g/a alors que f # g

3.2 Fonction numérique d’une variable réelle

3.2.1 Exemples de telles fonctions

1. Un premier exemple sont les suites numériques; ce sont des fonctions numériques définies sur N
et a valeurs dans K

On peut aussi voir certaines suites comme des restrictions a N de fonctions numériques,

définies sur R
2

définie pour tout n € N par u,, = ———— est la restriction a

Exemple : La suite (u,) 51
n

neN
2

x
x2+1
L’intérét d’une telle vision est d’étudier des propriétés sur R et de les transposer a N

N de la fonction f définie sur R par f (z) = . Nous avons donc : (un), ey = f/n

2. La fonction :
{ d:R — R
x +— Id(z)==x
est appelée 'application identique de R
3. Pour k£ € K, la fonction

[

8]

est appelée fonction constante

4. Pour b € K, la fonction translation est définie par :

{f:R — K
x — f(x)=x+b

5. Pour a € K, la fonction homothétie est définie par :

{er — K
x — f(x)=ax

6. La fonction symétrie est définie par :

U2 e

7. Pour a € K et b € K, nous appelons application affine, une fonction numérique du type :

{f:R — K
x — f(x)=ax+b
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> On peut remarquer que si a = 1 et b = 0, nous obtenons 'application identique

> On peut remarquer que si a = 0, nous obtenons une application translation

> On peut remarquer que si b = 0, nous obtenons une application homothétie

> On peut remarquer que si a = —1 et b = 0, nous obtenons ’application symétrie
D’autre part, Papplication f () = ax + b est un polynéme du premier degré

8. Plus généralement, les polyndémes P € R, [X] & une indéterminée et & coefficients dans R, per-
mettent de définir une fonction numérique a valeurs dans R

{Pn:]R 5 R
r — P,(x)=apa" +a, 12"+ +ar+ag

A
9. Soient A € R[X] et B € R[X] 2 polyndmes, et on suppose f = 3 irréductible, f est alors appelée

fonction rationnelle. Le domaine de définition de la fonction associée est donné par :
Dy = {z € R tels que B (z) # 0}

zt—1
23 — 222 —x +2

Exemple : Soit f (z) =
Nous avons :
— a2t —1=(a?41) (2% 1) — 2} -2 —r4+2=(2?-1)(z—2)

2 +1

De telle sorte que f (z) = 5 et est définie pour tout x # 2; nous avons, en particulier

(1) =-2

Remarque 3 :

Pour pouvoir étre utilisées dans des exemples ou exercices, nous supposons connues les fonctions circu-
laires cos, sin et tan, ’exponentielle et les logarithmes.

Exercice 1 :

Donner les domaines de définition des fonctions suivantes :

1. f(z) = sin2z 2'g(x):1n(2+x>

Exercice 2 :

Construire les graphes des fonctions suivantes :
1. f(z)=|z =3+ |z +1] 2. g(z) =/x — [z] 3. h(z) =[z] + /x — [z]

ol [x] est mis pour la partie entiere.

3.2.2 Fonctions bornées dans R

1. Une fonction f définie sur un ensemble £ C R a valeurs dans R est dite majorée sur E si
I’ensemble f (E) est un ensemble majoré dans R, c’est a dire, s’il existe A € R tel que, pour
toutz € FE, f(z) <A

2. Une fonction f définie sur un ensemble £ C R a valeurs dans R est dite minorée sur E si
I'ensemble f (E) est un ensemble minoré dans R, c'est a dire, s'il existe B € R tel que, pour
tout x € E, f(x) > B

3. Une fonction f définie sur un ensemble £ C R a valeurs dans R est dite bornée sur F si
I'ensemble [ (E) est un ensemble a la fois majoré et minoré dans R, c’est a dire, s'il existe
A€R et BeR tels que, pourtout z € F, B f(z) < A4
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Remarque 4 :

1.

Soit f une fonction définie sur un ensemble £ C R a valeurs dans R est non majorée sur F si et
seulement si, pour tout A € R, il existe x € E tel que f (z) > A.
C’est tres simplement la négation de la définition de fonction majorée sur F

. De méme, f une fonction définie sur un ensemble £ C R a valeurs dans R est non minorée sur £

si et seulement si, pour tout B € R, il existe « € F tel que f (z) < B.
C’est toujours la négation de la définition de fonction minorée sur E

Si f est une fonction définie sur un ensemble £ C R a valeurs dans R bornée sur F, ’ensemble
f (E) admet une borne supérieure M et une borne inférieure m que nous notons :

> M =sup f (z) > m = inf f(x)
zeE el

La borne supérieure M est caractérisée par les 2 propriétés suivantes :
> Pour tout z € E, f (z) < M
> Pour tout € > 0, il existe zg € E tel que M —e < f (z) < M

De méme, la borne inférieure m est caractérisée par les 2 propriétés suivantes :

> Pour tout z € E, f(z) > m
> Pour tout € > 0, il existe zg € E tel que m < f (z) <m+e¢

Exercice 3 :

1
Démontrez que la fonction définie sur |0;+1] par f () = — n'est pas bornée sur ]0; +1]
x

Exercice 4 :

Toutes les questions de cet exercice sont indépendantes I'une de 'autre

1.

Soit f une fonction définie sur un ensemble E C R a valeurs dans R bornée sur E. Montrer que
inf f(x) = —sup (—f (x))
zek zeE

. Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble E C R a valeurs dans R bornées sur E telle

que pour tout « € E, f(z) < g (z). Montrer que :

< t inf < inf
iggf(x) iggg(w) e ;gEf(x) ;2,;9(”3)

Soit f une fonction définie sur un ensemble E¥ C R & valeurs dans R bornée sur FE et soit A C E.

Montrer que :

sup flz) < sup f(z) et Inf f(x) > inf f(2)

. Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble £ C R a valeurs dans R bornées sur F .

Montrer que :

sup (f (z) +g(z)) <sup f(z) +supg(z) et supf(z)+ inf g(z) <sup(f(z)+g(2))
z€E z€E z€E z€E zel z€EE

Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble £ C R a valeurs dans R bornées sur E telle
que pour tout x € E, f(z) > 0et g(z) > 0. Montrer que :

sup (/ (2) g (2)) < sup f (@)supg(e) et sup f(z) int g(2) < sup (/ (x) g (a)
z€EE z€E z€E z€E z€ z€E

Soit f une fonction définie sur un ensemble £ C R & valeurs dans R bornée sur E telle que pour
tout « € E, f (z) > 0. Montrer que :

oep (f <1x>) " inf }(m

el
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3.2.3 Proposition

Une fonction f définie sur un ensemble £ C R a valeurs dans R est bornée sur F si et seulement si
il existe M > 0 tel que, pour tout z € E, |f (z)| < M

Démonstration

1. Supposons f bornée sur F
Alors, il existe A € R et B € R tels que, pour tout € F, B < f (x) < A. De cette inégalité, nous
tirons |f (z)| < max {|4], |B|}
En posant M = max {|A|, |B|}, nous avons M > 0 et donc |f (z)| < M pour tout € E

2. Réciproquement, supposons qu'’il existe M > 0 tel que, pour tout = € E, |f (z)| < M
Alors, pour tout « € E, —M < f (z) < +M, ce qui montre que f est bornée sur F

3.2.4 Définition de fonction bornée dans C

Dans C, ensemble des nombres complexes, il n’y a pas de relation d’ordre total compatible avec ’addition
ou la multiplication ; nous ne pouvons donc pas parler de fonction majorée ou minorée. Nous avons, par
contre la définition suivante :

Une fonction f définie sur un ensemble £ C R a valeurs dans C est dite bornée sur E si I'’ensemble
f (F) est un ensemble borné dans C, c’est a dire, s'il existe M > 0 tels que, pour tout = € E,
If (@) <M

Remarque 5 :

Bien entendu, une fonction f définie sur un ensemble £ C R a valeurs dans C n’est pas bornée sur E si
pour tout M > 0, il existe z € E tel que |f (x)| > M

Exemple 1 :

Voici quelques exemples de fonctions bornées :
1. De maniere tres classique, nous avons, pour tout x € R, —1 < cosz < +1
~ _..2
2. De méme, nous avons, pour tout x e R, 0 <e™* < +1

3. Et, pour tout =z € R, ‘ei’” ’ = 1 et apparait donc comme une fonction bornée.

3.2.5 Extremum local

Soit f une fonction numérique définie sur £/ C R et a valeurs dans R

1. S'il existe ¢y € FE et un voisinage V' de x( tel que pour tout xg € V alors f (z) < f (z0), on
dit que la fonction f admet en z; un maximum local

2. De méme, s'il existe xg € E et un voisinage V' de z tel que pour tout xo € V alors f (z) >
f (z0), on dit que la fonction / admet en z; un minimum local

3.2.6 Variations d’une fonction

Soit f une fonction numérique définie sur £ C R et a valeurs dans R

1. La fonction f est dite croissante sur F si, pour tout = € F et tout y € F, I'implication suivante
est vraie :

z<y=[f(r)<f(y)

2. La fonction f est dite décroissante sur I si, pour tout = € E et tout y € F, I'implication
suivante est vraie :

z<y=[f(z)=f(y)
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. La fonction f est dite strictement croissante sur F si, pour tout x+ € F et tout y € F,

I'implication suivante est vraie :

r<y= f(z)<f(y)

La fonction f est dite strictement décroissante sur E si, pour tout © € E et tout y € F,
I'implication suivante est vraie :

r<y= f(x)>f(y)

La fonction f est dite monotone sur F si elle est croissante ou décroissante sur F

. La fonction f est dite strictement monotone sur E si elle est strictement croissante ou stric-

tement décroissante sur E

Remarque 6 :

1. II est possible aussi d’utiliser le taux de variation

flx) = f(y)

. Ainsi :
Y
> La fonction f est dite croissante sur E si, pour tout x € E et tout y € F, alors, z < y =
) —
P@-5W
)
> La fonction f est dite décroissante sur F si, pour tout x € E et tout y € F, alors, z < y =
@) -1
r—y
Nous avons, bien ententendu (et c’est facile a de’montrer)lﬂ:
Si f et g sont 2 fonctions croissantes alors f + g est une fonction croissante
Si f et g sont 2 fonctions décroissantes alors f + ¢ est une fonction décroissante
Si f est une fonction croissante et si @ > 0 alors a X f est une fonction croissante
La fonction f est croissante si et seulement si la fonction — f est décroissante
Si f et g sont 2 fonctions croissantes et positives alors f x g est une fonction croissante
Attention!!
Il est important de prendre en compte la positivité de f et g
Exemple :

Soient f (x) = g(x) = x; toutes deux sont croissantes sur l'intervalle [—1;+1], mais
h(z) = f (z) x g (x) = 22 n’est pas du tout monotone sur [—1;+1]

1
Si f est une fonction croissante qui ne s’annule pas, alors ? est une fonction décroissante

Si f et g sont 2 fonctions monotones, sans autre précision, on ne peut rien conclure pour f + g

3.2.7 Composition des applications

Soient F C R et F' C K. Soient aussi f: F — Ket g: F — K tels que f (E)NF £
Nous pouvons alors construire i : E — K telle que i (z) = g[h(z)] =go f (x)
Nous écrivons h = go f

Remarque 7 :

1. Lorsque nous avons f (E) C F, la question est beaucoup plus simple.
2. Dans l’ensemble des fonctions de K dans K, nous créons une loi de composition (f,g) — fog
3. La composition des applications est associative
4. Pour ACR, et h=go f, nous avons h=1 (A) = f~! [ ]
En effet :
gt (A)] = {xeRtelsquef()Eg (A)}
= {z eRtels queg[f(z)] € A}
= {r eRtels que h(x) € A}
= h7'(4)
1. Le faire!!
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Exemple 2 :

1
Soient f: R — R telle que f(z) = — et g : R — R telle que g (z) = = + 1. Alors :
x
f

> g0l (@) =glf @] =f @) +1= 7 +1= "2
> fog(@) = flo(@)] = 7 = g

Nous remarquons que nous avons g o f # f o g. La composition des applications n’est pas commutative.

Exercice 5 :

On donne les fonctions f et g définies par :

: 1
> f(x) =sinz > —
g9(@) =7
Déterminer les fonctions go f et fog
Exercice 6 :
Montrer que ’ensemble des 6 fonctions :
1. fi(z) == 3. fs(x)=1—-x 5. fs(ff):gc_l
x
1 1 x
. = - 4. = 6. =
2 foo) =< fiw) = fo (o) =
Est un groupe pour la loi de composition des applications. Etablir la table du groupe
Existe-t-il des sous groupes ?
Exercice 7 :
1 _
1. Pour tout z # 5 on définit g (z) = ; T Démontrer que go g (z) =z
T —
1
2. Démontrer qu’il n’existe aucune application f : R\ {5} — R telle que :
1 2
Ve e R\ 3 (f(x)x fog(z)=a"+z+1)
Exercice 8 :
-1
1. On définit p : R\ {—1} — R par , pour x # —1, ¢ (z) = ——. Nous appelons ¢? = @ o p et

rz+1
P =¢?op=pop’=popop.
Démontrer que, pour tout  # —1, ¢ () =z

2. Trouver toutes les applications f : R\ {—1;0} — R telles que

(Ve € R\{=1,0}) (f (z) + fo ¢ (x) = 3z +2)

3.2.8 Fonctions paires

1. Soit a >0 et f:]—a; +af — R. f est dite paire si : (Vz € |—«a; +af) (f (z) = f (—=x))

2. Soit xp e R, ECRet f: E— R. f est dite symétrique par rapport a la droite = = g si :
(Vh € R) (f (zo + h) = [ (zo — 1))
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Remarque 8 :

Une fonction paire est une fonction qui admet donc I’axe des ordonnées comme axe de symétrie

Exemple 3 :

1. La fonction cosz est une fonction paire ; voir la figure [3.1]

FIGURE 3.1 — Le graphe de f (z) = cosz, symétrique par rapport & axe des ordonnées

2. Autres exemples de fonctions paires : les fonctions f (z) = z? (courbe et f(r) = a* -2

(courbe

FIGURE 3.2 — Le graphe de f (z) = 2?

FIGURE 3.3 — Le graphe de f (z) = 2* — 2

3. Les paraboles f (z) = ax? + bx + ¢ sont toutes symétriques par raport & la droite d’équation
P

x = (cf figure .

2
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En effet, en utilisant la forme canonique des lycées, nous avons : f(z) = az® + bx + ¢ =

b\? b2 —dac
a (ac — 2—) T ; il suffit ensuite, pour le démontrer, d’utiliser la définition
a a

b
FIGURE 3.4 — Le graphe de f (z) = ax? + bx + ¢, symétrique par rapport a la droite 2 = o
a

3.2.9 Fonctions impaires

1. Soit a>0et f:]|—a; +a] — R. f est dite impaire si : (Vo € |—a; +af) (—f (z) = [ (—=x))

2. Soit Q (z0,90) € R?, ECRet f: E — R. f est dite symétrique par rapport au point ) si :
(Vh € R) (yo — f (w0 — h) = f (xo +h) — vo)

Remarque 9 :

Une fonction impaire est une fonction qui admet donc lorigine O (0,0) comme centre de symétrie

Exemple 4 :

1. La fonction sinz est une fonction impaire; voir la figure |3.5

FIGURE 3.5 — Le graphe de f (z) = sinz, symétrique par rapport a lorigine

2. Autres exemples de fonctions impaires : les fonctions f (z) = 23 (courbe
3. La fonction f (x) = 23 — 922 + 27z — 28 est symétrique par rapport au point S (3; —1) (cf figure

3.7)
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FIGURE 3.6 — Le graphe de f (z) = 2°

FIGURE 3.7 — Le graphe de f (z) = 2% — 922 4 272 — 28, symétrique par rapport au point S (3; —1)

Exercice 9 :

Démontrez que le graphe de la fonction f (z) = 23 — 922 + 272 — 28 est symétrique par rapport au point

S(3;-1)

3.2.10 Fonctions périodiques

Soit f : R — K, une fonction numérique d’une variable réelle. f est dite périodique s’il existe 7' € R
tel que pour tout 2 €R, f(z+T) = f (2)

Remarque 10 :

1. Si la fonction f admet une période T, alors, elle en admet une infinité.
En effet, nous avons f(x+27T) = f(a+T+T) = f(zx+T) = f(z), et donc 2T est une
période. Plus généralement, et en utilisant le raisonnement par récurrence, pour tout n € N,
nous avons f (x4 nT) = f(x)
f admet donc une infinité dénombrale de périodes.

2. Si la fonction f admet comme période T', alors, elle en admet aussi —1' comme période.
Eneffet, f(e —T)=f(x—-T+T) = f(x)

Et donc, plus généralement, et toujours par récurrence, pour tout n € N, f (x —nT) = f (x)
3. On peut donc conclure que si T' est une période de f, alors, pour tout n € Z, f (x + nT) = f (x)
4. Si T’ est une autre période de f, alors T+ T" et T — T’ sont des périodes de f

En effet :
> fla+T+T)=f(z+T)=f(x)
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> fa+T-T)=f(z+T)=f(x)
De telle sorte que I’ensemble des périodes d’'une fonction f forme un groupe additif

5. On appelle période le plus petit nombre positif 7' tel que f (x +T) = f (z)

Exemple 5 :

1. De maniere trés classique, les fonctions f () = sinz et g (x) = cosx sont périodique et de période
2
2. Un autre exemple de fonction périodique est :
{ exp:R — C
r — exp(x)=e”
exp est périodique et de période 27
3. La fonction f () = x — [z] est périodique et de période 1 (cf figure
En effet
Sizen;n+1f,alors f(x) =z—n;z+len+1l;n+2[et f(z+1)=z+1-(n+1) =
z—n=f(z)

FIGURE 3.8 — Le graphe de f (z) = x — [z], périodique et de période 1

Exercice 10 :

Quelle est la période de la fonction, définie pour tout € R par EXP (x) = pe™ ot p > 0 (facile)

3.2.11 Somme de 2 fonctions

Soit £ C R. On appelle 7 (E,K) ou K”, I’ensemble des fonctions numériques définies sur £ et a
valeurs dans K. On définit, dans K une addition par :

{KEXKE 5 KF
(f,9) — [f+g

Ou f + g est définie, pour tout = € E par (f +g) (x) = f (x) + g ()

Exemple 6 :

Voici un exemple tres simple :
> Soit f: R** — R définie, pour tout z € R** par f (z) =Inx
> Soit g : R*T — R définie, pour tout z € R*T par g (x) = 22
Alors, (f +9g) (x) = f () + g () = Inz + 22

Remarque 11 :

L’ensemble F (E,K) = K¥ muni de I'opération d’addition des fonctions est un groupe abélien
> Le neutre est la fonction nulle O qui, & tout z € E fait correspondre O (z) =0
> Le symétrique de la fonction f € K est la fonction notée —f qui, & tout = € E fait correspondre
(=f) (@) =—f(2)

La structure de groupe de F (E,K) = K¥ est intrinsequement lie & celle de K
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3.2.12 Multiplication d’une fonction par un scalaire

Soit £ C R. On définit, dans K” une multiplication par un scalaire par :

{KXKE — KF
A — A

Ou \f est définie, pour tout = € E par (\f) (z) = \f (2)

Exemple 7

Si nous considérons la fonction f : R — C définie par f (z) = 2™, alors, la fonction (1+ i) f est
définie par :

(140) £) (@) = (1+3) £ (&) = (1 +i) 27

Remarque 12 :

1. Voici une remarque importante :

F (E,K) = K muni de I'addition des fonctions définies en [3.2.11| et de la multiplication par un
scalaire définie en [3.2.12] est un K-espace vectoriel

2. Toute fonction f définie sur R (ou sur un sous-ensemble E C R symétrique par rapport & 0),
valeurs dans K peut étre décomposée en la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

@+ £ ) g~ F@) =)
2 2

que g est paire et que h est impaire et que f =g+ h

En effet ; posons g (z) = . On montre facilement

3. La composition des applications est distributive & droite par rapport a I’addition, c’est a dire :
(Vf € K®) (Vg e K*) (Vh e K*) (f +g)oh=foh+goh)

En effet :
Soit z € R. Alors :

(f+g)oh(z)=

|
-~
—+
8
o —
=
—~
8
~—

]
]+ g[h(z)] (par définition)
oh(x)+goh(x)

Il
=
>

4. Nous n’avons, par contre, pas la distributivité a gauche.
En effet, soient f (z) = 2w, g(v) = z et h(z) = 2>
DhO(J“rg)(%‘)=h[(f+g)()] h(f (z) +g(z)] = h[32] = 92
> [ho f](2) + [hog] (z) = hLf (2)] + h [g (2)] = 42 + 22 = 5a?
Pour tout x € R, nous avons [h o f] (z)+[h o g] () # ho(f + g) (z), c’est a dire ho(f + g) #
hof+hog
La loi o n’est donc pas distributive a gauche par rapport a ’addition

"~||

Exercice 11 :

Soit £ C R un sous-ensemble de R symétrique par rapport a 0
On appelle P (E,K) I’ensemble des fonctions paires définies sur F et & valeurs dans K. De méme, nous
définissons I (E,K) I’ensemble des fonctions impaires définies sur E et & valeurs dans K.

1. Démontrez que P (E,K) et I (E,K) sont des sous-espace vectoriel de F (E,K) = K¥

2. Démontrez que P (E,K) et I(FE,K) sont des sous-espace vectoriel supplémentaires de F (F,K) =
KE
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3.2.13 Multiplication de 2 fonctions

Soit £ C R. On appelle toujours F (E,K) ou K”, I'ensemble des fonctions numériques définies sur
E et a valeurs dans K. On définit, dans K une multiplication par :

{KEXKE s KE
(f,9) — [xyg

Ol f x g est définie, pour tout = € E par (f x g) (z) = f (z) x g (x)

Remarque 13 :

1. Il existe un élément neutre pour la multiplication ; c’est la fonction constante qui a tout =z € E
fait correspondre le nombre 1 :

{Un:E — K
x +— Un(x)=1

2. Muni de la multiplication définie en [3.2.13| et de I’addition définie en [3.2.11) K est un anneau
commutatif et unitaire

3.2.14 Inverse d’une fonction

Soit £ C R. Pour f: E — K, on appelle E* = {z € E tels que f (z) # 0}
On définit, dans K™ I'inverse de f par :

KE® — KE

1
fo— ?
Ou ! est définie, pour tout = € E* par (l) (x) = !
f f f(z)
Remarque 14 :
11 est clair que nous pouvons définir, sur E* le quotient de 2 fonctions : <Q> () =g (x) x L 9 (z)
f flx)  f(x)

Exercice 12 :

On considere 2 fonctions f et g toutes deux définies sur R* :
> f(2) = — > g(r) =w+1
Calculer fog(z) et (f x g)(x)

3.2.15 Valeur absolue d’une fonction

Soit £ C R. Soit f: E — K. On définit, dans K” la valeur de f par :

{KE — KE
o= |fl

Ou |f| est définie, pour tout = € E par (|f]) (z) = |f (z)]
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Remarque 15 :

1. La notation |f| désigne la valeur absolue dans R et le module complexe si K =C

2. De cette définition, nous tirons :
> f|=0+=f=0
> Pour tout f € K¥ et tout g € KZ, |fg| = |f]|g]
> Inégalité triangulaire : pour tout f € KF et tout g € K :

If+al <I[fl+1gl et |[fI=Ilgll <[f—gl

3.2.16 Relation d’ordre

Soit £ C R. On définit, dans R” une relation d’ordre par :

(f <9) = ((Vz € E)(f (z) < g (2)))

Remarque 16 :

1. II faut remarquer que, dans cette définition, nous nous restreignons a K = R
2. Il n’est pas difficile de démontrer que c’est une relation d’ordre dans R¥

3. Ce n’est pas une relation d’ordre total : il y a des fonctions qui ne sont pas comparables ; prenons
les fonctions f(x) = —2% + 1 et g(x) = 22 — 1, alors nous avons f(—2) = =3 et g(—2) = 3 et
donc f(—2) < g(—2) et nous avons f (0) =+1 et g(0) = —1et f(0) = ¢g(0). (Pour cette relation
d’ordre, notez l’importance du quantificateur)

FIGURE 3.9 — Les graphes de f (z) = —2% + 1 et g (x) = 22 — 1 montre que ces deux fonctions ne sont
pas comparables sur R

3.2.17 Définition

Dans cette définition, nous ne considérons que les fonctions numériques & valeurs réelles

1. Soit E C R. Dans F(E,R) = R¥, on définit, I'enveloppe supérieure de 2 fonctions f et g
par :

{ RF xRF — RF
(f.9) +—— h=sup(f.g)
Ou h est définie, pour tout x € E par h(z) =sup (f (z),g(z))
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2. Soit £ C R. Dans F(E,R) = RF, on définit, I'enveloppe inférieure de 2 fonctions f et g

par : :
{ RE x RE s RE
(f,g) = i=inf(f,9g)

Ou i est définie, pour tout = € E par i(z) =inf (f (z),g(x))

Exemple 8 :
Prenons les fonctions f (z) = —22 + 1 et g(z) = 2% — 1

1. L’enveloppe supérieure de f et g est donnée par :

2?2 —1siz<—1
sup (f (z),g(z)={ —a?+1si —1<z<+1
22 —1siz>+1

2. L’enveloppe inférieure de f et g est donnée par :

—241sixz<—1
inf (f(z),g9(x)) =< 22 —1si —1<z<+1
—224+1six>+1

Remarque 17 :

1. Sinous considérons une famille finie de n fonctions numériques réelles a valeur dans R { f1, fa, -, fu},
lenveloppe supérieure des {f1, fa, - , fn} est donnée par h = sup (f1, fa, -+ , fn), c’est & dire telle
que, pour tout x € E, h(x) =sup (f1 (), f2 (2),- -, fn (2))

2. De méme, 'enveloppe inférieure des {f1, fa, -+, fn} est donnée par i = inf (f1, fo, -+, fn), C’est
a dire telle que, pour tout = € E, i (x) =inf (f1 (z), fa(x), -, fn (x))

3. Dans la suite, nous poserons souvent, pour f € R¥, f+ =sup(f,0) et f~ =sup (—f,O)

FIGURE 3.10 — En considérant f (z) = 22 — 5z + 4 vous avez, ici le graphe de fT

4. Nous avons donc, pour tout f € RF, f = f+ — f~

Exercice 13 :

Soient f € RE et g € RP
1. Montrez que sup (f,9) = f+(g—f) =g+ (f -9t = (f+g)—2|-|f—g\
(f+9) —1f -4l
2

2. Montrez que inf (f, g) =
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FIGURE 3.11 — En considérant f (z) = 22 — 5z + 4 vous avez, ici le graphe de f~
3.2.18 Fonctions en escalier

1. Soit [a;b] C R un intervalle fermé borné de R. On appelle subdivision de [a;b] toute suite finie
(5Ui)i:o,.-. . Croissante telle que :

Aa=T0 <11 <xy< <Ly 9<Tp1<Tp=">=0

2. Soit [a;b] C R un intervalle fermé borné de R. on dit qu'une fonction f : [a;0)] — K

est en escalier sur [q;b] s'il existe une subdivision a = g < 71 < T2 < - < Tp_g < Ty <
x, = b telle que [ soit constante sur chacun des intervalles ouverts de la subdivision de [a; D],
c’est a dire :

(Vi=0,---,n) (Vo € |z x]) (f () = N\;) avec \; € K

Exemple 9 :

Un exemple simple de fonction en escalier est la fonction « Partie entiere » f (x) = [z]

Remarque 18 :

1. Plutét que de parler de fonctions en escalier, la littérature utilise aussi la notion de fonction
étagée

2. Une fonction en escalier ne prend donc qu’un nombre fini de valeurs, mais la réciproque est fausse,
c’est & dire qu'une fonction qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs ne peut pas étre une fonction
en escalier.

Par exemple, la fonction f = 1@E| qui est la fonction indicatrice de Q qui est telle que
f(z) =1siz e Qet f(xr) = 0 sinon, nest pas une fonction en escalier sur [0;+1];
lensemble des rationnels étant dense dans [0;+1], il n’existe pas d’intervalle inclus dans
[0; +1] sur lequel la fonction f est constante.

3. Si € ([a; b]) est I'ensemble des fonctions en escalier sur [a; b], si on munit cet ensemble de 1’addition
des fonctions et de la multiplication des fonctions par un scalaire, alors & ([a; b]) est un K-espace
vectoriel

4. On démontre aussi tres facilement que si f € € ([a;8]) et g € € ([a;b]) alors f x g € € ([a;b]) et
que |f| € € ([a;0]).

En fait, £ ([a;b]) est un anneau

2. Cette fonction est aussi appelée Fonction de Dirichlet
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3.2.19 Exercices complémentaires
Exercice 14 :

Soient f et g deux fonctions numériques d’une variable réelle définies sur [0; +1] et & valeurs dans R
Démontrez la proposition suivante :

(3w 9) € 05 +1] x 05 +1) (Jey — 1 (2) 9 )] > )
Exercice 15 :

Equations fonctionnelles
Trouver toutes les applications f : R — R vérifiant les équations suivantes :

L (Ve eR)(Vy eR)(|f (=) = f (W) = |z — yl)
2. (Ve e R)(Vy e R) (If () + f (W) = |z + y])
3. (Ve eR) (Vy e R) (f(2) f (y) — [ (zy) =2 +y)
4 (VzeR)(Vy eR) (f(z+y) — f (z —y) = 4ay)

Exercice 16 :

Soit I un intervalle de R et f: I — R telle que, pour tout A € [0; +1] et tout = € I et tout y € I,

FOr+ @ =ANy)=Af(2)+(1-A)f(y)

Démontrer qu’il existe « € R et 8 € R tels que, pour tout « € I, f (z) = ax +

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 88



	II Analyse
	Limites, continuité
	Introduction
	Fonction numérique d'une variable réelle



