Chapitre 3 : Limites, continuité 3.3 Limite d’une fonction

3.3 Limite d’une fonction

3.3.1 Fonction définie au voisinage d’un point

Soient zp € R, E C R et f: . — K une fonction numérique a valeurs dans K
On dit que f est définie au voisinage de z( s’il existe un intervalle ouvert I, contenant z, tel que
ICFE

Remarque 19 :

1. E est le domaine de définition de f

2. On peut remplacer 'expression < s’il existe un intervalle ouvert I, contenant xg > par s’il
existe un intervalle ouvert I de centre zy3. Ou encore par :s’il existe A > 0 tel que
Jxo — A; @o + A\[ C E. Ces définitions sont équivalentes

Exemple 10 :

La fonction f (x) = v/z — 1 est définie au voisinage de tout z € R tel que z > +1. Si elle est définie en
x = +1, et nous avons méme f (+1) = 0, elle n’est, par contre, par définie au voisinage de z = 1 : il
n’esxiste pas de A > 0 tel que l'intervalle |1 — A; 1 4+ A[ soit inclus dans le domaine de définition, lequel
est [+1; +oo]

Remarque 20 :

Nous aurons a considérer, dans la suite, des fonctions dont ’ensemble de définition contient, un in-
tervalle I de centre x(, mais pas zg, et nous serons donc amenés & étudier la fonction sur un tel
intervalle privé de x¢

Exemple : la fonction f (z) =

rz—1

3.3.2 Définition

Soit f: E — K définie au voisinage de x(, sauf, peut-étre en x
On dit que la fonction f est bornée au voisinage de z; s’il existe un intervalle I, de centre z; et un
nombre A > 0 tel que :

(Ve e D) (If () < A)

Exemple 11 :

Soit f : R* — R définie pour tout « € R* par f (z) = S ;pour & € |—m; 47|, nous avons :|sin x| < |z|
x

et donc

sin x
‘ < 1. La fonction f est donc bornée sur |—m; +7|.
x

Remarque 21 :

f n’est pas bornée en xg si :
(VA > 0) (Va > 0) (Fz € Jzg — a; zo + af) (|f (z)] > A)

Exemple 12 :

1 1
Par exemple, la fonction f () = —sin (7> n’est pas bornée au voisinage de 0.
T x
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En effet,
Pour n € N, nous remarquons que

1 1 1
f(w):< 1 )Sin<ﬂ+12m>:(72T+2n7T>Sin(72T+2n7r):72r+2mT
2

%-{-27177

Soit A>0eta>0

> Comme lim ———— =0, il existe N; € N tel que si n > N;;, alors 0 < —

— <
n——+oo g + 2nm 5+ 2nm

T T
> Comme lim — + 2nm = 400, il existe Ny € N tel que si n > Ny ;, alors — + 2nw > A
n——+oo 2 2

1
En posant N = max {Ny, No}, sin > N, alors 0 < ———— < aet il + 2nmw > A.

On peut donc écrire qu'il existe o € |—a; +af tel que |f (x)] > A, et donc la fonction

1 1
f(x) = —sin <f) n’est pas bornée au voisinage de 0
T T

3.3.3 Définition de la limite d’une fonction

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie sur £ C R et a valeurs dans K. On
suppose que f est définie en z(, sauf peut-étre en x.

On dit que f admet une limite | € K finie quand x tend vers z si, pour tout intervalle ouvert J de
centre [, il existe un intervalle pointé I de centre z, tel que f (I) C J

Autrement dit,

(Y& > 0)(3n: > 0) /(0 < |z —wo| < = |f (&) — 1| < )]

On écrit alors

A, f (@) =1
T#xo
Exemple 13 :
, ... sinx - . o sin x
Lorsqu’on écrit hn%) —— = +1, cela signifie que la fonction f, définie sur R\ {0} par f (z) = admet
xT—r o x

au point 0, le nombre +1 comme limite.

Remarque 22 :

1. La négation de la définition |3.3.3| est donnée par :
MeK)Fe>0)(vn>0)(0<|z—xo| <net |f(z)—1>c¢)

2. Dans la définition nous n’avons pas supposé que xg € E, mais, si o € F, alors f (zp) est
bien défini, mais nous pouvons avoir f (xg) # !
3. Nous avons, bien entendu, xllgcl f@) =1 fltin%)f (o + h) = [; la démonstration en est tres
0 —

TH#T0 h#0
simple.

3.3.4 Limite d’une fonction numérique a valeurs complexes

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie sur £ C R et a valeurs dans C. Nous
écrivons f = Reel (f) +ilm (f), ou Reel (f) est la partie réelle de f et Im (f) est la partie imaginaire
de f.

On suppose que [ est définie en x(, sauf peut-étre en z

f admet, en x, une limite | = l,.c; + ilimaginaire Si_€t seulement si

a:li{go Reel (f) (-f) - lv‘eel et zh*}H:}O Im (f) (SC) = limaginaire
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Démonstration

La démonstration est simple, classique et basée sur 'inégalité triangulaire

Exercice 17 :

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie sur £ C R et a valeurs dans K. On suppose
que f est définie en xg, sauf peut-étre en g et que lim f (z) =I. Démontrer que lim |f (z)| = ||
r—rx0o rT—rxo

Il suffit d’utiliser 'inégalité triangulaire, et en particulier celle vraie pour tout = € K et tout
yekK:
|| =1yl < |z -yl

3.3.5 Proposition

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie sur £ C R et a valeurs dans K. On
suppose que [ est définie en x(, sauf peut-étre en z, et que / admette, en z(, une limite [ finie
Alors, f est bornée au voisinage de z(

Démonstration

Soit € > 0. Comme lim f (x) =1, il existe 7 > 0 tel que si 0 < |z — x| < n alors |f (z) — ] <&, et donc
0
T#xTo
siz€lrg—n;zo+n[,alorsl—e < f(z) <l+e.
Ce qui montre que f est bornée au voisinage de xg

3.3.6 Proposition

1. Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie sur £ C R et a valeurs dans K.
On suppose que | est définie en z(, sauf peut-étre en z( et que f admette, en z(, une limite
[ finie
Alors, cette limite est unique

2. Soit f et g 2 fonctions numériques d’une variable réelle définie sur £ C R et a valeurs dans
K. On suppose que f et g sont définie en z, sauf peut-étre en z( et que lim f(z) =1I; et
T—xTo
que lim g () =1,
Alors
(a) La limite de la somme est la somme des limites, c’est a dire : lim (f +g) (z) =17 +1,
x

— X0
(b) La limite du produit est le produit des limites, c’est a dire : lim (f x g) (z) =1y x [,
r—rT0o
l
(c) Sil,; #0, alors lim (i> (x) !

T—T0 B ly

Démonstration

LES DEMONSTRATIONS SONT TOUTES FAITES DANS LE TRAVAIL Lo

3.3.7 Limites et relation d’ordre

1. Soient £ C Ret f : E — R une fonction numérique a valeurs réelles telle que (Vz € E) (f () > 0)
On suppose que, pour z( € I, mlggo fx)=1
T#xo

Alors, [ > 0
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2. Soient E CR, f: E— R et g: F — R deux fonctions numériques a valeurs réelles et telles
que (Vz € E) (f (z) < g(x))
On suppose que, pour zy € R, lim f(z)=1 et lim g (z) =1s
T—rxQ T—xo

TH£To TH£T(

AIOFS, ll g lz

Démonstration

Remarquez que, pour pouvoir parler d’ordre, les fonctions sont a valeurs réelles.
LES DEMONSTRATIONS SONT TOUTES FAITES DANS LE TRAVAIL Lg

3.3.8 Théoreme des limites par encadrements

Soient f, g et h trois fonctions numériques définies sur un ensemble £ C R et a valeurs réelles telles
que

(Ve € E) (f (z) <g(x) <h(z))
l

On suppose que, pour z( € R, IILIEO f(z)= xliﬁrg() h(z) =
TH#T0 TH#x0
AIors,IlLH%U g(z)=1
r#£xT0

Démonstration

Remarquez que, pour pouvoir parler d’ordre, les fonctions sont a valeurs réelles.
LES DEMONSTRATIONS SONT TOUTES FAITES DANS LE TRAVAIL L

3.3.9 Limite infinie en z; € R

Dans ce paragraphe, nous distinguons 2 situations : les fonctions numériques a valeurs réelles f : £ — R
et les fonctions numériques a valeurs complexes, c’est a dire les fonctions f : F — C. En effet, R est
muni d’une relation d’ordre total alors que ce n’est pas le cas de C

1. Soit E C R et f: E — R une fonction numérique a valeurs réelles.
Soit =y € R tel que f n’est pas forcément définie en x

(a) On dit que f tend vers +co lorsque z tend vers z(, et on écrit lim f(z) = +oo si et
T—T0

seulement si :
(VA>0)(Ina >0)((0 < |z —x0] <na) = (f () > A))

(b) On dit que f tend vers —co lorsque = tend vers z(, et on écrit lim f(x) = —oo si et
Tr—rT0o

seulement si :
(VA >0) (Ina > 0) ((0 < |z — 0 <na) = (f (z) < —A4))

2. Soit E C R et f: EF — C une fonction numérique a valeurs complexes.
Soit 2y € R tel que f n’est pas forcément définie en x

On dit que f tend vers oo lorsque = tend vers xg, et on écrit lim f (z) = co si et seulement
T—T0

Si:
(VA>0) (Ina > 0) ((0 < |z — zo[ <ma) = (|f (z)| > A4))
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Exemple 14 :
) 1
Par exemple, nous avons lim ———— = +o0
z—+1 (.’ﬂ _ ]_)
Soit A > 0.

1 2 1 1
Alors, pour que ——— > A, nous devons avoir (z —1)° < —, c’est a dire |z — 1| < —.
pour que (@-1)" <4 | | i

1 1
Ainsi, pour tout A > 0, il existe ny = 7i > 0 tel que si0 < |z — 1| < 14 alors (ﬁ > A
T

1
Et donc, lim ———— = 400
r—+1 (I’ _ 1)

Remarque 23 :
1. Dans cet item, nous ne nous intéressons qu’aux fonctions numériques a valeurs réelles f : £ — R

(a) On déduit de la définition que si lim f(x) = +oo alors, il existe un voisinage U de xg
Tr—T0o
tel que, pour tout x € U, alors f (z) >0

(b) De la méme maniere, on déduit de la méme définition [3.3.9| que si lim f (z) = —oo alors, il
T—T0o

existe un voisinage V de x¢ tel que, pour tout x € V, alors f (z) <0

(c) Si lim f(x) =400 alors lim SN 0

T—To T—To f (.Z')

1
En effet, soit ¢ > 0. Comme lim f (x) = 400, alors pour A = —, il existe n > 0 tel
€

T—T0o

1 1
que si 0 < |z — xg| < na, alors f(z) > A, c’est a dire f(z) > — <= 0 < @ < e.
€ x
Nous obtenons en fait 2 choses :
1
> lim =0
A T @
1
> Et, il existe un voisinage V de xg, tel que si x € V, alors m >0
T
(d) De méme, si lim f(x) = —oo alors lim —— = 0, et il existe un voisinage V de xo, tel que
T—o z—zg f (1’)
1
si x € V, alors <0
f(z)
(e) 1i. Il est facile de démontrer que si lim f (x) = 0 et que §'il existe un voisinage U de z tel
r—x0
1
que, pour tout x € U, alors f (x) < 0, alors lim —— = —
2 T @)
ii. La question est identique si lim f(x) = 0 et que §’il existe un voisinage U de ¢ tel que,
T—XTo
1
pour tout x € U, alors f (z) > 0, alors lim —— = 400
A% F @)
2. Supposons maintenant que f soit a valeurs complexes, c’est a dire f: E — C
1
(a) On peut aussi tout a fait démontrer que si lim f(z) = oo alors lim —— = 0. (Le fait que
10 T—T0 f (q;)
f soit a valeurs complexes ne rend pas la démonstration plus difficile)
« . . 1
(b) De méme, Tlgrrlo f(x) =0 alors zlirf}o T 00

3.3.10 Limite a droite, limite a gauche

Soit £ C R et f: ' — K une fonction numérique.
1. Fonction définie a droite, fonction définie a gauche

(a) La fonction f est dite définie a droite de x s'il existe « > 0 tel que I'intervalle ouvert
lxo; 20+ C E
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1
FIGURE 3.12 — Le graphe de la fonction f (z) = — ! au voisinage de 0

€z —

(b) La fonction f est dite définie a gauche de z; s’il existe o > 0 tel que I'intervalle ouvert
lzg —a; x| C E

2. Limite a droite, limite a gauche

(a) La fonction f, définie a droite de z, admet pour limite /;, a droite de x,, et on écrit :

lim f(z) =14 si et seulement si :
Tr—rTo
x>0

(Ve > 0) (e >0) tel que (zo <z <z0+n:.=|f(x)—1lal <e)

(b) La fonction f, définie a gauche de z(, admet pour limite /,, a gauche de z(, et on écrit :

lim =l si i:
. f(x) =1, si et seulement si
x<xo

(Ve > 0) (Fne > 0) tel que (zg —7n. <z <z0=|f(x) =14 <e)

Exemple 15 :
1
1. Comme premier exemple, treés simple : la fonction f (x) = est définie & droite de +1
v —1
1
2. La fonction f (x) = ——— admet une limite & droite de 0 et une limite & gauche de 0 :
er —
> Pour x > 0, lim — = 400 et donc lim er —1 = 400, et donc lim — = 0, clest a
z—0 T z—0 =0 ez —
>0 >0 >0
dire :1i =
ire alclir%)f(x) 0
x>0
1
> Pour x < 0, lim — = —o0 et donc lim er —1 = —1, et donc lim — = —1, clest a
x—0 x—0 =0 7 — 1
<0 <0 <0
dire :lim f (z) = -1
z—0

z<0
Cette fonction f admet donc 2 limites différentes & gauche et & droite de 0. Voir le graphe [3.12]

3.3.11 Proposition

Soient £ C R, f: E — K une fonction numérique définie sur un intervalle F et 5 € R

On suppose que f n’est pas forcément définie en g

f admet une limite en z(, si et seulement si, elle admet une limite droite de =, notée [; , et une
limite a gauche de z( notée [ , et si ces limites sont égales [; =, =
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Démonstration

1. Supposons que f admette pour limite [ en xg
Remarquons tout d’abord que 0 < |z —ao| <n<=xp—n<zx <zgouzy <z < T(+7
Ecrivons que f admet une limite en xg :
Soit € > 0; alors, il existe n > 0 tel que si 0 < |x — 20| < n alors |f (x) — | < e.
Donc, si g —n < z < zo, alors alors |f (z) — | < &, ce qui montre que f admet une limite &
gauche de xq, et que cette limite est [.
De méme, f admet une limite & droite de xg, et que cette limite est [.
Ainsi, si f admet une limite [ en xg, alors f admet une limite droite /4,et une limite & gauche I,
et ces 2 limites sont égales lqg =1, =1

2. Réciproquement, supposons que f admette une limite droite {4,une limite a gauche I, et que lg =1, =1

Soit € > 0.
— Ecrivons que f admet une limite a droite :

(3172 >0) tel que (w9 <z <zo+n. = |f(x) -] <e)
— Ecrivons maintenant que f admet une limite & gauche :
(It >0) tel que (zo—ni <z <= |f(z)—1] <e)

En posant n = inf {ng;nsl}, si0 < |z —ax0| <malors zg —nl < x <xpetzg<x<x+n2, et
donc |f (x) — | < ¢, c’est a dire Ilggof(x) =1
TH£xo

Exemple 16 :

1
La fonction f (z) = — N n’admet donc pas de limite en 0
3.3.12 Limites en l’infini

1. Limite finie en l'infini
(a) Soit £ C R tel qu’il existe a € R tel que I'intevalle [a; +oco| soit inclus dans E. Soit
f+E—K;

On dit que f tend vers | € K lorsque z tend vers +oc, et on écrit : lirf (x)=1si:
Tr—r+00

(Ve > 0) (34 > 0) ((z > A) = (|f (x) — | < £))

(b) Soit E C R tel qu’il existe a € R tel que l'intevalle |—oc; a] soit inclus dans E. Soit
f+EF—K;

On dit que f tend vers [ € K lorsque = tend vers —oo, et on écrit : lim f(z)=1si:
r—r— 00

(Ve > 0) (34> 0) (z < —A) = (|f (z) — | < &))

2. Limite infinie en I'infini d’une fonction numérique a valeurs réelles
(a) Soit E C R tel qu’il existe a € R tel que I'intevalle [a; +oo[ soit inclus dans E. Soit
f+E—R;

On dit que f tend vers +co lorsque z tend vers +o0o, et on écrit : liIJ'I_l f(z) =+oc0si:
xr—r+00

(VA>0)(3B>0)((x >B) = (f(z) > A))

(b) Soit F C R tel qu’il existe a € R tel que l'intevalle [a; +0oo[ soit inclus dans E. Soit
f:E-—R;

On dit que f tend vers —oo lorsque = tend vers +oco, et on écrit : lirf f(x)=—ocosi:
Tr—r+00

(VA>0)(3B>0)((x > B) = (f(x) < —A4))
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(c) Soit E C R tel qu'il existe a € R tel que l'intevalle |—oco; a] soit inclus dans E. Soit
f+E—R;
On dit que f tend vers +oco lorsque z tend vers —co, et on écrit : lim f(x) = 400 si:
xr—r—00

(VA>0)(3B>0)((x < —B) = (f(z) > A))

(d) Soit E C R tel qu'il existe a € R tel que l'intevalle |—co; a] soit inclus dans E. Soit
f+E—R;
On dit que f tend vers —oc lorsque = tend vers —co, et on écrit : lim f(x) = —o0 si:
Tr—r—00

(VA>0)(3B>0)((x < —B) = (f (z) < —4A))

3. Limite infinie en I'infini d’une fonction numérique a valeurs complexes

(a) Soit E C R tel qu'il existe « € R tel que l'intevalle [a; +oo| soit inclus dans E. Soit
fE— C;

On dit que [ tend vers co lorsque z tend vers +oco, et on écrit : lirf f(z)=o00si:
Tr—r+00

(VA>0)(3B>0)((x>B) = (|f(z)| > A4))

(b) Soit £ C R tel qu’il existe a € R tel que l'intevalle |—oco; a] soit inclus dans E. Soit
f+E—C;

On dit que f tend vers oo lorsque « tend vers —oo, et on écrit : lim f (x) = oo si:
T——00

(VA>0)(3B>0)((x < —B)= (|f (z)| > A))

Remarque 24 :
1. Lorsque f et g tendent vers une limite finie [y € K et I; € K lorsque x tend vers Iinfini, on
retrouve tous les théoremes sur somme, produits et quotients.

2. Pour les fonctions numériques a valeurs réelles, attention aux cas d’indétermination!!

(a) Si lim f(z) = +o00 et si lim g(x) = 400, alors f — g, fg et f peuvent avoir tous les
T—To T—Ig g
comportements possibles au voisinage de zq

(b) Si lim f(x) =0etsi lim g(z) = 400, alors fg peut avoir tous les comportements possibles
T—xg T—To

au voisinage de xg

(¢) Si lim f(x)=0etsi lim g(x)=0, alors ! peut avoir tous les comportements possibles au
T—T0 Tr—rT0o g

voisinage de xg

Exemples :

(a) Soit f et g, 2 fonctions numériques & valeurs réelles définies sur R\ {+1} par : f (z) =

— et g(x) = Nous avons :
o I =Ty

. 1 . 1
> lim ———— = +o0 > lim ——— =+

r—+1 (Zf]_) r—+1 (1-7]_)

x>1
1 1 1 2 —

Alors g (x) — f(x) = - = 3(1—x—|—1):7m

(@-1)° (z-1° (z-1)
Et nous avons donc xl_l)r%lg () = f(z) =40
>
(b) Soit f et g, 2 fonctions numériques & valeurs réelles définies sur R™ \ {0} par : f (z) =

1 1
\/—+1letg(z)= \/jNous avons :
T x
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> lim f (z) = +o0 > lim g (z) = +0
z—0 z—0
>0 x>0

Alors /() — g () = /2 + 1 f

Et nous avons donc hm fx)—g(z
ac>0

B

(c) Soit f et g, 2 fonctions numériques & valeurs réelles définies sur R*\{0} par: f (z) = \/z
et g (x) = x Nous avons :

> lim f(z) =+ DEmg(;v):—koo

r——+00

Alors F) _ \f !

gl@) = Vz
f(z)

+oo g (x)
Soit f et g, 2 fonctions numériques a valeurs réelles définies sur R par : f(z) = z et
g (x) =2z + 1 Nous avons :

=0

| i _
" o ) e > limg () = +oo
Alors f (@) __r 1 :
g(x) 2z+1 244
1
Et nous avons donc lim M S

Exercice 18 :

Soit £y un nombre réel et & > 0, un nombre réel strictement positif. On considere une fonction f, définie

sur Uintervalle ouvert Jzg — 5 g + «f et & valeurs dans K.

Démontrer que si f (2o + h) admet une limite finie lorsque h tend vers 0, alors ’llirr%) [f (xo+h)— f(zo—h)]=
—

0. La réciproque est-elle vraie ?

3.3.13 Suites et limite d’une fonction numérique

Soient £ C R, f: E — K une fonction numérique définie sur un intervalle £ et 5 € R

On suppose que [ n’est pas forcément définie en x

[ admet une limite | en o, si et seulement si, pour toute suite (z,), .y € EN d’éléments de F
convergeant vers 1, la suite (f (2,)),,cy € K" admet pour limite |

Démonstration

1. Supposons que f admette une limite [ en xg

Soit (75),cy € EN une suite d’éléments de E convergeant vers x; nous allons montrer que la
suite (f (zn)),en € K" admet pour limite [.

Soit € > 0
> Comme lim f(z) =1, il existe n. > 0 tel que si 0 < |x —xo| < ne = |f (z) =] <e
r—rx0o
> Comme hrf X = T, il existe N € N tel que si n > N, alors |z, — zo| < e
n—

Ainsi, pour £ > 0, il existe N € N tel que si n > N, alors |z, — 20| < 1. = |f (zn) =] <€
On vient donc de montrer que lim f(z,) =1
n—+00
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. N . . . .
2. Supposons que pour toute suite (z,,),oy € £ telle que ngl}rloo Ty = Xo, alors ngl}rloo fzn) =1

Nous allons donc démontrer lim f (z) = I. Nous allons plutot démontrer la contraposée, c’est a
Tr—T0o
dire que nous allons supposer que lim f (z) # [ et que nous allons trouver une suite (), € EN
T—xT

tell li - t i l

elle que nﬁirirrllftyx_xo e nﬁlr}goof (zn) #

Supposons donc que lim f (z) #1

T—xo
> Ecrivons donc que lim f(z) #1
Tr—T0o

Dong, il existe € > 0 tel que, pour tout n > 0, il existe z € E, © # x¢ tel que |z — x| < 7 et
[f(x) =1 >¢

C 1. . 1
> Considérons la suite de nombres (f
n/ nen+

1
Donc, pour tout n € N*, il existe z,, € E, x, # xo tel que |z, —xo| < — et |f (zn) — 1| = ¢
n
. . N . _ .
— Nous venons de construire une suite (z,,),, .y € £ telle que ngrfoo Ty = X0 €t ngrfoo fxn) #1
Donc, si f admet une limite [ en x, alors, pour toute suite (z,,),cy € EV d’éléments de E
convergeant vers o, la suite (f (2n)),,cn € KN admet pour limite !
Remarque 25 :
Ce résultat sur les suites vaut beaucoup pour sa contraposée
1
Exemple : la fonction f (x) = cos — admet-elle une limite lorsque x tend vers 07
x

Considérons 2 suites (2,),cy € RY et (yn),cny € RY définies par :

1 1
e r, — ———— [ ] = —
" I+ onm = o
Nous avons, de maniere évidente, lim x, =y, =0
n—+oo
Et:
1 ™ 1
o f(x,)=cos— = cos (f +2n7r) =0 e f(yn) =cos— =cos2nm =1
In 2 n

Nous avons ngr-&I-loo f(xn)=0et nll)l_}_loof (yn) =1

Nous venons de construire 2 suites, (), cy €t (¥n),cy qui toutes deux convergent vers 0,

mais telles que les suites (f (zn)), ey €t (f (Yn)), ey alent des limites différentes

1
La fonction f (z) = cos — n’admet donc pas de limite lorsque x tend vers 0. (cf graphe|3.15
x

Remarque 26 :

Nous avons un résultat analogue lorsque x tend +o0o (resp —c0) :

La fonction f admet une limite [ lorsque 2 tend vers +oo (resp —oo), si et seulement si, pour
toute suite (z,,),,cy € R d’éléments de R tendant vers +oo (resp —o0), la suite (f (2n)),cn €
KY admet pour limite [

3.3.14 Le critere de Cauchy

Soit £ C R et f: E — K une fonction numérique. Soit z; € R
f admet une limite finie en z( si et seulement si :

(Ve>0)(In>0)(Vx e E)(V2' € E) (0 < |z — x| <met 0< |z —zo| <n) = (|f(z) — f(2")] <¢))
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1
FIGURE 3.13 — Le graphe de la fonction f (x) = cos — au voisinage de 0
x

Démonstration

1. Supposons que f admette une limite finie [ en x(

Soit € > 0; alors, il existe 7. > 0 tel que, pour tout z € E, 0 < |z — xo| <1 = |f (z) = | < %

Soient x € FE et 2’ € E tels que 0 < |z — o] <7 et 0 < |2/ — x| < 1. Alors,
e ¢
[f (@) = fE<If @) U+ = fE) <5+ 5=¢

Ce que nous voulions
2. Réciproquement
Soit € > 0
Alors, il existe 7. > 0 tel que pour tout z € F et tout 2’ € E si 0 < |z —xo| < ne et 0 <

2/ = ol < n. alows |f (2) = f (a')] < 5

1
Soit N € N* tel que N < 1n.. Alors pour tout entier m et n tels que m > N et n > N, nous

(mo—&-%) — g (9604'%) — o
Pt ) =1 (ot 3)] <5

1
La suite (yn),cy OU Yn = f (mo + 7> est donc une suite de Cauchy, et d’apres 1.6.6 est une suite
n

avons 0 < <n.et0< < 7, et donc, d’apres 'hypothese,

convergente dans K.
1
Appelons [ = lirJrrl f (xo + 7>. Il existe donc un entier N, € N tel que, pour tout entier n, si
n——+oo n

f(a-2) -5

Alors, pour z € E tel que 0 < |z — xo| < 7e, et pour n > max {N, N.}, nous avons :

n > N, alors

|
™

+

DO ™
| ™

F@-t<|f@ -1 (w+ 2)| 4] (w0 1) -] <

Donc, Ili_)rgo fz)y=1

TH#x0

Remarque 27 :

Nous avons le méme critere lorsque x tend vers oo :
La fonction f admet une limite finie lorsque z tend vers +oo (resp —o0) si et seulement si

Pour tout € > 0, il existe A > 0, tel que pour tout t € Ret tout 2’ e R, sixz > Aetz’ > A
(resp x < —A et 2’ < —A) alors |f (x) — f(2)] <e

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 99



Chapitre 3 : Limites, continuité 3.3 Limite d’une fonction

Exemple 17 :

On consideére la fonction f, définie sur [+1; +oo[ par :

f(m)zl—l—%-i-%—&--“—i—%

Il faut montrer que f ne vérifie pas le critere de Cauchy lorsque z tend vers +oo

Soit z > +1
27
Considérons f (2z) — f (z) = p
k=[z]+1
1 1
Pour tout k € N tels que [z] + 1 < k < [2z], nous avons Z > Bl et donc :
x
[22]
1 _ [22] — [z]
2r) — f (x) = e
fen-fw= 3 1>
k=[z]+1

1
> Sifzr]<a<[z]+ 3 alors, 2 [z] < 2z < 2[x] + 1, et donc [2z] = 2 [z] et donc,

fan) - £z 2 =2
> Si [x]—i—% <z < [x], alors 2 [z] + 1 < 2z < 2[z] et alors, [22] =2 [x] + 1
22] —[z]  2[x]+1—[z] [z]+1 _ 1
Done =0 T = "o l+1 _2[:g]+1>2

Ainsi, il existe ¢ = tel que, pour tout A > 0, il existe x > A et 2/ = 22z > A et

|f (x) = f (@)

f ne vérifie donc pas le critere de Cauchy

\Y4

™

Il
N~ | =

3.3.15 Théoréme

Soient ECR, FCR, f:E—Retg:F —Ktelsque f(E)CF
On suppose que lim f(z) =yo et lim g(y) =1 avec | € K.
r—rx0o y%y()

Alors, lim go f(z) =1
T—rT0o

Démonstration

Soit € > 0
> Il existe 7. > 0 tel que, pour tout y € F si 0 < |y — yo| < 7, alors |g(y) — 1] < e
> Pour cet . > 0, il existe a > 0 tel que, pour tout x € E si 0 < |z — zo| < a, alors | f () — yo| < ne
Alinsi, pour tout « € E tel que 0 < |z — xg] < a, alors |f (z) — yo| < e qui implique que |g (f (x)) — 1| < e
Nous avons donc xhﬁn; gof(x)=1I
0

Remarque 28 :

Ce résultat est aussi valable lors que z tend vers oo

1
2[a] +1

1 1 1 1 1
le] + > —, il suffit de calculer [e] + — —, et on trouve que [] +

2] +1° 2 2]+ 1 2 200 + 1 >0

1
3. Pour montrer que 5 =
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Exemple 18 :
. 1 . . . . 1
1. Nousavons lim |14 — ) =1et lim Int = 0, ce qui nous permet d’écrireque lim In|1+ — ) =
T—>+00 x t—+1 T—+00 x
0
Ce résultat permet de résoudre des formes indéterminées :

| 1
(a) Calculons lim n(aci—i—)
z—+oo Inzx

.4 . . &)
Nous sommes devant une indétermination du type —
00

En utilisant les propriétés du logarithme, nous avons :

In(z+1) :ln(x(lJr%)) :lnx+ln(1+%)

Inz Inz Inz
In(1+4+1
Finalement : M =1+ n( + r)
lnx lnm
1 1 Im(1+ 41
bon i WEED ()
z—=+oc  Inz z—+o0 Inx

(b) Calculons : lim In(z+1)—Inz.
T—>400

Cette fois ci, nous sommes devant une indétermination du type co — co
Nous avons

ln(:c—i—l)—lnx:ln(x (1+%)) —11’1(1’):11’1(1_’_1)

x
Finalement lim In(z+1) —In(z) = lim In(1+1)=0
T—r+00 T——+00
2. Soit a calculer : lim In(e® +1)—z.
T—+00

Une nouvelle fois, nous sommes devant une indétermination du type oo — oo
Nous avons :

In(e®+1)—z=h( (1+e ™) —z=he*+In(l+e®)—z=In1+e")

Finalement : lim In(e*+1)—2= lim In(1+e %) =0.

r—+00 Tr——+00

Exercice 19 :

. Etudiez lim sin [ &7 =) imsin [ (|21
. udiez zlgfll sin 21 3. Donner ilir%) sin 1
9 i x? -1 s i 2 -1
. lim ——— puis lim —_—
z——1\ 22 —4x+3 P z—=—1\ 22 —4x + 3
r<—1 z>—1

3.3.16 Exercices sur les limites d’une fonction
Exercice 20 :
(x+h)" —a"

Pour z € K et n € N fixés, donner ’llir%
=

Exercice 21 :

1 1 1 1
Donner lim\/—+—+1_\/7+,_1
x—0 ;ﬁ €T xS T
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Exercice 22 :
anx™ + ap_12" 1+ -+ a1z +ag

T @™ o+ @m12™ L+ + iz + by
oumeN, neNetpouri=0,...,n,a; € Ket pour j =0,...,m, b; € Kavec a,, # 0 et b,, #0
Donner hrf Q (z)

T—r—+00

On considere la fonction Q (z)

Exercice 23 :

1
Soit f la fonction définie sur R* par f (x) = xsin - la fonction g définie sur R par g (z) =1siz #0 et
g (0) = 0. Quelle est lir%g of(x)?
z—

Exercice 24 :

Soit I un intervalle de R, z¢p € I ou I est l'intérieur de l'intervalle I. Soient f: I — Ret g: I — R 2
fonctions telles que : lim f(x) =17 et lim g(z) =1,
T—xo T—To

Démontrer que sup (f, g) et inf (f, g) admettent une limite finie en z( et les calculer.

Exercice 25 :

1. Soit f: R — K une fonction numérique périodique. On suppose qu’elle admet une limite finie [
lorsque x tens vers +o0o. Montrer que f est constante.

2. La fonction f (z) = sinx a-t-elle une limite lorsque x tend vers 400 ?

Exercice 26 :
Soit (Pp),,cn~ une suite de polynomes de R [X] telle que, pour tout n € N, degP,, =n

1
Pour chaque n € N*, on considere la fonction f,, = RS Etablir que la famille {f,;n € N*} est
n +

une famille libre dans le R-espace vectoriel RF

Exercice 27 :

Soit a > 0.

Soient f:]0;a] — Ket g :]0; o[ — K, 2 fonctions numériques.

On suppose lirr%) f(z) = L avec L € K et on suppose de plus que pour tout x € ]0; af et tout y € ]0; ],
z—
>0

g (x) =g W) < |f (2) = f (v)]

Démontrer que g admet une limite finie lorsque z tend vers 0 par valeurs positives.

Exercice 28 :

Calculez les limites suivantes :

1. Dans toute cette partie, [x] désigne la partie entiere de z, c’est & dire 'unique entier tel que, pour
tout z € R, [z] <z < [z] + 1

@ lme 2] @ Imva ] ]+
x>0 (e) 9111)% 1} .
o) tim || @t @) timye ||
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(a) lim (\/x2 +z+1—(z+ 1)) (¢) lim zi (Ve +1—-vx—1)

xr——+00 r——+00

(b) wgrfoox(\/x—l—\/x—ﬁ— —Vr+Vr— 1)

Exercice 29 :
T

Nous avons toujours [x] qui désigne la partie entiere de x. La fonction f (z) = définie pour z > 1

admet-elle une limite en +o00?

Exercice 30 :

Soit f : R — R définie, pour tout z € Rpar: f (z) = lim < lim ((cos (n!wm))2m>> Démontrer que

m——+oo \n—+oo
f = 1g ou 1g désigne la fonction indicatrice de I’ensemble Q
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