Chapitre 3 : Limites, continuité 3.4 Fonction continue en un point

3.4 Fonction continue en un point

3.4.1 Définition

Soit F CRet f: E— K. Soit g € E. f est dite continue en z; si et seulement si :
— f(z0) existe
— lim f(z) = f (o)
T—xo

Remarque 29 :

1. La définition peut donc se traduire par :
(Ve >0) (Ine ;20 > 0) (|2 — 20| < Neize) = (|f (x) — f(20)| <€)

La notation 7, . 5, signifie que cette valeur dépend de z( et du choix de ¢.

La définition utilisant la limite en un point, beaucoup de résultats résulteront de ’étude des limites
des fonctions en un point.

2. Une autre version de la définition de fonction continue peut étre donnée en utilisant les intervalles :

La fonction f définie sur un voisinage de x( € F est continue en x; si et seulement
si a tout intervalle ouvert J de centre [ (xg), on peut faire correspondre un intervalle
ouvert I de centre x( tel que f (1) C J

3. Si une fonction définie au voisinage de xy n’est pas continue en zg, on dit qu’elle est discontinue

Pour formaliser la discontinuité d’une fonction en un point xg, il suffit de nier le formali-
sation de la définition :

(3e > 0) (Vn > 0) 3z € R) ((Jo — wo| <n) et (If (x) = f (z0)] = €))

3.4.2 Théoréme

Soit E C Ret f: E— K. Soit 2o € E. On suppose que f est bien définie au voisinage de z( f est
continue en z si et seulement si I'image réciproque de tout voisinage de f (z() est un voisinage de
Lo

Démonstration

1. Supposons f continue en xg

Nous allons donc démontrer que 'image réciproque de tout voisinage de f (o) est un voisinage
de xg

Soit V un voisinage de f (zq)
Il existe donc un intervalle ouvert de centre f (zo) noté Iy, tel que I¢,y C V. Or (voir I’exercice
qui suit) :

Iiwy CV =" [I1w)] € F7H(V)
f étant continue en x, il existe un intervalle J,,, de centre zg tel que f (Jz,) C If(gy). Or, (voir
une nouvelle fois l’exercice qui suit) :

F(Jzo) € Ipa) == Jug C 7 i)

Et donc J,, C f~1(V), ce qui montre que f~! (V) est un voisinage de

2. Réciproquement, supposons que l'image réciproque de tout voisinage de f (z() est un voisinage de xq

Montrons que f est continue en xg

Soit If(5,) un intervalle ouvert de centre f (x¢); c’est bien un voisinage de f (zo). Ainsi, 'image
réciproque de Iy, ft [If(zo)] est un voisinage de zg. Il existe donc un intervalle J,, de centre
zo tel que J,, C f~! If(wo)] ou , de maniere équivalente, tel que f(Jz,) C If(z,)

f est donc continue en zg
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Exercice 31 :

Soit F et F' 2 ensembles quelconques et f : E — F une application.

1. Soient A C F' et B C F. Démontrez que nous avons l'implication :
ACB= fYA) cf B
2. Soient I C F et J C F. Démontrer que nous avons ’équivalence :

f(hcJ«TIcf )

Exemple 19 :

Des exemples de fonctions continues

1. La fonction définie sur R par f (z) = |z| est continue en tout zy € R

Soit € > 0. 1l faut majorer ||z| — |xo]|
Or, ||z| — |zo|| < |x — x0|. Don, si |z — zg| < € alors ||z] — |zg]| < &

Donc, pour tout € > 0, il existe 7. .5, = € tel que si [z — zg| < e, 24, alors ||z] — |zo]| < e

La fonction valeur absolue est donc continue en tout zg € R

2. La fonction définie sur R par f(z) =sinz est continue en tout zy € R

Soit g € R et nous allons utiliser les classiques formules d’addition de la trigonométrie :

xr — Xo T+ xo

sinx — sinxy = 2sin 5 cos 5

De telle sorte que :
Tr — X
2

sin

|sinz — sinzg| < 2

En utilisant 'inégalité classique |sin z| < |z|, nous obtenons 'inégalité :

Tr — X

5 = |z — x|

[sinz — sinzg| < 2

Soit maintenant € > 0.

Si | —xo| < g, alors [sinz —sinzg| < e. Donc, la fonction f(x) = sinx est continue en tout

o €R
On démontrerait de méme que g () = cosx est continue en tout zg € R

3. La fonction définie sur R par f(z) = /r est continue en tout zo € R"

Soit € > 0

> Si zg = 0, nous devons majorer ‘\/E — \fO‘ = /z par ¢. Il suffit donc que 0 < z < €2 pour que

Vr<e

> Supposons maintenant g > 0. Alors :

(VE— V&) (VE+VA) _ a—amy

Vi — /T =

|z — o]
VT +/Zo

Comme \/z 4 /Z¢ > /g, nous avons |2 = o) < |z = o

VT+To - VZo
| — 2o o | — o]

VI VI T VT

De telle sorte que : |\f —/To| =

VE - v =

des que |z — o] < &4/

Va + /zo S VT /T

, et donc nous avons

Ainsi, pour € > 0, il existe 74, > 0 tel que si [x — zo| < 72,4, alors [z — /Tg| <&

On peut remarquer que 7.5, = £/ dépend bien de € et de xg
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Exemple 20 :
Des exemples de fonctions discontinues

1
1. Soit f définie pour x # 0 par f (z) =sin — et f (0) = 0. Cette fonction n’est pas continue en 0
x
1
* Parce que, d’une part sin — n’admet pas de limite en 0
x

1
* Bt que, d’autre part, en utilisant la formalisation, il suffit de voir que la suite =, = =——
qui est une suite qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini et qui a le bonheur d’étre telle que
7
flxn) = sin§ +2nm = 1.

N | —

1
Ainsi, il existe € = 3 tel que, pour tout n > 0 nous ayons 0 < z,, <n et f (z,) >

2. Une fonction f qui a une limite en x différente de f (z¢) n’est pas continue en xg
sin x

Soit f définie pour x # 0 par f (x) = et f(0) = 0. Cette fonction n’est pas continue

X

en 0 puisque lim MY jet1 #0
z—0 X

FIGURE 3.14 — Le graphe de f (z) = S

Exercice 32 :

1. Soit f une fonction continue et positive sur un voisinage V' de xg. Démontrer que la fonction
F (z) = \/f (z) est continue en xg

2. Soit g une fonction définie et continue sur un voisinage V' de xy. Démontrer que la fonction
G (z) = |g (z)| est continue en z

3.4.3 Théoréme

Soit ECR,zpeFet f:FE— R.Soit FCRetg:F —K.
On suppose :

— f(E)CF

— f est continue en

— g est continue en f (z)
Alors, g o f est continue en z

Démonstration

Soit V' un voisinage de g o f (x¢).
g étant continue en f (x¢), g~ (V) est un voisinage de f (x).
De méme, f étant continue en xg, f~! [g71 (V)] est un voisinage de .
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Or, f=! [g7 (V)] est Pimage réciproque, par go f de V.
Ainsi, g o f est bien continue en xq

Remarque 30 :

Gréace a ce théoreme, il est possible de montrer que :

1. Si f est une fonction continue et positive sur un voisinage V' de xg, alors la fonction F' (z) = 1/ f (x)
est continue en xq

2. Si g est une fonction définie et continue sur un voisinage V' de xg, alors la fonction G (x) = |g (z)|
est continue en xq

3.4.4 Continuité en un point d’une fonction numérique a valeurs complexes

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie sur £ C R et a valeurs dans C. Nous
écrivons f = Reel (f) +ilm (f), ou Reel (f) est la partie réelle de f et Im (f) est la partie imaginaire
de f.

Alors, [ est continue en z si et seulement si

Reel (f) et Im (f) sont continues en

Démonstration

La démonstration utilise les résultats sur les limites 3.3.4

3.4.5 Opérations sur les fonctions continues

Soient ECR, 20 € E,f: E—Ketg: FE—K
On suppose [ et g continues en x(. Alors :
1. La fonction somme f + g est continue en x
2. La fonction produit f x g est continue en x
3. En particulier, pour tout scalaire A € K, la fonction \f est continue en z(
4

. Si g(x0) # 0, alors la fonction quotient S est continue en z(
g

Démonstration

Ce théoreme est I'application stricte du théoréme 3.3.6 sur les limites de fonctions.

Remarque 31 :

Il n’est pas inintéressant de faire remarquer que si g (xg) # 0, alors, il existe un voisinage V de zg tel
que si z € V, alors g () # 0 et g (z) est du méme signe que g (xg)

Exemple 21 :

> La fonction identité Id (x) = x est continue pour tout zp € R
> En utilisant le résultat sur les produits, les fonctions puissances E,, () = 2™ avec n € N sont aussi

continues pour tout xg € R
n

> Et donc, plus généralement, toute fonction polynéme P, (x) = Z apz® avec aj, € K est continue

k=0
enxg € R
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Exercice 33 :
1. Soient f et g, 2 fonctions définies et continues sur un voisinage V' de . Démontrez que max (f, g)
et min (f, g) sont aussi des fonctions continues en x

2. Soit f une fonction continue en x(y et g une fonction discontinue en xy. Montrer que la fonction
f + g est discontinue en xg

3. (Question facile!...Prendre un exemple) La fonction f + g peut-elle étre continue en xg si les
fonctions f et g sont discontinues en xg ?

3.4.6 Suites et fonctions continues

Soient £ C R, f: E — K une fonction numérique définie sur un intervalle F et 5 € R
[ est continue en o, si et seulement si, pour toute suite (z,,),, . € E" d’éléments de E convergeant
vers zg, la suite (f (z,)),cy € K admet pour limite f (z)

Démonstration

C’est 'application du théoreme 3.3.13 sur les limites de fonctions et suites numériques

Exemple 22 :

1. La fonction f = 1g qui est la fonction indicatrice de Q qui est telle que f(x) = 1siz € Q et
f (x) = 0 sinon, n’est pas continue.
En effet

Soit € R\ Q. Alors f(z) = 0. Q étant dense dans R, il existe une suite (r,,),cy de
rationnels tels que lim 7, = z. Alors, nous avons : f(r,) =1et lim f(r,)=1.
n——+oo n—+00

Nous venons donc d’exhiber une suite (1) de rationnels tels que lirf r, = x et telle
n—-+0oo

neN
que lim f(r,) # f(x) f n’est donc pas continue.
n—-+4oo

2. Soit A = {x € R tel que il existe (a,n) € Z x N tels que z = %} A est 'ensemble des dya-

diques, dense dans R. Si f: R — R, continue sur R s’annule sur A, alors, f est identiquement

nulle sur R
En effet
Si z € R alors,  est limite d'une suite (dy),, oy de dyadiques. Pour tout n € N, f (d,) =0
f étant continue et x = nBI-j&[-loo dy,, nous avons f (x) = ngr—{-loo f(d,) =0

3.4.7 Continuité a droite, continuité a gauche

Soient EC R,z Fet f: E—K

1. f est dite continue a droite de x si :

> f(xg) existe > Et si }LH}[) f (@) = f(x0)

Tr>x0

2. f est dite continue a gauche de z si :

> f (o) existe > Et si wli_)nggo f (@) = f(x0)
x<xo
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Remarque 32 :

1. Ecrivons la définition B.4.7 de maniére formalisée :
x f est dite continue & droite de zq si :

(Ve > 0) (In > 0) ((z € [zo; 20 +n[) = (If (z) — f (z0)| <))
* f est dite continue a gauche de xg si :

(Ve >0) (3n > 0) ((z € Jzo — m;wo]) = (If () — f (x0)] <€)

2. Si une fonction f est continue a droite et a gauche de x, alors elle est continue en xg

3. Une fonction qui a des limites différentes a droite et a gauche de xg n’est pas continue en x
Exemple : la fonction f (z) = x — [x] n’est pas continue en n € Z (cf figure

S

FIGURE 3.15 — Le graphe de f () = — [z]

3.4.8 Prolongement par continuité
Soient £ C R et f: F — K une fonction numérique d’une variable réelle. On considére =y qui n’est
pas dans E, mais adhérent a E. On suppose lim f (z) =1[. On construit la fonction g par :
T—To
g: EU{zy} — K

lSi{E:IEO

Alors, g est continue en z(. On dit que g est le prolongement par continuité de f en z

Exemple 23 :

1. Soit f la fonction définie sur R\ {0} par f(z) = " La fonction  définie sur R par :
x

p:R — R
N (p(x):{f(x) siz#0

1siz=0

est une fonction déduite de la fonction f par prolongement par continuité de f en 0

2. Soit g la fonction définie sur R** par g (z) = zInx. La fonction 1 définie sur R par :

Pp:RY — R

zlnzsixz >0
v ¢(x)={ Osiz=0

est une fonction déduite de la fonction g par prolongement par continuité de g en 0 (Cf figure
3.10
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N

FIGURE 3.16 — Le graphe de f (z) = aIlnz

3.4.9 Exercices complémentaires
Exercice 34 :

Pour tout triplet (a,b,c) € R3, on note Mil (a, b, c) le point intermédiaire parmi a, b et c.
Par exemple, si a < ¢ < b, alors Mil (a,b,¢) = ¢

Soient £ C R et 3 fonctions f, g et h, définies sur F a valeurs dans R et continues en xg € E.

Nous définissons la fonction Mil (f, g, h) (z) par :
Mil(f, g,h) (z) = Mil(f (z) , g (), h (2))

Montrez que la fonction Mil (f, g, h) est continue en xg

Exercice 35 :

Est-il possible de prolonger par continuité les fonctions suivantes, toutes définies sur R\ {0}

1. f(x):%[(l—i—x)"—l] avec n € N 3. f(m):ésin%
2. f(x):msin% 4. f(m):a:{%}

Exercice 36 :

Etudier la continuité des fonctions définies sur RT par :
L f(z) =z —[a] 2. g(z) = [z]+ Vo —[z] 3. h(z) = [a] + (z

Exercice 37 :

Soit f une fonction numérique d'une variable réelle définie sur l'intervalle ouvert |—1; +1]

1. On suppose qu’il existe un nombre k > 0 tel que, pour tout = € |—1;4+1[ \ {0} nous ayons
|f ()] < k|z|. Quelle valeur faut-il donner a f (0) pour que f soit continue sur |—1;4+1[?

2. Plus généralement, on suppose qu’il existe 2 fonctions g et h définies et continues sur l'intervalle

|—1; +1[ et vérifiant :

— h(0)=g(0)

— Et, pour tout x € |—1;+1[\ {0} nous avons g (z) < f (z) < h(z)
Quelle valeur faut-il donner & f (0) pour que f soit continue sur |—1;+1[7
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Exercice 38 :
On considere la fonction f définie par :
ffR — R

22sizeQ
v f(x):{xsixeR\Q

Montrer que f n’est pas continue pour tout x € R\ Q

Exercice 39 :
C’EST UN EXERCICE ASSEZ DIFFICILE
La fonction de Thomae est ainsi définie :
ffR — R
1 sizeQ*etz= g avec p € Z,q € N* et pged (p,q) =1

v — f@)=9 ¢
1siz=00siz¢Q

1. Montrer que f est périodique et de période 1
2. On se restreint maintenant a Uintevalle [0; 1]
(a) Montrer que f n’est pas continue sur Q

(b) Montrer que f est continue sur R\ Q

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de Ly Jean-Luc EVENO(®©

Page 111



	II Analyse
	Limites, continuité
	Fonction continue en un point



