Chapitre 3 : Limites, continuité 3.9 Quelques exercices corrigés

3.9 Quelques exercices corrigés

3.9.1 Fonction numérique d’une variable réelle
Exercice 1 :

Donner les domaines de définition des fonctions suivantes :
1. f(z) = Vsin2z
Pas exactement difficile ; nous devons toujours avoir sin 2z > 0, c’est & dire 2k < 2z < (2k + 1) 7,

T
c’est a dire kn <z < 5 + km. Donc, le domaine D est donné par :

U |:k71'; g+k7r]

kEZ

2+w)
2—x

2. g(x)zln(

+x

2
Ici, il faut avoir 5 > 0, c’est a dire —2 < x < 42, et donc le domaine de définition est donc :

=25 +2[

Exercice 2 :
Construire les graphes des fonctions suivantes :
1. fx)=lz—=3|+ |z +1]

C’est assez simple; il suffit d’exprimer différemment les valeurs absolue sen fonction des valeurs
de z. Ecrivons ceci dans un tableau :

x -1 3
e —3] | 3—x 4 |3—z |0 -3
le+1] | —1—2 | 0 |z+1 |4 | x+1
flx) | —22+2 ]| 4 4 4| 2x—2

D’ou le graphe. f est une fonction affine par morceaux

\

FIGURE 3.31 — Le graphe de f (x) = |z — 3| + |z + 1|

2 g(x) = /o —[a]
Pour z € R, on appelle n = [z]; ainsi, sur l'intervalle [n; n+ 1] avec n € N, nous avons g (z) =
v& — n, d’ot1 nous obtenons le graphe

3. h(z) =[z] + /z — ]
Comme tout & I’heure nous étudions h sur [n; n+ 1] avec n € N; alors, clairement, sur cet
intervalle, h (x) = n 4+ /z — n, d’ott le graphe |3.33

w
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Veddddds

FIGURE 3.32 — Le graphe de g (x) = /o — [z]

-

FIGURE 3.33 — Le graphe de h (z) = [z] + /2 — [z]

Exercice 3 :

- 1 .
Démontrez que la fonction définie sur ]0;+1] par f (x) = — n'est pas bornée sur |0; +1]
x

Cet exercice ne pose aucune difficulté : il suffit d’utiliser la définition de fonction non majorée.
1 1
Soit donc A > 0; alors, dés que 0 < x < —, nous avons — > A.
x

Ainsi, f (x) n’est pas bornée sur ]0; +1]

Exercice 4 :

1. Soit f une fonction définie sur un ensemble E C R a valeurs dans R bornée sur E. Montrer que

I = o )

On appelle m = ;22 f(x)

D’apres ’énoncé, pour tout z € E, nous avons m < f (x), et donc, pour tout « € E,—f () < —m.

Ainsi, —m = sup (—f (x)).
zeE

Nous avons donc bien inf f(z) = —sup (—f (z))
zeE 2€E

2. Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble & C R & valeurs dans R bornées sur E telle que
pour tout x € E, f(x) < g (x). Montrer que : sup f (z) < sup g (x) et inf f(z) < inf g (x)
z€E zEE relE S

C’est assez simple : pour tout € F, nous avons f (z) < g(z) < sup (g (x)); et, en particulier,

zEE
nous avons sup (f (z)) < sup (g (x))
relk zel
La démonstration est la méme pour prouver que ing f(z) < in}fﬂ g (x)
e e
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3. Soit f une fonction définie sur un ensemble E C R a valeurs dans R bornée sur E et soit A C E.
Montrer que : sup f (z) < sup f (z) et inf f(z) > inf f(x)
z€A z€E z€A zekE

C’est assez simple : comme A C E, si x € A, alors € E, et donc, pour tout x € A, f(x) <

sup f (z), et, en particulier, sup f (z) < sup f (z).
z€E z€A z€E
La justification est semblable pour I'inf

4. Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble 2 C R 3 valeurs dans R bornées sur E . Montrer
que : sup (f () +g () < sup f () + sup g () et sup f () + inf g (x) < sup (f (z) +g(z))
z€E z€E zeE zeE zek zeE

> Pour tout x € E, nous avons :

f(x)+g(x) < f(x)+supg(z) <sup f(x)+supg ()
xeFE reFE zeFE

Nous en concluons que sup (f (z) + g (z)) < sup f (z) + sup g (x)
zeFE

z€E z€E
> Pour tout € E, nous avons : ingg () < g (), et donc, pour tout x € E,
TE

f(z) + nf g(2) < f(2) +g(2) <sup (f(2) + g (2))
e xeE

En particulier sup f (z) + inf g (z) < sup (f (z) + g (z))
z€E zelE zEE

De cette question, nous pouvons déduire que, pour tout x € E :

sup f (x) + inf g (x) < sup (f (¥) + g (z)) < sup f (z) + sup g ()
zeFE zEE xeFE reFE zeFE

5. Soit f et g deux fonctions définies sur un ensemble E C R 3 valeurs dans R bornées sur E telle que
pour tout x € E, f(x) > 0 et g(x) > 0. Montrer que : sup (f () g (x)) < sup f (x)sup g (z) et
rel rEFR zeE

sup f (z) inf g (x) < sup (f () g (x))
z€E rel zeE
> Pour tout x € F, nous avons g (z) < sup g (z) et f (z) < sup f ().
er reE

x
Par compatibilité de la relation d’ordre avec la multiplication par un nombre positif, nous avons :
f (@) g(z) <sup f(x)sup g (z), et, en particulier sup (f (x) g (z)) < sup f (x) sup g (z)
el el zelE zeE el

> Démontrer que sup f (z) inf g (z) < sup (f (z) g (z)) est semblable aux points précédents et
z€E zek z€EE
ne pose pas de difficultés.

6. Soit f une fonction définie sur un ensemble E C R a valeurs dans R bornée sur E telle que pour tout

1 1
x € FE, f(x) > 0. Montrer que : sup( ): -
(@) e \T @) T ik f ()
zeE
Dans cette question, il faut utiliser le fait que f est strictement positive, et que si 0 < z < y, alors
1 1
0<—-<—
y o
Exercice 6 :
Montrer que I'ensemble des 6 fonctions :
1. fi(z)==x 3 f3(x)=1—-x 5. fs(ff):w_l
x
1 1 T
= — 4 £L) = 6 U ) —
2. fa() =~ fila)=1— folz)=——

Est un groupe pour la loi de composition des applications. Etablir la table du groupe
Existe-t-il des sous groupes ?

Nous allons tout de suite construire la table de composition ; on peut remarque que f; est 'application
identique Idg qui est I’élément neutre pour la composition des applications.
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(oAl sl fs] /e

On trouve comme sous-groupes :
> Le sous groupe trivial d’ordre 1 : Hy = {f1}
> Des sous-groupes d’ordre 2 :

o Hy={f1,f2} o HY ={f1 fs} o H3={f1, fe}

> Un sous-groupe d’ordre 3 H3z = {f1, f4, f5}
Autre remarque, le groupe n’est pas commutatif puisque foo fg = f5 et foofo = fu; done, foo fg # feo fo

Exercice 7 :

1 .. p
1. Pour tout x # 3 on définit g (z) = T . Démontrer que go g (x) = x

20 — 1
C’est un calcul tres simple :

z—1

gog(x):g(x)—lzm—lzx—l—Qm—i—l:—ix:x
2g(x) -1 2&£L -1 2r-2-2z4+1 -1

1
2. Démontrer qu'il n'existe aucune application f : R\ {5} — R telle que :
1 2
Ve R\ 3 (f(@)x fog(z)=a’+x+1)

Nous avons aussi f (g (z)) x fog? (z) = g (2)* +g(2)+1 < f(z)x fog(z) = g(z)* +g(z)+1,
ce qui nous autorise a écrire :

2
2 9 x 1) x—1 9

1= 1 1= 1

g(x)" +g(x)+ °+ T+ <:>(2x 1 +2x 1+ °+x+

On voit de suite que la derniere égalité est impossible.

—1\? -1
Eneffet,pourmz&(m ) —|—$ +1=3,alors que, pour z =0, 22 +2x+1=1
20— 1 2¢—1

Il n’existe donc pas de fonction f telle que f (z) X fog(z) =22 +x+1
Exercice 8 :

.. —1
1. On définit ¢ : R\ {1} — R par, pour z # —1, p(x) = ol Nous appelons > = @ o ¢ et

P =p?op=ypop’=pogpop.
Démontrer que, pour tout © # —1, ©3 (z) =z

C’est facile parce que uniquement calculatoire

2. Trouver toutes les applications f : R\ {—1;0} — R telles que

(Vo e R\{=1;0}) (f (z) + fop(z) = 3z +2)

La méthode sera la méme que celle utilisée dans I'exercice précédent.
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> On part de 'équation de base : f(z) + fop(x) =3x+2, et donc f(z) =3z+2— fop(x)
> Ensuite, en remplacant = par ¢ (), nous avons : f (¢ (z)) + f o ¢* (x) = 3¢ (z) + 2, et donc
f(p(x) =3¢ (x) +2— fop?(x), et donc

f@)=32+2-3p() =2+ foyp’(z) & f(2) =3z~ 3p(x) + fo ¢’ (x)

> Et, pour terminer, en remplagant x par ? (z), nous avons : f (¢? (z)) + f (z) = 3¢ (z) + 2,
dou f (¢?(z)) =3¢? (x) + 2 — f (x) et donc :

£ (2) =32~ 30 (2) + 357 (2) 42— [ (1) 4= f (@) = 14 5 (2~ 9 (&) + &2 (@)

3 1 1 3 (a3 —x—1
D’oflnoustrouvonsf(x)=1+§( +x_1_):1+(l‘x(aﬂil))

Exercice 14 :

Soient f et g deux fonctions numériques d’une variable réelle définies sur [0; +1] et & valeurs dans R

1
Démontrez la proposition suivante : (3 (z,y) € [0; +1] x [0; +1]) (\:cy —f(x)—g)| > 1)

Voila une question qui m’a semblé difficile.
Supposons le contraire, c’est a dire que pour tout & € [0; +1] et tout y € [0; +1], nous ayions

2y —  (2) — g ()] < ~

4
Alors : )
> Pour z =0 et y = 0, nous avons : |f (0) + g (0)| < 1
1
> Pour z =0 et y =1, nous avons : |f (0) + ¢ (1)] < i
1
> Pour x =1 et y = 0, nous avons : |f (1) + g (0)| < 1
1
> Pour x =1 et y = 1, nous avons : |1 — (f (1) + (1))|<1
Nous utilisons 'inégalité triangulaire [|a| — |b|| < |a — b]

D’apres cette inégalité, nous avons donc :|1 — (f (1) +¢g (1)) = |1 —|f (1) + g (1)|| Or :

FW+gW)= fFAO)+[(0)=f(0)+g(0)—g(0)+9g(1)
= (f(W)+9g(0)+(F(0)+9(1) - (()+g(0))

Et donc, |f (1) + g (D < [f (1) + g (0)[+]£(0) + g (D)[+]f (0) + 9 (0)] < %dbﬁ, —1f W) +g9@)] >~

Ta
3 1
et donc |1 —[f (1) +g(1)]| > 1—1:1
1
Il y a donc une contradiction avec le fait que |1 — (f (1) + g (1))| < T
1
Done, (3 (x,9) € [0; +1] x [0: +1]) (Joy —  (2) ~ 9 w)] > 1)
Exercice 15 :
Trouver toutes les applications f : R — R vérifiant les équations suivantes :
L (Vz eR)(Vy €R) (|f (x) = f )| = [z —y])
Pour y = 0, nous avons |f (z) — f (0)| = |z|.
Posons g () = f () — f(0), alors, nous avouns : |g (x)| = |z|, d’oit nous déduisons que g (z) = x

ou g (z) = —x, de telle sorte que f(x) =x + f(0) ou f (z) = —z+ f(0)
En conclusion, il existe 2 familles de solutions & ’équation :

> S1 = {f, telle que f, (z) = 2 + a avec a € R}

> S1 = {fa telle que f, () = —z + « avec a € R}
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2. (Ve e R) (Vy € R) (If () + f ()| = & +y)
En faisant = 0 et y = 0, nous obtenons |2f (0)| = 0 et donc f (0) = 0.

De 1a, nous obtenons : |f (z) + f(0)| = |z 4+ 0] < |f (z)| = |z|, et donc, ’"équation admet deux
solutions fi (z) =z et fa(x) = —x

3. (Ve eR)(Vy e R) (f(2) f(y) — [ (zy) =z +y)
Tout d’abord, en faisant 2 = y = 0, nous obtenons f (0)> — f (0) = 0, d’ott nous tirons f (0) = 0
ou f(0)=1
D’autre part, nous pouvons dire, au vu de 1’équation, que f est un polynéme de degré 1. Donc,
f(x) =az ou f(z) =ax+ 1.
> Si f(x) = az, alors :
F@) fy)—fly) =a+y=aay—ary=z+y
Equation qui est impossible
> Si f(x) =ax+1, alors :
f @) f(y)—f (xy) = 24y <= (az + 1) (ay + 1)~ (azy + 1) = 2ty <= (0 — a) zy+a(z +y) = a+y

Cette derniere égalité nous tirons a2 —a=0et a =1
Donc, nous avons f (z) =x +1
La seule solution & I'équation f (z) f (y) — f (xy) = x + y est la fonction f (x) =2 +1

4. (Ve eR) (Vy e R) (f (z+y) — f (z —y) = day)
En faisant x = 0, nous obtenons f (y) — f (—y) = 0, ce qui montre que f est paire. D’autre part,
le terme rectangle en xy, laisse suggérer que f est un polynome du second degré. Posons donc
f (z) = az?® + ¢ (nous avons b = 0 du fait de la parité). Alors :
fla+y) - flx—y) =doy <= dazy =4day<—a=1

Une famille de solutions est donc donnée par la famille de solutions f (z) = 2 + c ou ¢ € R.
Réciproquement, soit f une solution quelconque et g (z) = f (z) — 22. Nous allons montrer que g
est une fonction constante.

gr+y) —g@—y)=f@+y) = f(@—y) = (@+y)" + (¢ —y)* = day —day =0
Ce qui sous-entend que, pour tout € R et tout y € R, g(z +y) = g(x — y), c’est a dire que g
est une fonction constante, c’est & dire que, pour tout « € R, g (z) = ¢, et donc, pour tout = € R,
f(x)=2*+c avecc€R

Exercice 16 :
Soit I un intervalle de R et f : I — R telle que, pour tout X € [0; +1] et tout x € T et tout y € I,

fQz+ A =Ny)=Af(2)+ 1 =A)f(y)
Démontrer qu'il existe a € R et 8 € R tels que, pour tout x € I, [ () = ax +
Soient x € I et y € I; alors, pour tout t € [z; y], il existe A € [0; 1] tel que t = Az + (1 — \) y, et alors
F@)=Af(x)+ A =X) f(y)
Det=Ax+ (1—M\)y, on tire A = ;j;t, et donc :

f= Y@ (1- 220 ) 1w

Y
() = £ @) | 9 @)= )
y—x y—x
Soit x € I; alors, il existe x1 € I, o € I, z3 € I, x4 € I, avec ©1 < xo < x3 < 4, tels que

21 < Ty < x << g < x4, Cest & dire que x € [r1; z4] et & € [x2; 23] et donc :

f(x)=ax+b et f(x)=cr+d

avec a et b dépendanants de 1 et x4 et ¢ et d dépendants de x5 et x3
Donc, a=cet b=d et donc f (z) =ax+b
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Exercice 18 :

Soit g un nombre réel et a > 0, un nombre réel strictement positif. On considére une fonction f, définie sur

I'intervalle ouvert Jxzo — a; xg + «f et a valeurs dans K.

Démontrer que si f (xo + h) admet une limite finie lorsque h tend vers 0, alors }lin}) [f (xo+h)— f(xg—h)]=
—

0. La réciproque est-elle vraie 7

1. On suppose que }lir%f (xo+h) =1 oul est finie
—

(a) Premiere méthode

Soit ¢ > 0. Comme }llin%f(xo—i—h) = 1, il existe n > 0 tel que si 0 < |h| < 7 alors
—
€
\f($o+h)*l|<§
c
2
Or f(xo+h)—f(zo—h)=(f(xo+h) =0+ (I— f(xo—h)) et donc :

De la méme maniere, si 0 < |h| < n alors |f (zg —h) — | <

If (o +h) = f(zo—h)| <|f(xo+h) =1+ [l = f(z0—h)]

Ainsi, si 0 < |h| < n alors :

[ (wo+h) = f (@0 =W < If (@o+ k) =l + 1= f (wo—h)| < S +5 =<

Ce qui montre que }lbin% [f(xo+h)— f(zg—h)]=0
—

Seconde méthode

Nous avons : lim f (g +h) = lim f (zo —h) =1 et donc :
h—0 h—0

lim [f (20 + h) = f (w0 — )] = lim [ (o +h) = im f (2~ h) =1~ 1=0

2. La réciproque est fausse
Soit f:]—1; +1] — R définie par :

fil-1; 41 — R

Osiz=0
x — f(x)= )
— sinon
22
N FO+R) —FO—h)=— 1 _ al lim — — +
ous avons =12 (—h)2 = 0, alors que lim i 00
Exercice 19 :
Y s (xQ — T)
1. Etudiez lim sin —
z—1 x4 —1
> Dans un premier temps, nous avons, pour x # +1
(2?2 -2 mx (22 -1
(2-a) me(-y)

2 -1 2 -1

A (x2 — x) .
> De telle sorte que, pour z # +1, nous ayons sin | ————= | = sinnx

o m(? =) L
> Dou limsin| ——~ | = lim sinwmax =0

72 -1

z—1 2 -1 T—+1
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x?—1
2. (a) Etude de lim |/ —5————
z——1 x —-4$-¥3

r<—1

2-1 —1 1 1
Tout d’abord, il faut remarquer que mzx_ w13 Ei — 1; Ez i_ 35 = ﬁi_:% pour = # +1
. . . r+1
Etudions maintenant le signe de 3
T —
1
> Siz e [—1; +3], alors m+3 <0
1
> Et six ¢ [—1; +3], alors T >0
T —

De telle sorte qu’il est licite de calculer la limite de ’expression a gauche de —1. Et nous

li v? -1 0
avons : 11im _ =
v z——1\ 22 —4x+3

r<—1

(b) Etudier lim
r——1
r>—1

Par contre, cette limite qui se situe a droite de —1 ne peut étre calculée, puisque ’expression

qui est sous la racine est négative si z > —1

L4
3. Donner lim sin < 9”12 -

z—0

o +1

Dans notre cas, il n’y a aucune difficulté; il faut, pour commencer, simplifier ’3171, et nous

2
x4

avons :
;12+1_x2(1+z2)
L4+l 1+4a4

x4

Expression toujours positive et qui a le bonheur de tendre vers 0 lorsque z tend vers 0. Donc,
1
= +1

lim sin 9512 =

z—0 = +1

Exercice 20 :

- . (z+h)"—a
Pour z € K et n € N fixés, donner lim ~————
h—0
C’est une question classique, mais néanmoins importante que nous retrouverons dans la dérivation. Nous

allons la résoiudre a petits pas
n n
> Tout d’abord, (z + h)" = Z Cran=kpk = gm + Z Cha" Fhk
k=0 k=1

n

> Donc, (z +h)" —2" = Z Ckan=kpk = Clzm=1h+ Z Chan=kpk = nz""1h+h Z Ckgn=kph=1

k=1 k=2 k=2
En appelant € (h) = Z Ckgn=Fp*=1 nous avons }llir%s (h)y=0et (z+h)"—2" = nz" Lh+he (h)
—
k=2
)" — " "“1h + he (h
> De telle sorte que (z+h) —2 - h+ e(h) =nz"" ! +¢e(h)
Et donc, lim w =ngn !

h—0

Exercice 21 :

. 1 1 1 1
Donner lim\/ — + - +1—14/—=+——1
z—0 x3 €T 3 T
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1
Un changement de variables apparait ici évident; le changement X = —, de telle sorte que lorsque x
x

tend vers 0, X tend vers co. Nous sommes donc obligés de regarder 2 situations : la premiere, lorsque x
tend vers 0 par valeurs positives, et la seconde lorsque x tend vers 0 par valeurs négatives.

1
1. Supposons x > 0. Nous faisons donc le changement de variables X = — et nous avons :
x

1 1 1 1
\/—+—+1—\/—+——1:\/X3+X+1—\/X3+X—1
3 3 x

et nous allons étudier

1 1 1
lim \/ — + — +1—\/f3—|—7—1= lim VX34 X+1—VX34+X-1
x X X—+o00

z—0
>0

Or, en utilisant la quantité conjuguée :

(VXX +1- VX +X 1) (VX3 + X +1+VXP+ X — 1)
VX3 X +14+VX3+X -1

VX +X+1-VX3+X —1=

VX +X+1+VX3+X -1

Comme lim X3+ X+1= lim X3+ X —1= +o00, nous avons
X —+o00 X =400
lim VvVX3+X4+1= lim X34+X—-1=+400
X—+oo X—+oo

Et donc hm VX3 FXF+14+VX3+X —1=+00.

1 1
D’ou, hm\/—+ +17\/ 71: lim =
Xotoo VX3 X + 14+ VX3 + X — 1

Et comme > 0, lorsque X tend vers +o00, ’expression
\/X3+X+1+\/X3+X71 4 P

1 1 1 1
S t-+l-\=+--1
xT xT T T

tend vers 0 par valeurs positives.

. . . 1
2. Supposons z < 0. Nous faisons a nouveau le changement de variables X = — et nous avons :
x

1 1 1 1 ,
\/—3+7+1—\/—3+7—1:\/X3+X+1f\/X3+X71
X X X X

Cette fois ci, nous devrons étudier Xlirn VX3+X+1-vVX34+X-1.0r, lim X3+X+1=

——o00 X——o0

Xlim X3+ X —1=—00; ce qui montre que cette limite n’existe pas.
——00

_ T 1 T 1 .
Donc,lim \/ — 4+ — +1— 14/ — + — — 1 n’existe pas.
a=0 Va3 3z

<0

Exercice 22 :
anx” + ap_12" 4+ + a4+ ag
bmx"’ + b2t 4+ b+ by
ouméeN, neNetpouri=0,...,n, a; EK et pour j *O...., m, b; € K avec a, # 0 et b,, #0
Donner lim @ (x)
r—r+00

On considere la fonction Q (x) =

C’est une question classique qui nous amene a un résultat connu et beaucoup utilisé.

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 152



Chapitre 3 : Limites, continuité 3.9 Quelques exercices corrigés

1. En premier, nous factorisons par le terme de plus haut degré; c’est possible puisque a,, # 0 et
b #0:

n An-1 o 1 4, 4 a1 1 a0 o 1
an® (1 + an X3 + + an X Tne1 + an X 77
bm—2

bm—1 1 1 b 1 b 1
bml’m(l“rﬁx +ﬁxp+"'+ﬁxxmﬁ+bfoxw)

x

~—

Q(z) =

C’est a dire que :

an_1 1 ay 1 ao 1
n _ = o e =L =0

Q) = anT 1+ a, Xzt ot Xt X

bx™ b1 01 4 bm-2 1,y b1 1 bo. 1

m 1+ b Xz+ b Xa:2+ +bm Xm7”*1+bmxzm

. . . . a; 1 . b; 1
2. Ensuite, nous avons, pouri =1,--- ,netj=1,---,m: lim —x = lim —Lx - =0,
z—+o00 @, T"! z—otoob, ™I

et donc, d’apres les théoreme d’addition et de quotient :

An-1 1 4 4 a1 1 ag o 1
1+ an Xac+ +anxx"’1+(ln,x£" -1

1

Tm

lim
by — 1 b — 1 b 1 b

T—+00 2m—1 1 2m—2 2 1 Yo

I+ =Xt Xat oty X b X

am—1

De telle sorte que
anx™ a
lim Q(zr)= lim —— = lim —ux
T—+00 z—+00 by, ™ z—+00 by,

n—m

. L — . . an
3.(a) Sin >m, alors xll)ljrrloox = 400 et donc IEI_POOQ (z) = signe <bm) 00

(b) Sin<malors lim 2" ™ =0etdonc lim Q(z)=0
r—r+00 T—r+00

Qnp

bin

Nous retiendrons donc qu’un rapport de polynome tend vers +oo comme le rapport de ses termes de

plus haut degré

n—m

(¢) Sin=m alors x =1 et donc IEI_POOQ (z) =

Exercice 23 :

1 =
Soit f la fonction définie sur R* par f (x) = xsin —, la fonction g définie sur R par g(z) =1 sixz # 0 et
x
g(0) =0. Quelle est lirr%)g of(x)?
Tr—r

1. Premiérement, lim f () =0
z—0

En effet, |f (x)| = '1: sin ' < |z|; comme lin%) |x] = 0, par les théorémes de majoration, nous en
X T—r
déduisons que lim f (z) =0
z—0

2. Par construction, lim g (z) =1
z—0

3. Considérons, maintenant 2 suites :

1 1
> La premiere suite (2,,),cy. définie par z, = —. Alors f(2,) = —sinnm = 0 et donc
nmw nmw
gof(zsn)=0
Nous avons lim x, =0et lim go f(x,) =0
n—-+o0o n—-+oo
. o 1 1 A
> La seconde suite (yy,),,c~ définie par y,, = m Alors f (yn) = m sin (5 + 2n7r) =

m #Oet dOI’ngOf(yn) =1
Nous avons lim y, =0et lim go f(y,) =1
n—-+00 n— 0o

Nous avons donc trouvé 2 suites (2n),cn+ €t (Un),cn- qui, toutes deux tendent vers 0, mais telles que
Lim gof (75) # Jm go f (yn) =1
La fonction g o f n’admet donc pas de limite en 0.
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Exercice 24 :
Soit I un intervalle de R, o € I ot I est I'intérieur de l'intervalle I. Soient f : 1 — Retg: 1 — R 2
fonctions telles que : lim f(x) =15 et lim g(z) =1,
T—x T—To
Démontrer que sup (f, g) et inf (f, g) admettent une limite finie en x( et les calculer.

(x+y)+ |z -yl
2

On montre facilement que, pour tout z € R et tout y € R, sup (z,y) = et inf (z,y) =

(x+y)— |z -y
5 .

Ainsi, sup (f,g) =
D’apres les théorémes sur les limites (sommes, quotient, composition), lim sup (f,g) (z) existe et :
Tr—rxTo

(f+9) +If—yl
5 .

lim sup (f,g) (x) = (g 1) + 1Ly = 1]

T—To 2

=sup (Ir,1y)

De méme, li_}In inf (f, g) (z) existe et ILm inf (f, g) (x) = inf (It,1y)
xr o xT o

Exercice 25 :

1. Soit f : R — K une fonction numérique périodique. On suppose qu’elle admet une limite finie [
lorsque x tens vers +o00. Montrer que f est constante.

Soit f : R — K une fonction numérique périodique et de période T avec T' > 0
> Si f est constante, f est bien périodique. Et comme h{l‘_l f(x) =1, pour tout € R, nous
r—r+00

avons f (z) =1
> Supposons f non constante et lim f (z) =1
T—r+00

f étant non constante, il existe 1 € R et 29 € R tels que f (z1) # f (x2), c’est a dire tels que

|f (x1) — f (x2)| >0

Soit ¢ — | (@) = F (22|

Comme t_1>i+moof ?t) =1, il existe A > 0 tel que si t > A, alors |f (1) — | < e.

R est un corps archimédien, il existe n; € N tel que =1 + niT > A, et ny € N tel que
T9 +nT > A.

Alors, pour n € N, tels que n > sup (n1,n2), alors 1 + nT > A et 29 + nT > A et donc
|f (x1 +nT) =1 <eet|f(xza+nT)—1] <e, cest & dire, par périodicité, |f (r1) —1] < € et
|f (x2+) — 1] < e. Ainsi, :

2|f (1) = [ (x2)|

[f (1) = f(w2)| = | (w1) =L+ 1= [ a2)] <[f (21) = U+ = f (22)] <22 =

2 |f (901) —f (332)|
3

3

C’est a dire que nous avons : |f (z1) — f (z2)]| < , ce qui est impossible.

Donc f ne peut pas étre non-constante.
Ainsi, une fonction périodique qui admet une limite finie est constante

2. La fonction f (z) = sinx a-t-elle une limite lorsque x tend vers +o0c ?

On n’apprendra & personne que la fonction f () = sinz est périodique et de période 27w, non
constante ; elle ne peut donc admettre de limite en +oo.
Il en est de méme des fonctions g (x) = cosx et h (z) = ¥

Exercice 26 :
Soit (P,,)

1
Pour chaque n € N*, on considére la fonction f, = ITERCIER Etablir que la famille {f,;n € N*} est une
n +

nen- Une suite de polynémes de R [X] telle que, pour tout n € N*, degP,, = n

famille libre dans le R-espace vectoriel R®
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Nous allons démontrer ce résultat en deux temps.

Premieérement, il faut remarquer que comme, pour tout = € R, (P, (:E))2 + 1> 0, pour tout n € N*, f,
est définie sur R en entier. Remarquons aussi que (P, (2))° + 1 est un polynéme de degré 2n

Nous appellons toujours O la fonction nulle, c’est a dire celle qui & tout = € R, fait correspondre O (z) = 0

1. Soit A1, -+, A, n réels tels que A\ fi + Aafo+ -+ A fn = Z)\kfk = O, ce qui signifie que,
k=1
pour tout z € R, Ay f1 () + Aafo () + -+ -+ A\ fn (x) =0, ce qui est équivalent & écrire, pour tout
reR: ) ) )
)\1 2 + )\2 2 + -
(P (x)"+1 (P2 (x)" +1

> En multipliant ’expression ci dessus par z2, nous avons :

1 1 1

A + Ao + it Ay——————— =0
(Py(2))* +1 (Py(z))* +1 (Po(2))® +1
<~
22 22 22
A1 + Ao + it Ay——————— =0
(Py(x)” +1 (Py(x)” +1 (Pn(2))® +1
2
Pour £k € Net 2 < k < n, nous avons lim m72 =0 et donc
e (P @)+ 1
2 2 2
lm A —— Fap— " ...+An$7:%:0

r——+00 (P1 (.13))2 + 1 (P2 (.13))2 —+ 1 +

Et donc, Ay =0
1 1 1
> Nous venons donc de montrer que si Ay + g +ot A ——————— =

(Pr(@)*+1 " (Pa(2) +1 (Pr(2))* +1

0, alors \; =0, c’est a dire :

1 1 1

Ao s + A3 st Ay =0
(Py(x))"+1 (P3(z))" +1

(Pn (x))z +1

Multiplions maintenant I’expression ci-dessus par z*. Nous avons :

1 1 1
el Cmera T e
<
4 4 4

x x T

@1 M Emer e T e

A2

Et de la méme maniere que ci-dessus, nous montrons que Ay = 0
> En itérant ce procédé, nous démontrons que \y = Ay = --- = A\, = 0, ce qui montre que la

famille {fx;1 < k < n} est une famille libre de R®

2. Mais, la démonstration ci-dessus n’est pas suffisante pour démontrer que la famille {f,;n € N*}

est une famille libre dans le R-espace vectoriel RE. La définition précise dit :

La famille {f,;n € N*} est une famille libre dans le R-espace vectoriel R¥ si et
seulement si, toute famille finie {f,,;1 < k < p} extraite de la famille {f,;n € N*}
est une famille libre dans le R-espace vectoriel R

Soit donc {fn,;1 < k < p} une famille finie extraite de {f,;n € N*}. Nous supposons, pour sim-
plifier, que n; <ng < -+ < my,
Pour démontrer qu’elle est libre, il faut démontrer que pour tout réel A, ,-- -, A,,, 'implication :

/\nlfnl + /\ngfng + 4+ /\npfnp =0= /\nl = >\n2 == )\np =0
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La démonstration est semblable a celle que nous avons faite dans le point 1 : nous commengons
par multiplier expression par 2™

>‘n1fn1 + /\nzfnz +oe /\npfnp =0
—
1 1 1
)\nl D) +>\n2 9 . ++Anp 5 =0
(P, ()" +1 (P, ()" +1 (Pn, (2))" +1
—
x2n1 x2n1 x?nl
Aot s Ay, =0
(P, ()" +1 (P, ()" +1 (Pa, ()" +1
27L1
De la méme maniere, pour 2 < k < p, nous avons lim —————=—— =0 et donc
rotee (P, ()" +1
1,2711 x2n1 II,'in )\

ny

(P (@) 41 a2,

hm )\nl + Ang

I ] A,
votee (P (2))7 41

2 +-
(P, ()" +1
Et donc, Ay, =0
Et comme au-dessus, nous itérons pour obtenir A, = A, = -+ = A,, = 0, ce qui montre que la
famille {f,,,;1 < k < p} extraite de la famille {f,;n € N*} est une famille libre dans le R-espace
vectoriel R¥
Et donc la famille dénombrable {f,;n € N*} est une famille libre dans le R-espace vectoriel R®

Exercice 27 :

Soit & > 0. Soient f :]0;a] — K et g : ]0; o] — K, 2 fonctions numériques. On suppose linbf (r)=1L
z—
x>0

avec L € K et on suppose de plus que pour tout x € ]0; o et tout y € ]0; o],

lg(x) —g )| <|f(x) = f(y)]

Démontrer que g admet une limite finie lorsque x tend vers O par valeurs positives.

C’est simplement une application du critere de Cauchy pour les fonctions.

Soit € > 0

f admettant une limite en 0 par valeurs positives, f vérifie donc le critéere de Cauchy pour les fonctions.
Il existe donc 1 > 0 tel que pour tout € ]0; af et tout y € ]0; ] tels que |x — y| < n, alors |f (x) — f (y)] <
E.
De I'hypothese, |g (z) — g (v)| < |f (z) — f (y)|, on peut écrire que pour tout x € |0; af et tout y € |0; ]
tels que |z —y| <n, alors |g (z) — g (y)| <e.

Ce qui montre que g vérifie le critere de Cauchy pour les fonctions et que donc, g admet une limite finie
lorsque x tend vers 0 par valeurs positives.

Exercice 28 :

Calculez les limites suivantes :

1. (a) lim x {l}

x—0 x

1 1
Nous avons, pour tout x € R, {f} <-—-< {—} +1
x x
> Siz > 0, nous avons :

{1} 1
— <,<
T

1
C’estémdire:lf:c<x{f} <1
T

1
Par le théoreme des limites par encadrements, nous déduisons que lir% T {—} =+1
r—r €T
x>0
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> Siz < 0, nous avons :

1

1 1 1 1
{f}<7<{—}+1zx{—}+x<1<x
x x x x

1
C’estédire:lgx{f <l—-=x
T

1
Par le théoreéme des limites par encadrements, nous déduisons que lir% T {f} =41
Tr—r €T

<0
. . 1
En conclusion, limz |—| =1
x—0 €T

(b) lim 1{l}

T—r+00 x
. 1 1 1 . o
Siz>1 alors0 < — <1let |—| =0, et donc, pour tout z > 1, z |—| = 0 d’ou nous déduisons
T x T

1
1’ |:7:| -
que xirfmm - 0
1' e 1
() lim vz |2
x>0

1 1 1
Comme toujours, nous avons, pour tout = > 0, {f} < —-< {f} + 1, et en multipliant par
T x T

T

e il

i el

1 1
Comme lim — — +/x = +00, nous avons lim /= {— = 400
r—#)VﬁE z—0 xT
x>0 x>0
(d) lim 2]
r—+00 I

Il y a deux méthodes de résolution pour cette question :
> La premiére qui consiste a utiliser ’encadrement classique et qui nous fait aboutir a
I'inégalité :
1 T
1—--< u <1
T x

. s s s . 1
> La seconde méthode consiste a faire le changement de variables X = — et nous avons :
x

1
lim m:limX{ }:4—1
=400 T X—0 X
X>0
Donc, lim m:—l—l
r—+o0o I
B
—| +z
o]t
—| -z
x
2]+
|tz x|-|+x
x x
Nous avons, pour = # 0 : =
- elZ]-e
—| -z x|-|—-2
x x
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1 1 1
Comme lim z {7} =1, nous avons lim z {f} + 22 =lima {f} — 22 =1, et donc,
x—0 x z—0 x x—0 x

(f) lim x {L - 1}

x—0 €T

) 1 1
Nous avons toujours : |z — — | <z —— < |[r ——| +1
T T T

1 1
> Six >0, alorsx{x—f} <x2—1<x[z—f}+x, inégalité qui est équivalente a :
x T
2 1 2
r—l—z<zlx——| <z"—1
T

1
Ce qui donne lim = {x— f} =-1
z—0
x>0

L 1 9 1 . N
> Cette foisci, siz < 0,alorsz |[xt — — | +x <z°—1<x |xr — —|, ce qui donne, de maniere
x x

équivalente :
1
x2—1<x{x—f} <z’-1-z
x
. . 1
Et nous avons toujours lim z |z ——| =-1
z—0 33
z <0
En conclusion, lim x {x — f} =-1
z—0 T
2. (a) liI_I‘_l (\/xQ +z4+1—(z+ 1))
Tr—r+00

Nous sommes, ici, devant une indétermination qu’il faut lever, de maniere classique :

(Va2 +a+1-(2+1) (Va2 + 2+ 1+ (2 +1))
Ve +zr+14 (z+1)

2 4r+1—(z+1)°

Vai+z+1+ (z+1)

-
\/x2+x+1+m(:c+1)
I T E e (b4 )

1

VIFi+E+(2+1)

. 1 1 . 1
Comme lim l1+-+—5=1et lim [—+1)=1, nous avons:

xr——+00 x €T x——+oco \ X

1 1
lim — = ——, c’est a dire lim <\/m— (x + 1)) =—5
ot el Ly (b)) 2 T

(b) mggloo1<\/1+\/ﬁf \/1+\/ﬁ)

Vattoz+1l—-(z+1) =
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Comme tout a 'heure :

(Ve+va+1-Ve+ve—1)(Va+vVati+yVo+Va—1)

T X

w(\/l"f’\/ﬁ_\/x‘i‘\/m) (\/x+\/33+ —i-\/a:—i—\/a:— )

r+vVr+l—-z—yr—1
(\/a:+\/x+ T+Vz+vz—1)
VIFl—vz=1
(\/m+\/ﬁ+\/x+\/ﬁ)
“
e

(Ve+1-vVz—1)(Ve+1+Vz—-1)
Vit Va+Tl+Va+Ve—1) (Va+1+va—1)
2

r+Verl+Ve+Ve—1) (Va+1+vr—1)
2z

(Vet+vVo+i+Ve+ve—1) (Vo+1+va—1)

Maintenant, nous nous intéressons au dénominateur :

<\/m+\/x+1—|-\/x+\/x—1> (Ve +1++vz—1)

<W+\/ +x><f L+ = +\f 11>
(ﬁ\/T+f 1+_—x>x\r(¢1+ +¢1_)
(P E e ) (Pt

De telle sorte que :

(Ve+rvVe+l—Vot+vo—1)=

2z
(\/x+\/az+1+\/z+\/x—1) (Ve +1+va—1)
2z

e e I

2

/ 1 1 1 1 1 1
( 1+\/+2+\/1+—2> (\/1++\/1—>
r x r x T
/ . 1 1
Or, lim < 1—|—\/ —|— \/1+—>:2et lim (\/1++\/1—>:2,de
Tr——+00 r——+00 €T €T
1
2

telle sorte que lim x(\/m—l—\/aﬁ—&— —\/x—l—\/x—l) ==
T—+00
(¢) lim =t (Vz+1—-vz-1)

Tr—r+o0
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Nous allons, dans un premier temps, nous intéresser & vz +1— vx — 1 :

N G gy

(Vz+1-Va—1) (Vo +1+ Vo —1)

vVr+1l4+voe—1
ve+1l—+vx—1

Vr+1+vr—1
(Vz+1-vo—1)(Va+1+vz—1)

(\‘795-1—1—1—\4/1:—1)2(\/1;-1-1—1—\/30—1)

(Ve+1+Ve—1) (Ve +1+vz—1)

Regardons, maintenant, le dénominateur :

(Ve+1+vVr—1) (Vz+1+Vo—-1) =

De telle sorte que :

o (Ve FT-Ye—1) =

1 1 \/ 1 \/ 1 \/ 1
1 4 4
4=+ {1-2 14 = 4q/1——
ot \/+$+ - \/E< +o+ x)
1 1 1 1
zi i/l—i-*—l—i/l—f (\/1—|—+\/1—>
T T x T

Comme lim

lim =«
r—r+00

nous avons

Exercice 29 :

x

N9
—~
'S
8
+
—_
|
'S
8
|
[t
~
I

. 1, 1 1 1
I+ —+4/1—— 14+ =+44/1—=) =4,
T—>+00 x x x x

La fonction f (x) = Hﬁ définie pour x > 1 admet-elle une limite en +oo ?
e
nn
> Soit (), ¢y~ la suite définie pour tout n € N* par x,, = n; alors f (z,,) = = 1.
Nous avons lim z, =+ocoet lim f(z,) =1
n—-+o0o n—-+oo
> Soit, maintenant, (yy ), cy~ 12 suite définie pour tout n € N* par y, =n + 3

Nous avons
n

lm yn = +oo et [ya] =n

(3"

) oy d)
g
X |n+ = — X

1
Maintenant, f (y,) = o = - 3 o n+ 3
1
e Tout d’abord, lim n+ - =+oo
n——+o0o 2
( 1 ) n ( 1) n
n-+ — n+ - n
1
e Ensuite, 2 = 2 = <1 + —) .
nm n 2n
(+5)
1 1 In| 1+—
1 n nln(1+7> *><2nln<1+7) EX 2n
OL(I—&——) =e n/) _ o2 n/) _e2 o )
2n
http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 160



Chapitre 3 : Limites, continuité 3.9 Quelques exercices corrigés

1
. <1 " ?) 1"
Or, ngrfoo ——— =1 (limite remarquable), et donc ngrfoo (1 + %) =.e

2n
Nous en déduisons donc que lim f (y,) = +oo
n—-+oo

En conclusion, nous avons trouvé 2 suites (2n),cn- €t (Yn),en- qui toutes deux tendent vers +oo et
telles que les limites en +oo de f (z,,) et f (y,) sont différentes.
La fonction f n’admet donc pas de limite en 400

Exercice 30 :

Soit f : R — R définie, pour tout x € R par : f (z) = lim ( lim ((cos (n!ﬂx))2m>) Démontrer que

m——+oo \n—+oo
f = 1g ot 1g désigne la fonction indicatrice de I'ensemble Q

1. Supposons x € Q; alors, il existe p € Z et ¢ € N* tels que z = Pour n > q, alors nlz € Z et

[IESQLS

cos (nlmx) = +1 et (cos (nlrz))? = 1. Ainsi, HI—P (cos (nlrz))® = 1.
n—-+0oQo

Comme (cos (nlrz))*™ = ((cos (n!wz))z)m, pour n > g et tout m € N, (cos (nlwz))*™ = 1 et donc

sizeQ, lim < lim ((cos (n!ﬁx))2m)) =1

m——+00 \n—-+oo

2. Siz ¢ Q, alors, pour tout n € N, 0 < (cos (n!7z))” < 1 et donc lim ((cos (n!ﬂx))2)m =0, c’est

m——+0o0

a dire  lim <lim ((cos(n!wx))2m>>:0

m——+oo \n—+oo

Vous avons donc bien f = 1g

3.9.2 Fonctions continues
Exercice 31 :

Cet exercice n’est pas typique des fonctions continues, mais a plutét sa place dans la théorie des ensembles.
Mazs, je le maintiens ici, parce que, justement, nous [ utilisons.
Soit E et F' 2 ensembles quelconques et [ : E — F' une application.

1. Soient A C F et B C F. Démontrez que nous avons I'implication :

AcCcB= f'(A) cf (B

Soit z € f~1(A)
Alors f (z) € A. Comme A C B, nous avons f (z) € B, et donc z € f~! (B)
Dioit £~ (4) € 1 (B)

2. Soient I C F et J C F. Démontrer que nous avons :

fycJe=I1cf ()

Tout d’abord, il faut faire remarquer que f=!(J) = {z € E tels que f (z) € J} et que
f(I)={y € F tels que il existe x € I tels que f (z) =y}
D’autre part, pour tout y € F, f~1 (y) = f~ ({y}) est un ensemble; c’est 'ensemble :
F7H ) = ({y}) = {z € B tels que y = f (x)}

On ne connait rien de f, ni si elle est surjective, injective ou bijective
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1. Supposons f (I) C J
Nous allons montrer que I C f=1(J)
Soit donc x € I.
Alors, y = f (x) est tel que y € f (I) et donc y € J, c’est a dire que f (z) € J, et donc x € f~1(J)
Donc, I C f=*(J)
2. Réciproquement, supposons I C f~1(J)

Nous allons donc démontrer que f (I) C J

Soit donc y € f (1)

Il existe donc x € I tel que y = f (x); comme, par hypothese, I C f~1(J), alors f(x) € J et
donc y € J.

Nous avons bien f (I) C J

Exercice 32 :

1. Soit [ une fonction continue et positive sur un voisinage V' de xo. Démontrer que la fonction F (x) =
v/ [ (x) est continue en xg
Soit € > 0
Il faut donc majorer ‘\/f () =/ f (mo)‘. La démonstration est en tout point semblable & celle
faite en 3.4.2
> Si f(xg) =0, alors la quantité ’\/f () —+/f (xo)) devient \/f (z) et \/f () < € si et seule-
ment si 0 < f (z) < &2
f étant continue en g, pour €2, il existe n > 0 tel que si |2 — x| < 1 alors 0 < f (z) < £2.
Ainsi, pour £ > 0, il existe 17 > 0 tel que si |z — x| < n alors \/f (z) < e
> Supposons maintenant f (xg) > 0. Alors,

VI = VTG (VI@ +VIG))  jf @) - £ (a0)
Vi@ Vi) = VG RV END

@)1 (x0)
Cone /TTe) + /T (au] > /T Gau], nous avons |/ (a] — /T el € F 2

f étant continue en g, il existe n > 0 tel que si |z — xo| < nalors |f (x) — f (z0)| < ex+/f (20)
Ainsi, si |z — 20| < 1 alors ‘\/f(x) - \/f(xo)’ < |f(f}f_(7£0()x0)| < c %‘(Z(S ) =¢
Nous avons donc F'(z) = 1/ f (x) continue en 1z

2. Soit g une fonction définie et continue sur un voisinage V' de xo. Démontrer que la fonction G (x) =
|g ()| est continue en xq

Soit € > 0.
La démonstration suit toujours celle faite en 3.4.2. Elle est basée sur le fait que :

g (@)] = lg (zo)ll < lg (x) — g (x0)]
g étant continue en zg, il existe donc n > 0 tel que si | — xo| < n alors |g (z) — g (xo)| < ¢, et
done, si |z — x| < n alors ||g (z)] — |g (zo)|| < e.
Ainsi, la fonction G (z) = |g (z)| est elle continue en
Exercice 34 :

Soient E C R et 3 fonctions f, g et h, définies sur E a valeurs dans R et continues en xo € E. Nous
définissons la fonction Mil (f, g, h) (x) par :

Mil (fvg5 h) (ZC) = Mil (f (l‘) 9 (I) h (l‘))

Montrez que la fonction Mil (f, g, h) est continue en x
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11 suffit de remarquer que Mil (a,b,¢) = a + b+ ¢ —sup (a, b, ¢) — inf (a, b, ¢) et que donc
Mﬂ(f7gvh) :CL—Fb—‘rC—SUp(f,g,h)—inf(f,g,h)

Nous en déduisons que, puisque f+g+ h est continue en x, que sup (f, g, h) et inf (f, g, h) sont continues
en zg, que Mil (f, g, h) est continue en zg

Exercice 35 :

Est-il possible de prolonger par continuité les fonctions suivantes, toutes définies sur R\ {0}

1. f(m):%[(l—f—a:)n—l] avecn € N

Exercice déja résolu!!

Il suffit de voir que (1+ )" —1 = Z (Z) = nx + Z (Z) 2 = nx 4 22 Z (Z) zk=2

k=1
n

1 n n
Donc, — [(1 "l==4= k=2
one, o—[(1+2)" —1] 2+2k22<k>a:
Ainsi, lir% fx)= g et nous prolongeons par continuité en 0, en posant f (0) = 5
r—r

o1
2. f(x)::vsm;

Pas grande difficulté, puisque, pour tout x € R, nous avons

1 1
xsin’ < || et donc lim x sin — = 0,
x z—0 x

et on pose alors f (0) =0

1
Le graphe de f () = xsin — explique bien ce qui se passe au voisinage de 0
x

1
FIGURE 3.34 — Le graphe de f () = xsin — encadré par les graphe de |z| et — |z
x

1 1
3. Tr) = —sin —
f @)=~ sin
Il est clair qu’il est impossible de prolonger cette fonction en 0 puisqu’elle n’y admet pas de limite.
x Soit x, = —
n

Alors lim =, =0et f(z,) =nwsinnr =0. Donc lim f(z,) =0
n—+00 00

n—-+
Soit n — ;
* Soit y T anr
™ 7r ™
Alors ngrfoo yn =0et f (yn) = <§ + 2n7r) sin (5 + 2n7r) = (5 + 2n7r>. Donc ngrfoo flyn) =
400

f n’admet donc pas de limite en 0 et ne peut y étre continue.
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4. f(a?):l‘{*

T

1
On a déja démontré que lim x {f} = 1; donc, c’est fini
x—0 x

Exercice 36 :

Etudier la continuité des fonctions définies sur R par :

L f(z) =x—[z]
Soit n € N*.
Siz € [n;n+ 1] alors f () = /z — n et est continue pour tout zg € [n;n + 1|
Le probleme se pose essentiellement en xg = n ou n € N*; nous allons étudier f a droite et a
gauche de n
> Six > n, c’est a dire si @ € [n;n + 1] et donc, comme f(z) =z —n, lim f(z) =0= f(n).
z>n

f est donc continue a droite de n
> Maintenant, si z <n, c'est a dire si z € [n — 1;n[alors f (z) = /o — (n—1), lim f(2) =1#
x<n
f(n).

f n’est donc pas continue a gauche de n
f n’est pas continue en x = n. Il aurait été tout a fait facile de généraliser a x € Z

s
e e

FIGURE 3.35 — Le graphe de f (2) = /z — [z]

2. g(x) = [z] + o — [1]
Soit n € N*.
Siz € [n;n+ 1] alors g (x) = n+ /z — n et est continue pour tout zg € [n;n + 1|
Le probleme se pose essentiellement en xg = n ou n € N*; nous allons étudier g a droite et a

gauche de n
> Sia > n, cest adiresiz € [n;n + 1[ et donc, comme g (z) = n++v/x —n, lim g (z) =n = g(n).
r>n

g est donc continue a droite de n

> Maintenant, si x < n, cest & dire si x € [n—1;n[ alors g(z) = n — 1+ /z — (n—1),
lim g (z) =n=g(n).
r—n

z<n
g est donc continue a gauche de n

g est donc continue en x = n (Visualisez le graphe de g (z) = [x] + /& — [z] sur la figure
3. h(@) = [o] + (@ — [2])?

Siz € [n;n+ 1] alors h (z) = n+ (z —n)> et est continue pour tout zo € [n;n + 1|
Le probleme se pose essentiellement en xg = n ou n € N*; nous allons étudier h a droite et a
gauche de n

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 164



Chapitre 3 : Limites, continuité 3.9 Quelques exercices corrigés

/

-

FIGURE 3.36 — Le graphe de g (v) = [z] + v/ — [2]

> Si x> mn, cest A dire si 2 € [n;n+ 1] et donc, comme h(z) = n + (z — n)?, lim h(z) =n =
z>n

h(n).
h est donc continue a droite de n
> Maintenant, si # < n, c’est a dire si z € [n — 1;n[alors h (z) = n—1+(z —n + 1), lim h (z) =
x<n
n = h(n).
h est donc continue & gauche de n
h est donc continue en z =n

/

FIGURE 3.37 — Le graphe de h (z) = [2] + (z — [2])?

Exercice 37 :

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie sur I'intervalle ouvert |—1; +1]

1. On suppose qu'il existe un nombre k > 0 tel que, pour tout x € |—1;+1[\ {0} nous ayons |f (z)| <
k |x|. Quelle valeur faut-il donner a f (0) pour que f soit continue sur|—1;+1[?

Clest tres simple; comme, pour tout z € |—1;+1[ \ {0}, nous avons |f (z)| < k|z| et comme
lim |z| = 0, nous avons lim |f (z)| = 0, c’est & dire lim f (z) = 0.
x—0 x—0 x—0
Pour que f soit continue sur |—1;+1], il faut que f(0) =0
2. Plus généralement, on suppose qu'il existe 2 fonctions g et h définies et continues sur I'intervalle
|—1; +1][ et vérifiant :
— h(0) =g(0)
— Et, pour tout x € |—1;+1[\ {0} nous avons g (x) < f (x) < h(z)
Quelle valeur faut-il donner & f (0) pour que f soit continue sur]—1;+1[?
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De l'inégalité g (z) < f (x) < h(z) vraie pour tout « € |—1;+1[\ {0}, nous tirons :
0<f (@) —g(x) <h(z)—g(z)

Comme g et h sont continues sur |—1; +1[, nous avons lin% (h(z) —g(x)) =h(0)—g(0) =0, et
—
donc, par encadrement, lir% (f(x)—g(x)=0.
z—

Alinsi, pour que f soit continue sur |—1;+1], il faut que f (0) = ¢ (0) = h(0)

Exercice 38 :

On considere la fonction f définie par :

f:R — R
2 .
2P sizeQ
v f(x)_{xsinR\Q
Montrer que f n'est pas continue pour tout x € R\ Q

Soit z € R\ Q

Q étant dense dans R, il existe une suite (r,), oy de rationnels tels que 11111 ryp, = . Pour tout n € N,
n—-+0oo

nous avons f (r,) = r2
Si f est continue, alors hIJIrl f(ry) = f(x) <= 22 = f(x), c’est A dire, si f est continue, 22 = z, ce
n—-+oo

qui est impossible, sauf six =0ouz =1
f n’est donc pas continue pour tout z € R\ Q

Exercice 39 :
La fonction de Thomae est ainsi définie :

ffR — R
p

1

—sizeQ*etx == avecpeZ,qec N et pged(p,q) =1
v — f@) =4 g g vecrela pged (p; )
1siz=00siz¢Q
1. Montrer que [ est périodique et de période 1

> Six ¢ Q, alors, nous avons aussi z + 1 ¢ Q, et donc f(x) = f(x+1)=0

> SizeQ, alors © = £ avec p € Z, q € N* et pged (p,q) = 1. Donc f (z) =
q

1
. q
pra Si, pged (p,q) = 1, alors pged (p+ 1,¢q) = 1et

Or,x—f—l:g—&—l: donc
q

flatl) =2 =f(@

f est bien périodique et de période 1
2. Montrer que f n'est pas continue sur Q
De la périodicité de f, nous allons étudier la continuité de f sur [0;1] N Q
On utilise le fait que si Q est dense dans [0;1], R\ Q est aussi dense dans [0; 1].
> Sixe@,f(x)zlavecf>0
11 existe une suite (qxn)nequ R\ Q telle que nEIfoo x, = z et done, pour tout n € N, f (x,,) =0,

la suite (f (zn)),,cy De peut donc converger vers f ().
f est donc discontinue si x € Q

7. Revoir le cours d’arithmétique
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> Six = 0, alors f(x) = 1. De la méme maniere, il existe une suite (), € R\ Q telle

que lirf z, = 0 et donc, pour tout n € N, f(z,) = 0, la suite (f (2,)), cy ne peut donc
n—-+0oo L

converger vers 1.
f n’est donc pas continue en x = 0
Donc, de maniere générale f n’est pas continue sur Q

3. Montrer que f est continue sur R\ Q
Nous travaillons toujours sur l'intervalle [0; 1]
Soit g € [0;1] \ Q, alors f (xg) = 0.
Soit € > 0.
Nous appelons S: I'ensemble suivant :

1
Se = {rGQtelsquerG[O;l] ,r:gavecpgcd(p,q)zl,qe {1,2,-~~,{7}} et |rf:170|§1}
q €

Q est dénombrable et S. est fini.
S, étant fini, il existe § > 0 tel que |xg — d; 20 + I[N S =0
> Soit y € Jzg — d;20 + [\ Q; alors f(y) =0et |f (y) — f (z0)| =0
Ainsi, dans ce cas, si |y — zo| < 0 alors |f (y) — f(x0)| < e

> Soit maintenant, y € |xg — §;29 + 0[N Q, c’est & dire y = P avec pged (p, q) = 1.
1 1 1
Comme |zg — §;x9 + 0[N Se = (), nous avons g > {f}, c’est a dire g > {f} + 1> —, et dong,
€ € €
1 1
¢>- = -<¢
€ q
1
Nous avons, alors |f (y) — f (zo)] = -
q
1
Dans notre cas, si |y — xo| < ¢ alors |f (y) — f (x0)| = — < e
q

Nous venons donc de montrer que f est continue sur R\ Q

Exercice 40 :
Soit f une application de R dans K. Montrer que f est continue si et seulement si I'image réciproque de tout
fermé est un fermé.

Pour ne pas confondre avec ’adhérence d’ensembles, pour tout ensemble E et tout sous-ensemble X C F,
X est le complémentaire de X dans F
1. Nous allons démontrer le résultat auxilaire suivant :
Pour toute application f: F — I et tout sous ensemble X C F, nous avons

FHXC) = (7 x0)©

— Soit z € f7! (XC) s alors f (r) € X¢, clest & dire

fa)g X o fH(X)=re(f (X))

Dnc, siz € f~ (X%) alors z € (f~* (X))C et nous avons f~1 (X¢) c (f7* (X))C

— Réciproquement, supposons z € (f~* (X))C. Nous avons alors ¢ ¢ f~!(X) c’est a dire f (z) ¢
X, donc f(z) € X etz e f71(XY)
Ainsi, siz € (f~1 (X)), alors z € £~ (X€). Done (f~1 (X)) c £~ (X€)
En conclusion, f~! (X¢) = (f~* (X))C
2. Supposons [ continue sur R

Soit F C K un fermé de K; alors F¢ est un ouvert de K, et comme f est continue de R dans K,
! (FC) est un ouvert de R.

Or, f7H(FY) = (f! (F))C, donc, (f~* (F))C est un ouvert, ce qui montre que f~! (F) est un
fermé de R
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3. Réciproquement, supposons que I'image réciproque de tout fermé de K est un fermé de R

Montrons que f est continue
Soit O un ouvert de K; alors, O est un fermé de K et donc f~! (Oc) est un fermé de R.

Comme =1 (0°) = (£~ (0))°

Nous venons donc de démontrer ’équivalence demandée.

, f71(O) est un ouvert de R, et f est donc continue sur R

> Cette démonstration peut se transposer dans n’importe quel espace topologique

> Si la théorie de la continuité s’appuie sur les ouverts, elle aurait tres bien pu le faire sur
les fermés.

Exercice 41 :
Dans tout cet exercice, f est une application continue de R dans K

1. Soit A C R, une partie de R. Montrer que si x est un point adhérent & A (c'est & dire x € A) alors
f (z) est adhérent & [ (A)

Soit « € A. Il existe alors une suite (7n), ey d’éléments de A (c’est a dire que, pour tout n € N,

x, € A) tels que lim z, = x.
n—-+oo

Par continuité de f, lirf f(zn) = f(x); or, pour tout n € N, nous avons f(z,) € f(A).
n—-—+0o0

Il existe donc une suite (f (z,)),cy d’éléments de f(A) tels que EIE f(xn) = f(x), et donc
n o)

f(x) € f(A), cest & dire que f (x) est adhérent & f (A)
2. Démontrer que, pour toute partie A C R, nous avons f (Z) C f(A)

Soit y € f (A). Il existe donc = € A tel que y = f (). Comme z € A, il existe alors une suite

(Tn), ey d’éléments de A tels que nll)r}_loo Tp = .

Par continuité de f, hrf f(zn) = f(x) =y; or, pour tout n € N, nous avons f (z,) € f(A). 1l
n—-+0oo

existe donc une suite (f (z,)),,cn d’éléments de f (A) tels que liIE f(xn) =y, etdoncy € f(A),
n—-—+0oo

c’est & dire que f (A) C f(4)

Exercice 42 :

Exercice 43 :
Pour n € N*, nous notons v, I'application :
on:R — R
-n siz<—n
x — pp(r)=< =z si—n<z<n
+n six>=+n
Démontrer que, pour toute application f : R — R, f est continue siet seulement si @, o f est continue
Rigoureusement, voila un exercice qui ne porte pas tres haut!!!l...Admettons que ce soit un exercice
d’entrainement
1. Pour commencer, ¢,, est trivialement continue sur R
2. Ensuite, si f est continue, par le théoreme de composition des fonctions, ¢, o f est continue
3. Maintenant, supposons que @, o f soit continue et démontrons que f est continue.
Soit Ja; b[ C R un ouvert de R, et nous allons montrer que f~! (Ja; b[) est un ouvert de R.
Il existe ng € N tel que Ja;b[ C [—no;no] (I suffit de choisir ng > max{|al;[b|}) et alors,
_ -1
F7H(asb) = (en o )~ (Jas b))
©n o f 6tant continue, (o, o f)”" (Ja; b]) est un ouvet de R; donc £~ (Ja;b[) est un ouvert de R.
Donc, f est continue sur R
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Exercice 44 :

1. Ecrire la négation de la définition de fonction uniformément continue.

C’est une classique question de logique élémentaire.

(F>0)(W>0)Fzecl)(Fyel)(z—yl<net |f(z)—fy)>e)
2. Soit f : R — R telle que f (x) = x>. Montrer que f n’est pas uniformément continue sur [0; +oc[
Le probleme se pose en +o0o. Soit € = 1 et @ > 0 quelconque. On peut donc trouver n € N* tel

que — < a.
n

1 1
En posant x, = n+ — et y, = n, nous avons |z, — y,| = — < a et
n n

Il existe donc e = 1 tel que, pour tout a > 0, il existe x € R et y € R tel que [z —y| < a et
If (@)= fy)l =€

3. Démontrer que, par contre, f (x) = 2

est uniformément continue sur tout intervalle [a,b] o a < b
Pour tout x € [a,b] et tout y € [a, ], nous avons :
|22 — 9| = [z +yl x |z —y| < (Jo| + y]) X |z —y|
Comme nous avons a < x < b, nous avons |z| < max (|al, [b]).
De méme,|y| < max (|a|, [b]), et donc,|2? — 2| < 2max (|a| , [b]) X |z — y|

Soit donc € > 0. Il existe donc 7. > 0, choisi comme 7. = , tels que si |z — y| < e,

&
2max (|al, [b])
€

2 2 max (|al, |b
s avons _ < 2ma X—b
nous avon: |33 Y ‘\ (lal,[]) 2max (|al, |b])

Exercice 44 :

Montrer que la fonction f définie sur R* par f(x) = — n'est pas uniformément continue sur I'intervalle
X

ouvert 10, 1]
. 1 . . 1 1 1
Soit € = 5; pour « > 0, il est possible de trouver n € N* tel que — < «. En posant z,, = o et yp—,
n n n
1 1 1 1
nOUs avons : |, — Yn| = o T :%<aet |f (xn) = f(yn)| =n> 3

Il existe donc € > 0 tel que, pour tout « > 0, il existe z € ]0,1] et y € ]0,1] tels que |z —y| < « et

[f (@)= fyl=>e

Exercice 45 :

1. Démontrer que, pour tout x € R et tout y € RT, nous avons |/z — \/y| < Ve —y|
Supposons, dans un premier temps y > = > 0. Nous allons montrer que /y — vz <y —
— Nous avons dans un premier temps, (\f — \/ﬂ)g =x+y—2/TY
— Dans un second temps, z +y — 2\/2y — (y — ) = 2z — 2,/7y = 2\/x (/T — /) <0
— Ce qui montre que (v — \/g)2 <y—x, cest adire \/y —Vr <\Jy—z

De la méme maniere, si z >y > 0, nous aurions \/z — /y < /z —y
Donc, en synthese, , pour tout > 0 et tout y > 0, nous avons }f — \/§| < Vl)z =yl

2. Montrer que la fonction f définie sur R* par f (x) = \/x est uniformément continue sur R™

Soit € > 0. En posant 1. = €2, pour tout > 0 et tout y > 0 tels que |z — y| < ne, nous avons

Ve — il < V]e—y < Vel =¢

Donc, f(z) = \/x est uniformément continue sur R™

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L; Jean-Luc EVENO®© Page 169



Chapitre 3 : Limites, continuité 3.9 Quelques exercices corrigés

Exercice 46 :

Montrer que la fonction f définie sur R* par f (x) = Inxz n'est pas uniformément continue sur R™*

1 1 1
Soit € = 1; pour a > 0, il est possible de trouver n € N* tel que — < «. En posant z, = — et yn?,
n n
1 1 2
nous avons : |T, — yp| = |-— — —| = — < a.
3n n 3n

Tn
In —
n

Il existe donc € > 0 tel que, pour tout a > 0, il existe z € RT* et y € RT* tels que |z —y| < a et

[f (@)= fy)l=>e

Inz n’est donc pas uniformément continue sur R**

D’autre part, |f (z,) — f (yn)| = Inz, —Iny,| = =In3>1

Exercice 47 :

o1 . ) .
La fonction sin — est-elle uniformément continue sur |0, 1] ?
x

Cet exercice est la répétition (volontaire) de celui qui le précéde.
1

1 1
Si nous choisissons x, = ———, et y, = ———— alors sin — = 1 et sin — = —1, de telle sorte
bl + 2nm -5 + 2nm Ty Un
1 1
que [sin — — sinsin —| = 2 et que cette différence ne pourra jamais étre rendue aussi petite que l'on
n Yn
souhaite. 4 )
D’autre part, |z, — yn| = — X Toni —1 (Calculs élémentaires) et donc, pour tout o > 0, il existe n € N*
7r n? —
tel 1 X ! <
el que — X ——— < «
e " Tonz — 1

1 1
Ainsi, pour € = 1, pour tout e > 0, il existe z € ]0,1] et y € ]0,1] tels que | — y| < a et |sin — — sin ' =
T Y

2>1

Exercice 48 :
Soit f : Rt —= R, une fonction uniformément continue sur R™. Montrer qu'il existe a > 0, b > 0 tels que,
pour tout x € R, |f ()] < ax +b

Soit f : RT — R, une fonction uniformément continue sur RT. Alors,
pour € = 1, il existe a > 0 tel que, pour tout z € R* et tout y € RT, nous ayons I'implication

lz—y|<a=|f(z)- fy)| <1

x

Soit & > 0. On subdivise le segment [0, ] en sous-segments de longueur «. Soit donc n = [—] Nous
@

avons :

1f0) = f()] <1
f (@) = f(2e)] <1
[f (20) = f(Be)] <1

F((n-1)a)— f(na)] <1
Donc,
£@) = FO)= 107 @)~ £ (0)+ (f (10) = £ (1= D)) + -+ + (£ (20) = £ (@) + (F (@) ~ £ (0)
@) = f )|+ S 1f (ka) = £ ((k+1) )

k=0

n—1
< 1+ 1=n+1
k=0

N

En résumé, nous venons de prouver que, pour tout > 0, |f (z) — f(0)| <n+1
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En utilisant l'inégalité vraie pour tout z € R et tout y € R ||z] — |y|| < |z —y| qui implique que
|z] < |x — y| + |y|, nous avons :

If @) < [f (@) = FO)]+ [F(O)f <n+1+]f(0)]

Or, n+1+|f(0) = [ﬂ+1+|f(0)l<g+1+|f(0)\

1
En posant a = — et b =1+ |f (0)|, nous avons le résultat
et

Exercice 49 :

Soit f une fonction continue sur R a valeurs dans K telle que pour tout x € R et tout y € R :

fle+y)=f(x)+f(y)

On appelle, pour simplifier, a = f (1).
1. Donner f (0),; en déduire que f est une fonction impaire

En fait, f est un homomorphisme du groupe additif (R, +) dans le groupe additif (K, +). Aussi :
> L’image de "ément neutre de (R, +) est 'élément neutre de (K, +), et donc f(0) =0
> L’image du symétrique de z est le symétrique de I'image, et donc, pour tout x € R, f (—z) =

—f(x)
2. Démontrer que pour tout x € R et tout n € Z, f (nx) =nf ()
Soit x € R
> Pour n € N, nous allons démontrer, par récurrence sur n que f (nz) = nf (z)
C’est vrai pour n =0 En effet, f (0 x2) =0=0x f(x)
Supposons que pour n € N, f (nz) =nf (x)

Démontrons a ordre n + 1
F((n+1)2) = f (nz +2) = f (n2) + £ (2) = nf (2) + f (2) = (0 +1) f ()

Donc, pour tout n € N, f (nz) = nf (x)
> Si n est un entier négatif, c’est a dire si n € Z7, alors f (nx) = f((—n) x —z) = (—n) f (—2)
car —n € N.
f étant impaire, f (—z) = —f (z) et donc (—n) f (—z) = nf (z).
Ce que nous voulions
Donc, pour tout n € Z, f (nz) =nf (z)

3. En déduire que :

a

1
(a) Pour tout entier ¢ > 0, f <7) =
q q

Soit g, entier, tel que g > 0.

Aors: f () =1 (ax ) =as ()

q
Donca:qf(é)(:}f(é)zz

(b) Pour tout rationnel r € Q, f (r) = ar

SoitrGQ;alorsr:EavecpEZetq>O.
q

f(r):f(g):f<p><$)prf(é)szgzaxgzar

Donc
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(¢) Pour tout réel x € R, f(z) = ax

Soit = € R.
Q étant dense dans R, il existe une suite (ry), oy de rationnels tels que lirf Tp =
n—-+0oo

f étant une fonction continue sur R, lim f(r,) = f (), c’est a dire lim ar, = f (z).
n—-+oo n——+oo

Or, lim ar, =a lim r, =az, et donc f(z) = ax
n—-+oo n—-+o0o

On pourrait conclure que le seul homomorphisme f du groupe additif (R, +) dans le groupe additif (K, +)
qui soit continu est du type f (x) = ax avec a € K

Exercice 50 :

Soit f une fonction continue sur R a valeurs dans K telle que pour tout x € R et tout y € R :
fla—y)=f(z)-fy)
Comme tout a I'heure, on appelle, pour simplifier, a = f (1).

1. Donner f (0); en déduire que f est une fonction impaire

Tres simple :
> Pour tout x € R, f(0) = f(x —x) = f(x) —
> Pour tout z € R, f(—2z) = f(0—x) = f(0)
est donc impaire

f(z) =0, et donc f(0) =0
—f(x)=0- f(x), et donc f(—x)=—f(x) et f

2. Démontrer que pour tout x € R et tout n € Z, f (nx) =nf (z)

Nous allons utiliser 'imparité de f.
> Nous commencons par le démontrer pour n € N, et nous allons le faire par récurrence :

C’est vrai pour n =0 Eneffet, f(0x2)=f(0)=0=0x f(z)
Supposons que la propriété vraie jusque 1’ordre n
Démontrons qu’elle est vraie a ’ordre n + 1 Nous avons :
fne)=f((n+)z—z)=f(n+1)z) - f(z)
C’est a dire que nous avons :

fz) =nf(z)=f((n+ 1)) = f(r) = f((n+1)z)=nf(x)+ f(z) = (n+1)f(z)

Ce que nous voulions

Donc, pour tout z € R et tout n € N, f (nz) = nf (z)
> Maintenant, si n est un entier négatif, il existe n; € N tel que n = —ny. Ainsi :

f(nx) = f((=m)x) = f(ni (=) = n1f (—x) = = f (x) = nf (x)
Ainsi, pour tout z € R et tout n € Z, nous avons f (nz) = nf (z)
3. En déduire que pour tout réel x € R, f (z) = ax
La démonstration est semblable & 1’exercice précédent :
> On démontre que pour tout entier g > 0, f (é) = g

> Puis, que pour tout rationnel r € Q, f (r) = ar
> Et pour terminer, que pour tout réel € R, f (x) = ax

Exercice 51 :

1. Nous appelons A1, I'ensemble des fonctions continues f : R — K telles que :

(Ve e R) (vy € R) (VA € R) (f (Az + (1 = N)y) = Af () + (1 = A) f ()
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(a) Montrer que Ay, muni de I'addition des fonctions est un groupe abélien

C’est tres simple!! Nous allons démontrer que A; est un sous groupe additif du groupe des
fonctions de R dans K

> Premiérement, A; # () puisque la fonction nulle O est bien un élément de A;

> Soient f € A; et g € Ay. Alors, pour t e R,y e Ret A€ R :

(f—9Az+(1-Ny)= fAz+(1-Ny)—gQPz+(1-N)y)
= M@ +A-Nfy)-Ag@)-1-Ng(y)
= M@= Ag@)+ A=A f(y)—1-=Ng(y)
= AMf@) —g@)+A=N(f(y)—9W)
= Mf-9)@)+A-=N(f-9) ()

Done, f—ge Ay
Ainsi, Ay, muni de 'addition des fonctions est un groupe abélien

(b) Soient x € R ety € R tels que x < y et f(x) = f(y) = 0. Démontrer que pour tout t € R,

f(t) =0, c'est a dire que f est la fonction nulle sur R
t —
Soit t € R; alors, il existe A\g € R tel que t = Aoz + (1 — Ag) y (il suffit de prendre Ag = J),
r—y
et donc :

f@)=FfQox+(1—X)y)=Xof () +(L—X) f(y) =0
Ainsi, f est bien la fonction nulle sur R
(c) Soit h(x) = ax + b. Démontrer que h € A,
Réponse simple : juste calculatoire!!
(d) Soit g € Ay et f € Ay tel que f(x) = g(x)+ (9(0) —g(1))x — g (0). Démontrer que f est la
fonction nulle sur R

11 suffit de vérifier que f (0) = f (1) = 0, et d’apres la question ci-dessus, f est la fonction nulle
sur R

(e) En déduire que les seuls éléments de Ay sont les applications affines du type g (x) = ax + b avec
acKetbekK

Cette question est la réciproque de la question 1-c : I’ensemble des fonctions affine est inclus
dans A;

Nous venons de montrer que si g € Aj, alors g est affine. Donc, les éléments de A; sont les
seules applications affines.

2. Nous appelons As, I'ensemble des fonctions continues f : R — K telles que :

(Ve e R) (Vy € R) (VA € [0:1]) (f Az + (1 = N y) = Af (2) + (1 = A) f (y))

(a) Montrer que As, muni de I'addition des fonctions est un groupe abélien
Il n’y a rien a ajouter par rapport a la question 1-a

(b) Soient x € R ety € R tels que x < y et f (x) = f (y) = 0. Démontrer que pour tout t € [x;y],
ft)=o.
Tout élément ¢ € [z;y] s’écrit t = Ax + (1 — A) y avec A € [0;1]. Donc,

F)=Af(x)+ (A =A)f(y) =0

Donc, f est nulle sur U'intervalle [x; y]
(c) Démontrer que, pour toutn € Z et toutt € [z;y], f (t +n(y —x)) = 0 Nous allons le démontrer

en 2 temps : le premier pour les entiers n positifs, c’est a dire tels que n € N, le second pour
les entiers négatifs, c’est a dire les entiers n tels que n € Z~
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> Nous allons démontrer, par récurrence sur n € N que, pour tout ¢ € [z;y] et tout
k entier tel que 0 < k < n, nous avons f(t+k(y—=x)) =0

C’est trivialement vrai pour n =0
Supposons vraie la propriété jusque ’ordre n

Démontrons cette propriété a ’ordre n +1 Comme y > x, nous avons
9

m=1(y—z)<nly—z)<(n+1)(y—=)

et donc
t+n—Dy—z)<t+n(y—z)<t+n+1)(y—=x)

Il existe donc A € ]0; 1] tel que
t+n(y—x)=At+Mn-1D(y—z)+1-N{Et+n+1)(y—=x))
Donc :

f+tny—2)= AME+h-1Dy—-2)+A-Nf{t+n+1)(y—2)
0 0+(1=XN)f(t+(n+1)(y—2))

Et done,f (t+(n+1)(y—2)) =0

Ainsi, pour tout n € N, et tout ¢ € [z;9], f(t+n(y—2)) =0
> Soit, maintenant n entier négatif, c’est a dire n € Z~. Il existe un entier n; € N tel que
n=-—-mni.
Une récurrence semblable a celle que nous venons d’effectuer montrerait que pour tout
n € N et tout tout ¢t € [z;y], f(t—n(y—z)) =0
Nous venons donc de démontrer que f est périodique et de période y — x

(d) En déduire que f est nulle sur R
Nous avons R= |J [z+n(y—x);y+n(y—z)].
nez
Soit o € R; il existe ng € Z tel que o € [z +ng (y — ) ;y + no (y — x)).
Il existe donc A € [0;1] tel que o = A (x +no (y — ) + (1 — A) (y + no (y — x)), et alors :

fla)=XA(@+no(y—2)+ A=A fy+no(y—2)=0

par la périodicité de f. f est donc la fonction nulle sur R

(e) En déduire que les seuls éléments de Ay sont les applications affines du type g () = ax + b avec
acKetbekK

11 suffit de recopier ce qui a été fait dans la question 1.

Exercice 52 :

Soit f: [0;4+1] — [0; +1], une fonction numérique d'une variable réelle, définie et continue sur [0;+1] et a
valeurs dans [0; +1]. On suppose que f (0) = 0 et que pour tout x € [0;+1] et tout y € [0;+1], nous avons

1f (@) = f )] = [z =yl

1. Soit x € [0;+41]. On construit une suite numérique (x,), o définie par : xg = = et x4 1 = f(zn)
Montrer que cette suite est convergente.

Tout d’abord, pour tout n € N, nous avons z,, € [0;+1] (démonstration simple, par récurrence,
en utiisant le fait que [ est & valeurs dans [0;+1])
> Montrons que cette suite est croissante
Toujours pour tout n € N, |f (z,) — f(0)] = |z, —0]. De f(0) =0 et de 211 = f (), nous
avons |,41| = |x,| et de x,, € [0;+1] pour tout n € N, nous tirons z,+1 > x,
> Cette suite est majorée
En effet, pour tout n € N, z,, € [0;+1], et donc, en particulier, z,, < 1
> (Tn),cy étant une suite croissante et majorée est donc convergente
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2. On appelle | la limite de la suite (x,) Démontrer que f (1) =1

neN”

Nous avons donc lim x,, = 1. Comme f est continue, lim f(z,)= f ().
n—+oo n—+00

Comme z,,11 = f (x,,), alors, ngrfoo Tpt1 = ngrfoof (zn,) et donc I = f (1)

3. Déduire de tout ce qui précéde que, pour tout x € [0;+1],f () ==

Soit x € [0;+1]
> De |f (z) — f (y)] = |z — y|, nous déduisons |f () — f (0)] = |z — 0|. Comme f (0) = 0, nous
avons |f (z)| = |z—|, et comme x € [0;+1] et f (z) € [0; +1], nous avons f (x) >z
> Démontrons que f (z) < x
Supposons le contraire, c’est a dire f (x) > x
On construit la suite numérique (), oy définie par : zg = z et 2,11 = f (z,,). Cette suite est
croissante, majorée donc convergente et admet pour limite [ telle que f () =1
De f(z) >z et f(I) =1, nous avons f(I) — f(z) <l—=x
De 29 = x, nous avons 21 = f(x) 2 a9 =z et | > f(x) dou :
— SO = @) =1f) = f ()
—l—x=|l—x
Il y a contradiction avec 'hypothese faite sur f, a savoir que |f (z) — f (y)| = |z — y| pour
tout = € [0; +1] et tout y € [0; +1]
Et donc, f (z) <
> Donc, de f (z) < z et f(z) > z, nous déduisons f (z) =«
Ainsi, la fonction identité f (z) = x est la seule fonction contininue sur [0; 41] telle que pour tout
x € [0; +1] et tout y € [0;+1], nous avons |f (z) — f (y)| = |z — v

Exercice 53 :

Soit f une fonction définie sur R et a valeurs dans R. On suppose qu'il existe un réel 0 < k < 1 tel que pour
tout nombre x € R et y € R nous ayions :

If (@) = f W <klz—yl

Soita € R et une suite (x,), o définie par : 1o = a et x,11 = f (x,). Démontrer que la suite (), oy est
convergente et que sa limite | vérifie | = f (1)

1. f est uniformément continue sur R, donc continue sur R

2. La suite (z,,),cy est une suite de Cauchy, donc convergente

En effet, nous avons |f (n+1 — f (2n))| < k|@ny1 — zn] avec 0 < k < 1, c’est & dire :

|mn+2 - mn+1| < k |xn+2 - mn+1|

Et nous avons démontré qu'un suite de ce type est une suite de Cauchy donc convergente dans R
3. Soit [ la limite de cette suite

f étant continue, nous avons lim f (z,) = f(I)
n—-+o0o

De z,4+1 = f (z,), nous avons nEI}rloo Tpt1 = ngrfoof (zn), cest & dire I = f (1)

Cet exercice détermine un algorithme de résolution de l’équation x = f (x), ou du moins d’une approxi-
mation de la solution de l’équation x = f ()

QUESTION : Que se passe-t-il si, au lieu d’étre une fonction f de R dans R, nous avons une fonction de
R dans C ¢

Exercice 54 :

Soient a. € R* un nombre réel positif et (u,), o une suite de nombres réels définie par :

Uy = a et Upy1 = 1+ /uy

Démontrer que cette suite est convergente et calculer sa limite
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1. I nous est impossible d’avoir a < 0 puisque si a < 0, la suite (uy,),,y n’est pas définie a partir de
n=1

2. D’autre part, pour n > 1, nous avons u, > 1 puisque u, =1+ /u,—1 > 1

3. Etudions les variations de la suite (u,)

neN

(a)

Les variations de la suite (“n)neN dépendent du signe de u, 1 —u,. Nous avons : t,+1 — Uy =

1+ u, —u,
Faisons le changement de variables T' = /u,,. Nous avons alors 1 + \/u,, — u, = 1 + 7T — T2,
La factorisation de —T2 + T + 1 est facile :

rere (1550 (50 () (- (259))

Et donc : N V5
() e (42)

-1+V5
2

Comme nous avons —,/u,, — ( ) < 0, le signe de uy,41 — u, ne dépend que du signe

de /u, — 7 Ainsi :
1++5

> Siy/u, — > > 0, alors la suite est décroissante.
1 5 1 5 3 5
Or, /u, — +2f>0<:>1/un2 +2\[<:>un> +V5
1 5
+2\[ < 0, alors la suite est croissante
1++5 1V _3+V5

De méme, /u, — 5 <0 <= Ju, < 5 = Uy < 5
3446

Posons (Tp)* = : d’apres Pétude ci-dessus, nous avons (Tp)® = 1 + T

2
3+v5 3+5

, alors , pour tout n € N, nous avons u, < 5

> Si\/u, —

Démontrons que si a <

Nous le faisons par récurrence.

C’est évidemment vrai pour n =0

Supposons qu’au rang n, nous ayions u, <

Démontrons le a ’ordre n + 1 Nous avons :
Uns1 =1+ Vum <1+ Vup <1+ (Tp)* =14 Ty = (Tp)?
_3+46

Et donc, un41 < (Tp)* = 5

Ce que nous voulions

3 5 3 5
+2\[, alors , pour tout » € N, nous avons u,, < +2\f

<3+\/5

Ainsi, nous démontrons que si a < 7 alors la suite (u,),cy est croissante et majorée

34+5
2

Dong, si a <

par

et est donc convergente.

34+5 3+5
2

, alors pour tout n € N, nous avons u,, > 5

Démontrons que si a >

La démonstration de ce résultat est donc la jumelle de la démonstration ci-dessus. Ainsi, si

3 5 3 b)
a > %[, alors , pour tout n € N, nous avons u,, > +2\f
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. , . 3+ V5 . L. L
Ainsi, nous démontrons que si a > ————, alors la suite (u,) est décroissante et minorée
) 2 3 nEN

3+6
2

4. Soit I la limite de la suite (un), cy-
Considérons la fonction définie sur R™ par f (z) = 1+ /z. Cette fonction est continue sur Rt et
nous avons u,4+1 = f (uy,). f étant continue, nous avons nllgloo I (un) = f(1).

par et est donc convergente.

D’autre part, de la définition de la suite (uy),, oy la limite [ vérifie 'équation [ = f (1).
Résolvons léquation z = 1 + /x.

r=1+z <= z-1=x
— @-1)°’=zetz>0
— 22-3r+1=0etx>0

3—5 3+5
2 2

et x9 =

Les solutions de 1'équation z? — 3z +1 = 0 sont z; = qui, toutes deux

sont positives.
La limite [ est donc 'une des deux valeurs z1 ou 2. Or, nous avons montré que, pour tout n > 1,
nous avons u, > 1, et donc, en utilisant les relations d’ordre et limites, nous avons [ > 1.

3+5
2
3+5
2

= (Tp)? est supéricure & 1.

Seule 9 =

Donc, [ =

Exercice 55 :
Soit a € R* un nombre réel non nul et (un),,c une suite de nombres réels définie par :
Uy =a et Up41 = Uy, + — — 1
n
Etudier la convergence de cette suite et calculer son éventuelle limite

1. Supposons a <0

(a) Alors, pour tout n € N, nous avons u,, <0

La démonstration se fait par une récurrence simple

(b) La suite (uy), oy est décroissante

1 1 .
En effet, u,41 —up, = — — 1. Comme u,, < 0, alors — —1 < 0 et donc w1 —u, < 0, ce qui
Unp Un
montre que la suite (u,),y est décroissante

(¢) Pour tout n € N, nous avons u, < —n

> Commengons par les premiers termes :

1
—ul—(—l):ul—l—lza—i—g<Oetd0ncu1<—1

1 1
— ug—(—2) =us+2=wu;+—+1. Nous avons u1+1 < 0 et — < 0 et donc us —(—2) < 0.
Uy Uy
Ainsi, up < —2
> Supposons qu’a lordre n, nous ayions u, < —n
> Démontrons le a 'ordre n + 1

1 1
unﬂ—(—n—l):un+1+n+1=un+u——1+n+1:un—i—n—l——

n un

. , 1
Par hypothese de récurrence, u, +n < 0 et, comme u,, < 0, nous avons — < 0 et donc
Un

Uny1 — (—n — 1) <0, cest & dire up11 < —n—1
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Dong, si a < 0, alors, pour tout n € N, u,, < —n

(d) De l'inégalité u,, < —n, nous tirons que si a < 0, alors lirf Up = —00
n—-+0o0

2. Supposons a > 0

(a) Etudions la différence wuy+1 — uy,.

1 .. .
Nous avons : u,41 — u, = — — 1, montrant ainsi la valeur importante qu’est 1

Un

(b) Montrons que si a > 0, alors, pour tout n € N, nous avons u,, > 0

Nous allons faire cette démonstration par récurrence.
> C’est trivialement vrai pour n =0
> Supposons donc que si a > 0, alors u,, > 0
> Démontrons le a 'ordre n + 1

1\2 |, 3
1 uZ +1—uy, (unfi) + 5
un+1:un+7_1: =
Up, Unp Up,

2
On remarque que <un — 5) + 1 est une expression positive et que le signe de u,; ne

dépend que de celui de u,,, lequel est positif, par hypothese de récurrence.
Donc, up41 >0
Ainsi, si a > 0, alors, pour tout n € N, nous avons u,, > 0

(¢) Démontrons que si a > 0, alors pour n > 1 u, > 1

En effet, nous devons regarder a partir de n = 1, puisque a peut prendre n’importe quelle
valeur strictement positive.

1 uw?+1—2u wy — 1)
Pourn>0,up1 —1l=u,+——-1-1=u,+ ——-2=-"2 ”:(" )
n Unp, Un Unp,
(un*1)2 , < 1.
Or, ———— >0 et donc up,4+1 —1 > 0, c’est a dire u,41 > 1

Un
(d) Sia >0, la suite (uy),cy est donc décroissante a partir de n =1

. . 1 .
En effet, de u,41 —u, = — — 1, nous tirons u,41 — uy, < 0 puisque — < 1. Ainsi vy 41 < up
Unp, n
et la suite (uy, ),y est décroissante a partir de n =1

(e) Sia >0, lasuite (uy),y est convergente

En effet, elle est décroissante et minorée par 1; donc convergente

1
(f) La fonction f (z) = x4+ ——1 est continue sur R** et la suite (uy,),,;y admettant pour définition
x

ne
Uny1 = f (un), la suite (u,), oy étant convegente, sa limite [ vérifie I = f (I).

Résolvons donc 1'équation x = f (z) avec x > 0
1
r=fa)—=r=zr+--1<—=-—-1=0<=2=1
x x

La seule limite possible est donc [ = +1

3. Conclusion :
® Sia<0,alors lim wu, =-—oc
n—-4oo

® Sia>0,alors lim wu, =1

n—-+oo

3.9.3 Fonctions continues sur un intervalle
Exercice 58 :

Soient a et b 2 nombres réels tels que a < b. Soit f une fonction uniformément continue sur |a; b[. Démontrer
qu'il est possible de prolonger f en une fonction f continue sur [a;b]. En déduire qu'elle est bornée sur |a; b|
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1. Nous allons montrer que f admet une limite a droite de a notée [,
Nous allons démontrer que f vérifie les conditions du critere de Cauchy pour les fonctions a droite
du point a (c.f. 3.3.14)
Soit € > 0
Comme f est uniformément continue sur |a; b[, il existe n. > 0 tel que (Vz € Ja; b)) et (Vy € ]a; b[),
nous avons l'implication | —y| <n. = |f (x) — f (y)| < ¢
Soient = € Ja; b et y € Ja; b[ tels que 0 < |z —a| < 1. et 0 < |y — a|] < n.. Alors, dans ce cas, ces
inégalités sont équivalentes a 0 <z —a <. et 0 <y—a <n.etdonca —n. <z —y<n <
| — y| < ne, d’olt nous déduisons que |f (x) — f (y)| < e
f vérifie donc bien le critere de Cauchy pour les fonctions a droite de a et donc %131}1 f (z) existe.

r>a
Nous notons lim f (z) = l,.
r>a
2. De la méme maniére, on démontre que f admet une limite a4 gauche de b notée [,
3. f se prolonge en une fonction f continue sur [a; b]
Soit f : [a; ] — R définie par :

Fl@=l  fO)=let (Voelad]) (f(2)=f (@)

f est donc continue sur [a;b] et apparait donc comme le prolongement par continuité de f en a
et en b. f est donc bornée sur [a;b], et donc f est bornée sur ]a; b

4. f, continue sur [a;b] est donc uniformément continue sur [a;b] (théoréme de Heine)

f, uniformément continue sur ]a; b[ peut donc étre prolongée en une fonction uniformément conti-
nue f sur [a; b

Exercice 59 :

Soit f () = 2 cosx + wsinx + 1. Montrer que I'équation f (z) = 0 admet au moins une solution dans R

C’est tres facile!! I suffit de vérifier qu’il existe 1 € R et z2 € R tels que f (x1) = f (z2) =0. Or :
> f(0) =1
> f(m)=mcosm+msint+1=—-m2+1<0
Il existe donc zg € |0; 7| tel que f (z9) =0
En fait, il existe une infinité de solutions a cette équation ; il suffit de remarquer que :
T T
* f<5+2mr) :1+§+2n7r>0
* f(mr+2nm)=—(r+2n7)> +1<0
Et il y en a d’autres!!

Exercice 60 :

Soient f : [0;1] — R et g : [0;1] — R continues et telles que (f (0) — g (0)) (f (1) — g (1)) < O Montrer
qu'il existe ¢ € |0; 1] tel que f (¢) = g (¢)

Nous construisons, comme toujours (ou souvent!!) la fonction auxiliaire h (z) = f(x) — g (x) et nous
avons, bétement h (1) x h(0) < 0, et donc, d’apres 3.6.6 , il existe ¢ € ]0;+1[ tel que h(c) = 0, c’est &
dire tel que f (¢) =g (c)

Exercice 61 :

Soientp >0 et q >0 et [ : [a;b] — R une fonction continue telle que f (a) # f (b). Démontrer qu'il existe
c € [a;b] tel que : pf (a) +qf (b) = (p+q) f (¢)
Comme f (a) # f (b), nous supposons f (a) < f (b).
f étant continue, f prend toutes les valeurs comprises entre f (a) et f (b). Or
pf(a) +qf (b)
fla) <= <f0)
pf(a) +aqf (b)

Il existe donc ¢ € [a; b] tel que f (¢) =
i) (= PO L

, C’est a dire tel que pf (a) + qf (b) = (p+q) f (¢)
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Exercice 62 :
Soit f:[0;1] — [0;1] telle que :

01— [051] .
NN f(x):{l—a:sm:%@

rsixeQ

1. La fonction f est-elle continue sur [0; 1]

Nous allons étudier cette continuité dans deux cas : x € R\ Q et z € Q
> Supposons z € R\ Q

Alors, il existe une suite (gn), oy de nombres rationnels (c’est a dire que, pour tout n € N,

Gn € N) tels que lim ¢, =z
n—-+oo

Si f est continue, nll)r-&I-loo f(gn) = [ (2).

Or, f(gn) =gn et f(x) =1—2. Comme lim ¢, =z, nous avons EIJI: flagn) £ f (az)ﬂ

n——+o0o

Donc, f n’est pas continue si x € R\ Q
> Supposons maintenant que x € Q

Si Q est dense dans [0;1], il en est de méme de R\ Q. 1l existe donc une suite (r,)

neN de

nombres de R\ Q (c’est a dire que, pour tout n € N, r, € R\ Q) tels que lirf Th =
n—-+00o

Si f est continue, lim f(r,) = f(z).
n——+o0o
Or, f(rp) =1—rpet f(z) = 2x. Comme lim r, =z, nousavons lim f(r,) =1
n—-+4oo n—-+4oo
Donc, f n’est pas continue si x € Q

Donc, f n’est pas continue sur [0; 1]
2. Montrer que f prend toutes les valeurs comprises entre 0 et 1
Soit y € [0;1]
> SiyeQ,alors f(y) =y
>SiyeR\Q alorssiz =1—y,alorsz e R\ Qet f(z)=1—-a=1-(1—-y)=y
Ainsi, tout y € [0;1] admet un antécédent dans [0;1]

Ainsi, f n’est pas continue mais atteint toutes les valeurs de [0; 1]

Exercice 63 :

Soit f : [0;1] — R, une application continue telle que f(0) = f
1

n > 2, il existe un nombre v, € [0;1] tel que f (o) = f (an + —)
n

Soitn e N, n > 2

o # f (@)

(1). Démontrer que pour tout n € N,

1 1 1
Considérons la fonction g : {O; 1-— 7} — R définie pour tout x € {0; 1-— ﬁ} ,par: g (x) = f <x + ﬁ) —
n

f (z); g est, par construction, continue.

1 1
8. Saufsiz = —, mais - € Q
2 2
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1
Supposons que,pour tout x € {0; 1-— f} , nous ayions g () > 0; alors :
n

9«D+g(%)+g(%>+.”+g(n;1) :ng<k>

k:()

- M(f(’““) f(%))

k=0

- "f<) i (3)

(]

= J)-
= O e £ = 11

1
Or, ceci est en contradiction avec avec le fait que nous avons supposé que,pour tout = € {0; 1-— f} , nous
n
) . . . 1 2 n—1
ayions g (x) > 0, et nous aurions dit avoir g (0)+g| =) +gl =)+ --+g|—— ) >0
n n n

1
11 existe donc a,, € {0; 1- f} tel que g (o) = 0. Ainsi, il existe un nombre «,, € [0;1] tel que f (a,) =
n
1
f (an + *)
n

Exercice 64 :

Soient a et b 2 réels tels que a < b Soient f : [a;b] — R et g : [a;b] — R toutes deux continues et telles
que, pour tout x € [a;b], nous avons f (x) > g (x) Démontrer qu'il existe X\ > 0 tel que, pour tout x € [a; b],
nous ayions f () > g (z) + A

Soit h, la fonction définie sur 'intervalle [a;b] par h (z) = f (z) — g (x).

Alors h est continue sur [a;b] et, pour tout x € [a; b], nous avons h (z) > 0

h est bornée sur [a;b] et y atteint ses bornes. Si A = ir[lfb] h(z), il existe ¢ € [a;b] tel que h(c) = A, et
xTE|a;

d’apres 'hypothese, A > 0.
Donc, pour tout z € [a;b], nous avons f (z) = g (x) + A

Exercice 65 :

Démontrer que toute fonction continue et périodique est bornée

Nous appelons T', avec T' > 0 la période de f.
Alors, f est bornée sur I'intervalle [0; T7.

Posons : m = lFf ]f( xz) et M = sup f(x); donc, pour tout x € [0;T], nous avons m < f () < M
ze[0;T z€[0;T)

Soit € R; alors, il existe n € Z tel que z € [nT; (n+ 1) T]

. T
En effet, si nous prenons n = [f}’ nous avons :

Flez<lzlr1=7lz

X
< il
TIST T}\x<T[

T]+T<:>nT<:c<nT+T

Etdonc:nT'<z<nlT+T<=0<x—nT<T

De telle sorte que m < f (z —nT) < M.

De la périodicité de f, nous avons f (x —nT') = f (z) et donc, pour tout = € R, nous avons m < f (z) <
M

Ainsi, toute fonction périodique et continue est-elle bornée.
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Exercice 66 :
Soient a € R et b € R tels que a < b. Soit f : [a;b] — R continue telle que f admette des maxima locaux
en xy et xo avec 11 < xo. Démontrer que f admet un minimum local en un point ¢ € Jx1; x2|

POUR TOUT DIRE, CE N’EST PAS UN EXERCICE TRES FACILE
Tout d’abord, visualisons la situation :(figure

FIGURE 3.38 — Visualisation, par un graphe de deux maxima locaux

f étant continue sur Uintervalle [a;b], l'est, en particulier sur l'intervalle [z1;x2] C [a;b]. Il existe donc
¢ € [xy;me) tel que f(c) = inf [ (x)

T€[r1;22]
> Supposons que ¢ = xj ou ¢ = Ty
x1 (donc ¢) étant un maximum local, il existe un nombre n > 0 tel que |z — 21| < n = f(x) <
f(x1), en particulier, 71 < x < x1 +n = f (z) < f (21)
Comme ¢ = x1, x1 est aussi la borne inférieure de f sur lintervalle [x1;z2], c’est & dire que,
pour tout z tel que x; < & < x1 + 0, alors f (x) > f(x1), ce qui signifie que f est constante sur

[z1;21 + 1], et qu’en choisissant ¢ = 1 + g, ¢ est bien un minimum local tel que ¢ € |x1;x9|
La démonstration est la méme si nous supposons ¢ = g
> Supposons que ¢ # 1 et ¢ # x4
Alors f(c) < inf (f (x1), f (z2)) (sinon, f(c) ne serait pas la borne inférieure sur lintervalle
Jz1;22[) et done ¢ € Jx1; 2]
Soit > 0 tel que nn = inf (¢ — 21,22 — ¢). Alors, pour tout = € J¢ — n; ¢ + 7], nous avons f (x) >
f(c) (puisque f (c) est Uinf sur [z1;x2])
f admet donc un minimum local en ¢ € |xy; xo|

Exercice 67 :

Soit f: RT — R™ une fonction continue telle que pour tout x > 0, nous ayions f (z) < x

1. Démontrer que f (0) =0

f est continue sur Rt et donc, lirrbf (x) = f(0)

xr—

>0
D’autre part, f est a valeurs dans R, et donc, pour tout x > 0, nous avons f(z) > 0. De
I'inégalité f (x) < x, nous déduisons que 1ir%f (£)=0

230
Donc f(0) =0
2. Soient a € Rt et b € R* tels que 0 < a < b. Montrer qu'il existe M € [0;1[ tel que pour tout

x € [a;b], nous ayions f (x) < Mz

f(x)

x
La fonction g est continue sur [a;b] et est telle que pour tout = € [a;b], 0 < g(x) <1

Soit la fonction g, définie sur l'intervalle [a;b], par : g (z) =
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Soit M = sup g(z); il existe ¢ € [a;b] tel que g(c) = M, et de l'inégalité f(c) < ¢, nous

z€[a;b]
déduisons M < 1.

Donc, pour tout z € [a;b], nous avons 0 < g (z) < M < +1, c’est a dire que, pour tout x € [a; b,

nous avons 0 < <M=0<f(z)< Mz

f(x)

Exercice 68 :

Pour résoudre cette question, il suffit de revenir aux définitions et de bien connaitre les formules trigo-

nométriques

1. Montrer que arcsin (—z) = — arcsinx

y = arcsin (—z) <

8
m
0
\'H
_|_
=

—y = arcsinx
y = —arcsinx

11

Nous avons bien arcsin (—z) = — arcsinx

2. Montrer que arccos (—x) = m — arccos x

Nous itérons :
—X = cosy

y = arccos (—z) < —x € [—1,+1]
y € [0, +7]
x = —cosy = cos (7 —y)
x € [-1,+1]
T—yE [07 —|—7T]
T — Y = arccos T
Y = T — arccos T

!

1

Nous avons donc arccos (—z) = 7 — arccos x

. ™
3. Montrer que arcsin x + arccos x = +§
Comme d’habitude, posons y = arcsinz. Alors :

T =siny

x € [-1,+1]
[

YELT T

Yy = arcsin x <=

m
Or, siny = cos (5 — y) et donc, nous avons :

(5-v)
T =cos| = —
D) )

y = arcsine <= ¢ z € [—1,+1]
m

= —y €0,

5~y €0,7]

T T . T
Et donc 5" Y = arccos r <— 5 = arccos T + Y < arcsinx + arccosT = —|—§
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Exercice 69 :

1. Calculer, pour ab # 1, arctan a + arctan b

* Premiérement rappelons que, pour a € R et § € R tels que tanatanf # 1 :

tan o + tan 3

t == ==
an (@ + ) 1 —tanatan g

Et comme la fonction tan est périodique et de période 7, pour tout o € R
tan (¢ + 7) = tan«

* D’autre part :

a=tany b=tanz
Yy = arctana <= acR et 2z =arctanb <= beR
VeI 22

Des équivalences précédentes, nous avons —m < y+ 2z < T

i
* Supposons —m <y + 2z < —3

AlorsO<y+z+7r<g
EtU=tan(y+z+7) < y+z+ 7 = arctanU

t t b
Ortan(y+z+7) =tan(y+ 2) = pnytten: _ ot

D’ou, si <y+z<-—=al
= ou, si — z < —— alors
1—tanztany 1—ab Y 2

a+b a+b
y+z+m=arctanU = arctan | —— | <= y+z=arctan | —— | — 7
1—ab 1—ab

. T a+b
Donc, si —7 < arctana 4 arctanb < —g alors arctan a 4+ arctan b = arctan 1 )~ T
—a

™ ™
* Supposons —3 <y+z<+-

2
Alors, plus simplement, U = tan (y + z) <= y + z = arctanU, et en utilisant les résultats
. . T T a+b
ci-dessus, nous avons donc si —3 <y+z< —|—§, alors arctan a + arctan b = arctan 1 2
—a

T
* Supposons 5 <y+z<m

Alors —g<y+z—7r<0

EtU=tan(y+z—7) <= y+2z—m=arctanU
t t b
Organ (y+ 2z —m) =tan(y + 2) = il a—nt?;:z ?;nzy = 1a—+ab D’ou, si —g <y+z—m <0 alors

a+b a+b
y+z—m=arctanU = arctan | —— | <= y+z=arctan | —— | + 7
1—ab 1—ab

. a+b
Dong, si —3 < arctana + arctan b < 7, alors arctan a + arctan b = arctan T—ab +
—a

1
2. Calculer, pour x # 0, arctan z 4 arctan —
x

Nous voulons résoudre, ici, le cas ou ab =1
Comme d’habitude, nous posons y = arctan x. Aors,

xr = tany
y=arctanz <= { TER
YEIT9 T
1 1 cos sin (5 —
DOHC, — = = — Yy = (721' y) = tan (z _y>
r  tany siny  cos (5 —y) 2
T T, m 7r ) 7
* Deye}—g;—ki{,ces’cadlre —5<y<+§,n0ust1r0nsO<§—y<7T
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i T T
* Supposons pour commencer que 0 < 5~ y < 5 cest adire 0 <y < 3 et donc x > 0, alors :

1 us 1 =« 1 7«
f:tan<f—y> <= arctan — = — —y <= y + arctan — = —
T 2 T 2 r 2

. 1
Donc, si > 0, alors arctan x + arctan — = 5
T

. ™ ™ N s
* Supposons maintenant — < 3~ y < m, c'est a dire —3 <y <0etdoncx<0

De la périodicité de la fonction tan, nous avons tan (o — w) = tan « et donc :

tn(ﬁ— )—tn(ﬁ— — )—tn(—z—)
an|g —y)=tan|g —y—7m) =ta 5 Y

1
Or, de —g < y < 0, nous tirons que —g < —g —y < 0 et alors de — = tan (—g — y), nous
T
tirons :
1 s 1 s 1 s
— = tan (fffy) < arctan — = —— — Yy <= y + arctan — = ——
2 T 2 T 2

C 1
Ainsi, si z < 0, alors arctan z + arctan — = —3
x

Exercice 70 :

Démontrer les égalités :
1

V14 22

. T 7
Comme d’habitude, nous posons y = arctanz; remarquons que y € ]—5;—1—5[ et que donc

1. cos (arctanx) =

cosy >0
sin?y

De y = arctan x, nous tirons x = tany = : en élevant au carré, 2 = — = sin’y (1 + tan? y)
cos?y

Or: .

2 . 2 2 2 2 2 2
T = sin 1+ tan < 2" = (1—cos 1+2°) < cos”y =
N . 1 -1
D’ol nous tirons cosy = ou cosy = ———. Comme nous savons que cosy > 0, nous

V14 22 1+ 22

avons cosy =

V1422

1
Et donc, cos (arctanz) =

V14 22

T

V1422

sin . - . -
De x =tany = —y, nous tirons, en utilisant le résultat précédent :
cosy

2. sin (arctanx) =

T

V1422

rcosy =siny <= siny =

Exercice 71 :

3 L . .
Pour z € R tel que —g <z < Iﬁ simplifier arcsin (2 sin x cos z)

Comme 2sinx cosz = sin 2z il est tres tentant de répondre tout de suite!! Or, ce n’est pas possible!!
11 suffit de revenir a la définition de arcsinz :

U=sinZ
Z = arcsinU <— Uel[-1,+1]

™ ™
zel-4
< 2 +2
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b Si-T <a< T alors T < 2r < O
i—— <x< —,alors —— T < —
4 47 2 2
> Supposons T erg?

4 4

. ™ . .
Alors, sans souci, —3 < 2z < — et arcsin (2sinz cosx) = 2z ; ¢’est tout !!

vl 3

s T
> Supposons 1 << —

4
T 3m C . . s P N
Alors, 5 <22 < 5 et cette fois ci, il est impossible d’utiliser la définition de I’arcsin x.
Par contre, si - < x < > alors — & < 2 <z
ar contre, si — <z < —, alors —— r—7m< =
4 - 4 2 - 2
. . . . T 3
D’autre part, sin (o — 7) = —sina; Do, si 1 <z < i
2x — 7 = arcsinsin (2x — 7) = arcsin (— sin 2z) = — arcsin (sin 2z)
s 3T .
D’ot, 1 <z < i alors arcsin (sin2z) = 7 — 2z

y'Oy

'Y
NN
1=

FIGURE 3.39 — Le graphe de la fonction arcsin (2sin x cosz) sur R en entier

3.9.4 Suites de fonctions

Exercice 72 :
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions définies sur I'intervalle fermé
borné [0; 1]
x
1. T) =
fn (@) 1+ nx

Nous pouvons remarquer que, pour tout n € N, f,, () > 0, et que, toujours pour tout n € N,
fn(0)=0

D’autre part, pour tout x tel que 0 < = < 1, lim 14 nax = 400 et donc, pour =z € ]0;1],

n—-+oo

lim
n—+oo 1 4+ nx
fonction nulle O sur lintervalle ]0; 1].

= 0, de telle sorte que la suite (fy),y convege simplement, sur [0;1] vers la

Y-a-t-il convergence uniforme ?
1

14+n

Remarquons que, pour tout « € [0;1], nous avons 0 < f, () < fr (1) <= 0< f (2) <
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Comme lim —— =0, c’est a dire que lim sup fn () ] =0, nous avons bien la conver-
n—+oo 1 4+ n n—=+00 \ ze[0;1]
gence uniforme de la suite de fonctions (f;,),cy vers la fonction nulle O sur I'intervalle ]0; 1]
1
2. ) =
gn () 1+nz

Cette fois ci, encore, nous pouvons remarquer que, pour tout n € N, g, (x) > 0, et que, toujours

pour tout n € N, g, (0) =1
D’autre part, pour tout x tel que 0 < = < 1, lirf 1+ nx = 400 et donc, pour z € ]0;1],
n—-+0oo
. 1
lim

n—+oo 1 + nx
fonction G définie par :

= 0, de telle sorte que la suite (gn),cy convege simplement, sur [0;1] vers la

{ Gz)=0si0<z<1
G0)=1

Y-a-t-il convergence uniforme ?

Remarquons que, pour tout n € N, les fonctions g,, sont continues sur [0;1].

S’il y avait convergence uniforme de la suite (g, ), oy vers la fonction G, G serait continue.
Or, G n’est pas une fonction continue

Donc, la suite de fonctions (g, ), oy ne converge pas uniformément vers G

Exercice 73 :

Soit E C R et (fn),cy une suite de fonctions de I dans R qui converge simplement vers une fonction f. On
suppose que pour tout n € N, chaque fonction f, est croissante. Démontrer que f est croissante

Soient x € E et y € E tels que <y

Alors, pour tout n € N, comme la fonction f, est croissante, f, (x) < f, (y). D’autre part, la suite

(fn)pen étant une suite de fonctions convergeant simplement vers une fonction f, lir_ir} fn(x) = f(2)
n——+0oo

et lirf fn (y) = f(y), en utilisant les résultats sur les suites et les relations d’ordre, nous avons
n oo

fz) < f(y)

La fonction f est donc croissante sur E

Exercice 74 :

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme sur R de la suite de fonctions ( fy,) définie pour
2n
x

14 z2n

neN
tout x € R par f, (z) =
1. Faisons une étude générale ; voir figure [3.40

> Tout d’abord, remarquons que, pour tout n € N, f,, est une fonction paire ; nous n’allons donc
létudier sur R

1
> Nous avons, pour tout n € N, f,, (0 )zOet fn(1 )25
> Supposons 0 < z < 1. Alors lim 2?" =0 et donc lim f,(z) =0
n—+400 n—+00
> Supposons maintenant que x > 1. Alors lim 22" = 400 ; nous sommes devant une indétermination ;

n—-+oo
mais fy, (z) est un rapport de polynémes qui tend vers I'infini comme le rapport des ses termes
de plus haut degré. Donc, lirf fa(z)=1
n—-+0oo

Ainsi, la suite (fy),cy converge-t-elle simplement, sur R vers la fonction F' définie par :
F(z)=1si |z| >
F(l)=F(-1)=
F(z)=0si |z| <
(

F n’est évidemment pas contine; la suite (fy ),y ne converge donc pas uniformément vers F' sur
R
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FIGURE 3.40 — Une visualisation, par les graphes, de la suite de fonctions (fy),,cy

2. Etude de quelques cas particuliers
(a) Supposons |z| = h > +1
De la parité, nous n’étudions que sur [h; +oo.

Il faut donc évaluer lim ( sup | fn (z) — 1|>

n=+00 \ gelh;+oo]

0 tout = € [h; +ool, | f (z) — 1] i 1 !
r, pour tout x stoof, [fo(z) =1 =|—— —1| = = .
P ’ ’ 14 a2 1+ z2» 1+ x2n

1 1

Pour tout « € [h; 4o00], noils avons 1 + 22" > 14+ h?" <= g < T En particulier,
sup [ fn (2) = 1] = ——5-

z€[h;+o0] 1+ h?

1

Comme h > 1, lim h%?" = +ooetdonc lim ———— =0

n—+o0 n=+oo 1 + h2n

On vient donc de démontrer la converge uniforme de la suite (f,),, oy vers la fonction constante
égale & 1 sur les intervalles | —oo; —h] U [h; +00[ avec h > 1

(b) Supposons |z| < o < +1

Comme o < +1, si |2| < a, alors lim 2?" =0et lim f,(z)=0
n—-+4oo n—-+oo

La suite (fy), ¢y converge donc uniformément vers la fonction constante égale & 0 sur l'inter-
valle [—a; +a] avec a < 1

En conclusion, la convergence uniforme dépend beaucoup du domaine dans lequel ontravaille.

Exercice 76 :

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,), cy- définie pour tout
x € [0;1] par fn (z) = 2" (1 — z)
> Convergence simple
Remarquons tout d’abord que pour tout n € N*, nous avons f, (0) = f, (1) =0

Supposons 0 < z < 1, alors lim 2™ =0;, et donc lim f, (z) =0 et donc la suite de fonctions
n——+oo n—-+o0o

(fn)pen+ converge simplement vers la fonction nulle O sur [0; 1]
> Convergence uniforme
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n—-+4oo

Comme tout a I’heure, il faut évaluer lim ( sup | fn (x)) Or, pour tout = € [0;1], nous

z€[0;+1]
avons fp, () 2 0et donc sup |f,(z)|= sup fn(2)
z€[0;41] z€[0;41]

FIGURE 3.41 — Une visualisation, par les graphes, de la suite de fonctions (f,,)

La borne supérieure des fonctions f, est atteinte en zg =

nous avons f, (z) < fp (n Z 1)

or, f”(nil) - <nil>n (1_ nil) (nzlyn(n}rl)

1
1\ " 1\~ " —n1n<1+7)
Et nous avons : (n + ) = (1 + 7) = n
n n

1
1 In|1 + E 7nln(1+7)
Or, lim —nln (1 + 7) = lim ————=-1letdonc lim e n/==z
n—-4oo n n—-+00 o n—+00

) = 0, nous avons lim fn<

Comme lim (
n—-+oo

n—-+oo

n+1 n+1
(fn)nen- converge uniformément vers la fonction nulle O sur [0;1]

Exercice 77 :

Soit (fn),en~ la suite de fonctions définires sur I'intervalle fermé borné [0; 1] par :

1
fal@)= n22(1-nx) si0 <o <~
n

1
fol@)= 0si—<z<1
n

Montrer que la suite de fonctions (f,), .y converge simplement vers une fonction f. La convergence est-elle

uniforme ?

Tout d’abord, commencgons par visualiser sur la figure [3.42| cette suite de fonctions :

En voyant ces représentations, il y a une chose qui doit nous sauter aux yeux : le maximum de f, a

plutét tendance a grandir!!
> Convergence simple

neN

I . et donc pour tout z € [0;+1],

1
e

> = 0 et donc la suite de fonctions
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oy

FIGURE 3.42 — Une visualisation, par les graphes, de la suite de fonctions (fy),, cy

1 1
Soit x € [0;1]; il existe alors N € N tel que ~ < z, et pour tout n > N, nous avons — < x et
n
alors f,, () = 0. Nous avons donc liI_E fn (z) = 0. La suite de fonctions (fy), oy~ converge donc
n—-+oo
simplement vers la fonction nulle O sur [0; 1]

> Convergence uniforme
Remarquons, comme précédemment que, pour tout x € [0; 1], nous avons f,, () > 0 et donc que,

sur [0;1], | fn (2)| = fn ()

1
Une petite étude de variations montre que le maximum de f,, est atteint en x,, = on et fn (xn) =
n

n . .on
1 Nous avons donc ngfiloo fn(2n) = ngffoo 1>

La suite de fonctions (f,), oy~ ne peut donc converger uniformément sur [0; 1]

Exercice 78 :

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (fy), c~ définies sur RT
par :

n
fo(®)= 0siz>n

{ Jn (z) = (17£>n si0<z<n

Comme tout & ’heure, nous allons d’abord visualiser cette suite (figure :
> Convergence simple

€T n
Soit z € R*. Il existe alors N € N tel que, pour tout n > N, n > z, et alors, f, () = <1 — 7) .
n
X n
Il faut donc calculer lim (1 — f)
n—-+4oo n
x
T\ " nln(lff) xT In (1 - g)
Nous avons (177) =e n .Or,nln(lff):fzxix".
n n ~n
x
3 In (1_£) . In (1—£) X nln(lff)
Comme lim ——2* =1, nous avons lim —xz X ——2% = —zet lim e n/ =
n——+oo —% n——+oo —% n—+00

—T

e
Ainsi, la suite de fonctions (fy), oy« converge simplement vers la fonction f (z) =e
> Y-a-t-il convergence uniforme ?
S’il y a convergence uniforme de la suite (f,)

fla)=e™™

—T

nen+» cette convergence ne peut se faire que vers
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oy

FIGURE 3.43 — Une visualisation, par les graphes, de la suite de fonctions (f,), oy et de sa limite ™

* Pour n € N*, on construit g, (x) = f, (z) —e . Alors :

{ Pour z € [0;n] g, (z) = (1 - %)n —e "

Pour z > n gn () = —e

L’objet de cette question est de montrer que, pour tout = > 0 lirf lgn ()| =0
n—-+0oo
On peut d’ores et déja dire que, si > n, alors |g, (z)] =e * <e™"
* Supposons z € [0;n]
Calculons, pour z € [0;n], la dérivée de g, :

x -1 x

n—1 n—1
g;(a:):nx(l—f) X——i—e‘w:e_””—(l—f)
n n n

L’étude du signe de ¢/, est malaisée, et nous allons utiliser le fait que si m < g, () < M, alors

lgn ()] < sup{|m|; | M]}
* Appelons Z (g!,) U'ensemble des valeurs réelles de [0;n] qui annulent g/, c’est a dire :

Z (g,) = {z € [0;n] tels que gj, (2) = 0}

Tout d’abord, Z (g;,) # @ puisque 0 € Z (g},)
Si 21 est un maximum local de g,,, alors g}, (21) =0 et z1 € Z (g},)
De méme si z5 est un minimmum local de g,, alors ¢/, (22) =0 et 22 € Z (g),)

Donc, |gn ()| < sup g (2)]
z€Z(93,)
* Que vérifient les éléments z € Z (g),) 7

Tout d’abord,

zeZ<g;><=>g;<z>:o:>e—z_(1_3)”‘1:()(:}@%:(l_i)”‘l

Done, pour tout z € Z (¢),) :

.—
|

gn (2) =

n—1
) B eiz

Il Il
‘|/\/\/\

S n = =

® I \
w Sl |e3w

~——

X

—~

—_

\

MRS
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—z

Clest a dire |g,, (2)| = Ze
n

* Majorons ¢ (z) = Ze—z
n

, 1 z e ?
Nous avons : ¢’ (z) = —e % — —e * = — (1 — 2)
n n n . .
Ainsi, pour tout z € [0;n], nous avons 0 < ¢ (2) < ¢ (1) < et done, sup |gn (2)] < £
n z€Z(g!,) n

* En conclusion, comme pour tout z > n, |g, (z)] < e, pour tout z € R*, nous avons
-1
e
|gn ()] < max {T’ 67”}

—1

Comme lim max {—;e‘”} =0, nous avons lim |g, (z)|=0
n—4o0o n n—-4o0o

—T

Ainsi, la suite de fonctions (fy), cy- converge uniformément sur R* vers la fonction f (z) = e

Exercice 79 :

1. Soient E C R, F C R et (fy),cy une suite de fonctions défnies sur I et a valeurs dans F qui
converge uniformément vers une fonction f. Soit g : F' — K une application uniformément continue.
Démontrer que la suite de fonctions (g o fy), oy converge uniformément vers g o f

Il faut donc montrer que, pour tout z € E, lim |go f, () —go f(x)]=0
n—-+400

Soit € > 0
> La fonction g étant uniformément continue, il existe n > 0 tel que, pour tout x € F et tout
YyeEL, lr—yl<n=lg(z)—gy)l<e
> La suite (fy), oy convergeant uniformément vers f, il existe N. € N tel que si n > N, alors,
pour tout z € E, |fn (z) — f(z)] <7
> Ainsi, si n > N, alors |f, (z) — f (x)] <n et donc |g (frn (x)) — g (f (z))| <€
La suite (g o f,), ¢y converge donc uniformément vers la fonction g o f

2. Soit E C R et (fn),cy une suite de fonctions défnies sur E et a valeurs dans R qui converge

uniformément vers une fonction f. Démontrez que la suite de fonctions ( T +n 2) converge uni-
neN

n

formément vers la fonction

1+ f2
Nous sommes, ici, dans la situation de la question précédente ou g est la fonction de R dans R
T T
——— et donc go f, (z) = LU
14z L+ (fa(2))
Si nous réussissons & montrer que g est uniformément continue, alors le résultat demandé est
démontré.

telle que, pour tout = € R, nous avons ¢ () =

L’étude des dérivées premieres et secondes de g montre que, pour tout « € R, |¢’ (z)| < 1, et donc,
d’apres le théoréme des accroissements finis, nous avons |g (z) — ¢ (y)| < |x — y|, ce qui suffit pour
conclure que g est uniformément continue.

Donc, la suite de fonctions ( I 2) converge uniformément vers la fonction 3
1 + fn neN 1 + f

Exercice 80 :

Soient E.C R On consideére (f,), oy une suite de fonctions définies sur I/ et & valeurs dans R qui converge
uniformément vers une fonction f,bornée et (gy), oy une autre suite de fonctions définies sur E et a valeurs
dans R qui converge uniformément vers une fonction g, bornée elle aussi. Démontrer que la suite de fonctions
(Gn X fn)nen converge uniformément vers g x f

Pour nous simplifier la vie, nous posons :

-1 -1 -1
e
9. On peut remarquer que, pour tout n € N* nous avons e™™ < —— et donc que max { ;e*"} = ——, de telle
n n

n
1
sorte que, pour tout x € R*, nous ayions |gn (z)| < —
n
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* My le majorant de f sur E, c’est a dire tel que, pour tout = € E, |f ()] < My

* Mg le majorant de g sur E, c’est & dire tel que, pour tout z € E, |g (x)] < M,

Nous devons donc montrer que, pour tout z € E, lir_irrl |fr () gn () — f (2) g (z)| =
n—-+0oo

Nous avons :

[fn (@) gn (x) = f(2) g (@) = [fn (2) gn (2) = [ (@) gn (2) + [ (2) gn (2) = f (2) g (2)]
< fn (@) gn (@) = [ (@) gn (2)| + [f (2) gn (2) = [ () g (2)]
< gn @) fn (2) = £ (@) + 1S ()] |gn (2) — g (2)]
< gn (@)]|fn (@) = f (@) + My [gn () — g (2)]

Reste a traiter le cas |gy, ().
Nous avons : |gn ()] = |gn () = g (2) + g ()| <gn (2) — g (@) + |9 ()] < [gn () — g (2)] + My.
Donc :

[fn (€) gn () = () g (2)] < |fu (@) = (@) (Ign () — g (2)] + M) + My |gn (x) — g (2)]

Comme la suite (fy,), cy converge uniformément vers la fonction f, que la suite (gn), oy converge uni-

formément vers la fonction g, nous avons lim |f, (z) — f ()| = lim |gn () — g (z)| =0 et donc
n——+00 n—+o00

lim | fn () = f (@) (Ign () — g (2)| + My) + My |gn () — g ()| =0

n—-+oo

C’est & dire : pour tout x € F, lirf | fn (@) gn (z) — f(x)g(z)] =0
n—-+0o0

La suite de fonctions (g5, X fn), ¢y converge donc uniformément vers g x f
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