Chapitre 4

Fonctions différentiables, fonctions
dérivables

CE CHAPITRE EST DANS L’EXACTE CONTINUITE DU COURS SUR LA DERIVABILITE EXPOSE EN Lg ; IL
LE COMPLETE. IL EST DONC NECESSAIRE DE TRAVAILLER LE COURS DE L AVANT DE TRAVAILLER CE
CHAPITRE. L’OBJECTIF DE CE CHAPITRE EST DE MAITRISER PLEINEMENT LA DERIVATION DES
FONCTIONS NUMERIQUES D’UNE VARIABLE REELLE

Le point de vue adopté dans ce chapitre est le point de vue de l’approximation ; point de vue que nous
retrouverons dans l’étude des développements limités
Introduction

Soit f une fonction de R dans R définie pour tout € R par f (x) = 23 + 22

¥

FIGURE 4.1 — Le graphe de la fonction f (z) = 2% + 22, le point A (1,3, f (1,3)), le point T (1,2) et la
tangente au graphe de f en T

Nous souhaitons connaitre une valeur approchée de f (1,3) sans calculer (1,3)° ni (1, 3)°, c’est & dire que
I’on se place dans un petit intervalle de centre 1.
Pour cela, nous posons z = 1+ h ou h est tres petit et donc :

FA+h) =0+h)?>+0+h)*=1+h>+302+3h+14h%+2h = 24 5h + 4h* + h?
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Pour h trés petit, on peut négliger h? et h® devant h; on a donc f (1 + h) ~ 2 + 5h; autrement dit,
f(1,3)~24+5x%x0,3=3,5

Le point (1,3; f (1,3)) est le point Al du graphe. En fait, & la calculatrice, f (1,3) = 3,887 et l'erreur
commise est figurée par le segment [A; Al]

Il faut remarquer que 'on peut écrire : f (14 h) =2+ 5h + h x (4h + h?)

Or comme f (1) = 2, on peut, en fait, écrire

FOL+h)=Ff(1)+5h+hxe(h)

Avec lim e (h) =0
h—0
L’application
{ D;:R — R
h +— Di(h) =5h

est 'application linéaire tangente a f en g = 1; 2 4 5h est ’application linéaire affine tangente
enxg=1

Remarque 1 :

Bien qu’il y ait un tres fort lien entre elles, il ne faut pas confondre "application linéaire affine tangente”
et droite tangente a la courbe représentative

4.1 Fonctions différentiables

Nous allons considérer, par volonté de généralisation, les fonctions de R dans C, s’approchant ainsi du
cours sur les fonctions vectorielles ou les courbes paramétrées. L’application aux fonctions de R dans R
se fera naturellement.

4.1.1 Définition

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R a valeurs dans C et soit z¢ € Dy

On dit que f est différentiable en z( (ou que f admet un développement limité d’ordre 1 en z)
> S’il existe I C R, voisinage de 0
> S’il existe un nombre \ € C
> S’il existe ¢, application de I dans C telle que }lliir%)e (h)=0

tels que
flzo+h)=f(zo) + A x h+he(h)

Exemple 1 :

Nous avons donc f (x) = 23 + 22 différentiable en 2y = 1

Remarque 2 :

1. Une question va se poser pour connaitre la forme du A

2. On peut donner une autre définition, totalement équivalente de fonction différentiable en xg :
Soit f une fonction définie sur un domaine D; C R et a valeurs dans C et soit zg € Dy
On dit que f est différentiable en x, il existe un nombre o > 0 et un nombre X\ € C tels que,
pour tout x € Jzy — a; g + «f, on puisse écrire :

f(x) = f(20) + Az — 20) + (¥ — 20) £ ()

ou lim e (z) =0 et € une fonction a valeurs dans C
T—rT0o
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4.1.2 Définition

L’application linéaire L telle que L (h) = A\h est appelée application linéaire tangente a f en z( ou
différentielle de f en z(, notée df,, ; nous avons donc df,, (h) = Ah

4.1.3 Proposition

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R, a valeurs dans C
Soient g et g2, 2 fonctions numériques a valeurs réelles, définies sur Dy C R et telles que

f(z)=g(z)+iga(x)

c’est a dire que g et g» sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de f
f est différentiable en z( € Dy si et seulement si g et g, sont différentiables en z( € Dy

Démonstration

1. Supposons g et g» sont différentiables en zy € Dy
> Alors, il existe a1 > 0, Ay € R et &1 : |—a1;+a1[ — R tels que %irrbel (h) = 0 et tout
—

he€l]—ay;+aq:

g(xo+h)=g(zo) + A1 X h+ hey (h)
> De méme, il existe aa > 0, Ay € R et €9 : |—an; +as[ — R tels que }llimo ga (h) = 0 et tout
—

h € ]—ag;+as] :
g2 (.230 —|—h) = go (.130) + Ao X h + heg (h)

Ainsi, pour @ = inf {7 : an} et tout h € |—a;+af :
g (g + h) +iga2 (xo + h) = g (x0) + ig2 (o) + A1 X h + iy X h + hey (h) + ihes (h)
C’est a dire, en posant A = A\{ + i)y et € = g1 + ieg
f(zo+h)=f(x0) + A x h+he(h)

D’apres les résultats sur les limites de fonctions a valeurs complexes 3.3.4, nous avons }lLin% e(h)=0
—

et donc, f est différentiable en xzy € Dy

2. Réciproquement, supposons f différntiable en ¢ € Dy

Alors, il existe un nombre « > 0 et un nombre A € C tels que, pour tout h € |—a; +a[, on puisse
écrire :
fzo+h)=f(xo) + A X h+he(h)
ol ’Eir% e (h) =0 et £ une fonction a valeurs dans C
—

On peut écrire, en utilisant parties réelles et imaginaires :
g (o + h) +iga(zg+h) = (g(x0) + A1 X b+ hey (b)) +3 (g2 (z0) + Ao X h+ hea (h))

Ou A = A\ + i)y et € = €1 + ie5. En identifiant parties réelles et imaginaires, nous avons, pour
tout h € |—a; +af

> g(zo+h) =g (z0) + A1 X h+ heq (h)

> Et g2 (zo + h) = g2 (x0) + A2 X I+ hea ()
Toujours d’apres les limites de fonctions a valeurs complexes 3.3.4, nous avons }lllirb e1(h) =0et
lim g2 (h) =0

h—0

Ce qui montre que g et go sont différentiables en x
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4.1.4 Proposition

Soit f une fonction définie sur un domaine Dy C R, a valeurs dans C et différentiable en x, € D;
Alors le nombre )\ est unique

Démonstration

Nous écrivons donc f (zo + h) = f (o) + A1 X h + he (h) on %irr%)e (h)=0
—
Supposons qu'il existe un second nombre Ay tel que f (zg + h) = f (o) +A1 xh+hS (h) avec }llir% B(h)=0
—

Alors :
f(xo)+Ah+ he(h) = f(xo) + Mh+ hB (h)

C’est a dire :
A —=XMh—=hB(h)+he(h)=0<=h(A=X1)+h(e(h)=58(h)=0

Ce qui est équivalent & : A — A + (e (h) — B (h)) =0
Or, par hypothese, }Lir% (e (h) — B (h)) =0, donc, }llir%)\ —M+Eh)=pH)=A=X=0.
— —

Donc, A = Aq.

Exemple 2 :

Nous prenons, ici, des exemples de fonctions numériques a valeurs réelles.

1. Soit f:R — R qui & z fait correspondre z?; cette fonction est-elle différentiable en z, ?

Soit zp € R et évaluons f (xo+ h) — f (zg), pour en trouver une < partie linéaire > ;
nous avons :

f(@o+h) — f(x0) = (zo + h)* — 22 = h? 4 2z0h
On a alors, évidemment, dfy, (h) = 2zoh
Ici, le nombre A est donc A = 2zy. On peut faire remarquer que cette démonstration est
valable pour tout g € R

2. Soit f: R — R qui a z fait correspondre z3; cette fonction est-elle différentiable en zq ?

De la méme maniere, soit zg € R et évaluons f (zo + h)— f (x¢), pour en trouver une partie
linéaire ; nous avons :

f(zo+ h) — f (20) = (xo + h)* — 23 = h® + 322h + 30k + h (3zoh)

On a alors, évidemment, A\ = 322 et df,, (h) = 3x3h avec € (h) = 3zoh + h?

4.1.5 Propriété importante

Si f est différentiable en z, alors f est continue en x(. La réciproque est fausse.

Démonstration

Supposons que f soit différentiable en zq ; nous avons alors :
f(wo+h) = f(zo) = h[A+e(h)]
Comme A est fini, que lim € (h) = 0, nous avons lim h [A + ¢ (h)] = 0, c’est & dire que
h—0 h—0
lim (f (zo +h) — f (z0)) =0
h—0

Donc }llin%) f(xo+h) = f(x), c’est a dire que f est continue en zg
—
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Exemple 3 :

Soit f: R — R qui & « fait correspondre |z|; cette fonction est-elle différentiable en 07

Evaluons f (04 h) — f (0), pour en trouver une partie linéaire ; nous avons :
f(h) = f(0)=|h|

On a alors, évidemment, f (h) — f(0)=hsih>0et f(h)— f(0)=—hsih <O.

En posant L(h) = hsih > 0et L(h) = —hsi h <0, on n’a évidemment pas L linéaire.lﬂ
Ce qui montre que la valeur absolue n’est pas différentiable en 0. On peut remarque que la
valeur absolue est continue sans étre différentiable.

Remarque 3 :

Il existe donc des fonctions continues sans étre différentiables. Qu’apporte la différentiabilité de plus?
Une notion de régularité de la courbe.

1. Pour le démontrer, il suffit de prendre des cas particulier : L (24 (—1)) = L (1) = 1, alors queL (2)+L (—1) =24+1=3
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