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Chapitre 4 : Fonctions différentiables 4.3 Fonction dérivée

4.3.15 Quelques exercices

Exercice 8 :

Voici une autre méthode pour résoudre une question déjà posée dans le chapitre sur la continuité

Soit f (x) = arctanx+ arctan
1

x
définie pour x 6= 0.

1. Calculez la dérivée de f .

2. En déduire que si x > 0, alors arctanx+arctan
1

x
=
π

2
, et que si x < 0 alors arctanx+arctan

1

x
=

−π
2

Exercice 9 :

Soit f , la fonction définie par :

f (x) = x+ x2 sin
1

x2
si x 6= 0 et f (0) = 0

1. Montrer que f est dérivable en 0 et donner f ′ (0)

2. Montrer que f n’est monotone sur aucun des voisinages de 0

Exercice 10 :

Calculer les dérivées des fonctions suivantes, en précisant les domaines de définition de f et de f ′

1. f (x) = arctan

…
1− x
1 + x

2. f (x) = arctan

Å
x√

1− x2

ã 3. f (x) = arcsin

Å
1− x2

1 + x2

ã
− 2 arctanx

4. f (x) = arccos
Ä
2x
√

1− x2
ä

Exercice 11 :

Calculer les dérivées n-ièmes des fonctions suivantes :

1. f1 (x) =
x5

1 + x

2. f2 (x) =
x4

(1 + x)
3

3. f3 (x) = arctanx

4. f4 (x) = ln
(
x2 + 1

)
− arctanx

5. f5 (x) = xn−1 lnx

6. f6 (x) = x2 (1 + x)
n

Exercice 12 :

1. Soit n ∈ N∗.
Soit f : R∗ −→ R une fonction n fois dérivable sur R∗ et gn : R∗ −→ R une autre fonction définie,

pour tout x ∈ R∗ par gn (x) = xn−1f

Å
1

x

ã
Démontrer que, pour tout x ∈ R∗, g(n)

n (x) =
(−1)

n

xn+1
f (n)

Å
1

x

ã
2. Soit α ∈ R et fα : ]0; +∞[ −→ R définie par fα (x) = xα lnx.

Montrer qu’il existe une suite (an)n∈N et une suite (bn)n∈N telle que f
(n)
α (x) = xα−n (an lnx+ bn)

Exercice 13 :

Soit n ∈ N et I ⊂ R. On considère une fonction f : I −→ R de classe Cn sur I et s’annulant en n + 1
points de I tous distincts

1. Démontrer que la dérivée n-ième de f s’annule au moins une fois sur I

2. Soit α ∈ R. Démontrer que la dérivée n− 1-ième de ϕ = f ′ +αf s’annule au moins une fois sur I
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Chapitre 4 : Fonctions différentiables 4.3 Fonction dérivée

Exercice 14 :

Première généralisation du théorème de Rolle
Soit a > 0 et f : [a; +∞[ −→ R, continue sur [a; +∞[, dérivable sur ]a; +∞[ et telle que lim

x→+∞
f (x) =

f (a). Montrer qu’il existe c ∈ ]a; +∞[ tel que f ′ (c) = 0

Exercice 15 :

Seconde généralisation du théorème de Rolle
Soit f : R −→ R, dérivable sur R et telle que lim

x→+∞
f (x) = lim

x→−∞
f (x) = +∞

Montrer qu’il existe c ∈ R tel que f ′ (c) = 0

Exercice 16 :

Troisième généralisation du théorème de Rolle
Soit f : R −→ R, dérivable sur R et telle que lim

x→+∞
f (x) = lim

x→−∞
f (x) = k où k est fini

Montrer qu’il existe c ∈ R tel que f ′ (c) = 0

Exercice 17 :

Règle de L’Hospital

1. Soient f et g 2 fonctions continues sur l’intervalle [a; b] et dérivables sur l’intervalle ]a; b[. Soit
x0 ∈ [a; b] ; on suppose que g′ ne s’annule pas sur ]a; b[ et que f (x0) = g (x0) = 0

Montrer que lim
x→x0

f ′ (x)

g′ (x)
= l =⇒ lim

x→x0

f (x)

g (x)
= l

2. Applications

Donner :

(a) lim
x→0

ln (1 + x)− x
x2

(b) lim
x→0

x− sinx

x3

Exercice 18 :

Démontrer les inégalités suivantes :

1. Si 0 < x < 1, alors arcsinx <
x√

1− x2
2. Si x > 0, alors arctanx >

x

1 + x2

Exercice 19 :

Théorème de Darboux
Soit f : [a; b] −→ R, une fonction dérivable sur l’intervalle [a; b]. On suppose f ′ (a) < f ′ (b).
Soit λ ∈ R tel que f ′ (a) < λ < f ′ (b). Démontrer qu’il existe c ∈ ]a; b[ tel que f ′ (c) = λ

Exercice 20 :

Soit f : R+ −→ R une fonction continue et dérivable sur R+. On suppose que la fonction dérivée f ′ est
strictement décroissante et positive sur R+

1. Démontrer que pour tout x > 1, nous avons :

f (x+ 1)− f (x) < f ′ (x) < f (x)− f (x)

2. En déduire que si f admet une limite finie A en +∞, c’est à dire lim
x→+∞

f (x) = A où A est finie,

alors lim
x→+∞

f ′ (x) = 0
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Chapitre 4 : Fonctions différentiables 4.3 Fonction dérivée

3. On définit la suite (Sp)p>1 par :

Sp = f ′ (1) + f ′ (2) + · · ·+ f ′ (p) =

p∑
k=1

f ′ (k)

Démontrer que la suite (Sp)p>1 est convergente si et seulement si f admet une limite finie A
lorsque A tend vers +∞

4. Applications : Quelle est la nature des suites (ap)p>1 et (bp)p>1 suivantes :

(a) ap =

p∑
k=1

1

1 + k2
(b) bp =

p∑
k=1

1√
1 + k

(c) cp =

p∑
k=1

1

k

5. Nous définissons les suites (σp)p>1 et
(
σ′p
)
p>1

par :

σp = Sp − f (p+ 1) et σ′p = Sp − f (p)

(a) Démontrer que les suites (σp)p>1 et
(
σ′p
)
p>1

sont monotones

(b) Démontrer que, pour tout p > 1, σp < σ′p

(c) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur la fonction f ′ pour que les suites (σp)p>1 et(
σ′p
)
p>1

soient adjacentes

Exercice 21 :

Soit a ∈ R et f : [a; +∞[ −→ R, définie, continue et dérivable sur [a; +∞[.

1. On suppose que lim
x→+∞

f ′ (x) = +∞. Démontrer que lim
x→+∞

f (x) = +∞

2. On suppose, cette fois ci, que lim
x→+∞

f ′ (x) = 0. Démontrer que lim
x→+∞

f (x)

x
= 0

3. On suppose que lim
x→+∞

f ′ (x) = l où l > 0. Démontrer que lim
x→+∞

f (x)

x
= l et que lim

x→+∞
f (x) =

+∞

http://mathinfovannes.free.fr Le cours de L1 Jean-Luc EVENO c© Page 209


