Chapitre 4 : Fonctions différentiables 4.3 Fonction dérivée

4.3.15 Quelques exercices
Exercice 8 :

Voici une autre méthode pour résoudre une question déja posée dans le chapitre sur la continuité
1

Soit f (z) = arctan x + arctan — définie pour x # 0.
x

1. Calculez la dérivée de f.

1 1
2. En déduire que si x > 0, alors arctan x +arctan — = —, et que si x < 0 alors arctan z +arctan — =
T
7r

2

Exercice 9 :

Soit f, la fonction définie par :
1
f(a;)zx—&—szinﬁ siz#0et f(0)=0

1. Montrer que f est dérivable en 0 et donner f’(0)

2. Montrer que f n’est monotone sur aucun des voisinages de 0

Exercice 10 :
Calculer les dérivées des fonctions suivantes, en précisant les domaines de définition de f et de f’
2

1_’_7;) — 2arctanx

1—2x

1+

1. f(z) = arctan 3. f(x) = arcsin <

2. f(x) = arctan (\/1?7) 4. f(x) = arccos (21}@)

Exercice 11 :

Calculer les dérivées n-iemes des fonctions suivantes :

5

1. fi(z) = 1ix i f3(x) i arcta2nx
. fa(z) =In(2?+1) — arctanx
2. fz(a:)=96743 5. fs (iﬂ)il’;l’llnxn
(1+x) 6. fo(z) =22(1+2)
Exercice 12 :
1. Soit n € N*.

Soit f : R* — R une fonction n fois dérivable sur R* et g, : R* — R une autre fonction définie,

1
pour tout z € R* par g, (z) = 2" L f (*)
X

-1)" 1
Démontrer que, pour tout z € R*, g%") (z) = (=1 fm <7)
pntl x

2. Soit a € R et f, : ]0; +oo] — R définie par f, () = 2*Inz.

Montrer qu’il existe une suite (a,),, oy et une suite (by,),, oy telle que fo(én) () =z " (apInz + by,)

Exercice 13 :
Soit n € N et I C R. On considére une fonction f : I — R de classe C" sur I et s’annulant en n + 1
points de I tous distincts

1. Démontrer que la dérivée n-ieme de f s’annule au moins une fois sur 1

2. Soit @ € R. Démontrer que la dérivée n — 1-iéme de ¢ = f' + o f s’annule au moins une fois sur I
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Exercice 14 :

Premiére généralisation du théoréme de Rolle
Soit @ > 0 et f : [a;+oo] — R, continue sur [a; +00[, dérivable sur Ja; +o00[ et telle que hr—f f(x) =
r——+00

f (a). Montrer qu'il existe ¢ € Ja; +o0[ tel que f' (¢) =0

Exercice 15 :

Seconde généralisation du théoréme de Rolle
Soit f : R — R, dérivable sur R et telle que EIE flz)= lim f(z)=+o0

Tr—r—00

Montrer qu’il existe ¢ € R tel que f/'(¢) =0
Exercice 16 :
Troisieme généralisation du théoréeme de Rolle

Soit f : R — R, dérivable sur R et telle que liIJIrl f(z)= lim f(x)==Fkouk est fini
r— 400

r——00

Montrer qu’il existe ¢ € R tel que f/(¢) =0

Exercice 17 :

Regle de L’Hospital

1. Soient f et g 2 fonctions continues sur l'intervalle [a;b] et dérivables sur Uintervalle ]a;b[. Soit
xo € [a;b]; on suppose que ¢’ ne s’annule pas sur ]a; b[ et que f (xg) = g(x9) =0

/
Montrer que lim f'(z) —]=— lim f (@) 1
i g () % g (@)
2. Applications
Donner :
o Btz -z . x—sinx
(a) lim ——7— (b) lim =g

Exercice 18 :
Démontrer les inégalités suivantes :

X

v1—22

1. Si0 <z <1, alors arcsinz < 2. Sixz > 0, alors arctanx >

1422

Exercice 19 :

Théoréme de Darboux
Soit f : [a;b] — R, une fonction dérivable sur Uintervalle [a;b]. On suppose f' (a) < f’ (b).
Soit A € R tel que f/ (a) < A < f’(b). Démontrer qu’il existe ¢ € ]a; b[ tel que f/(c) = A

Exercice 20 :

Soit f : R™ — R une fonction continue et dérivable sur R™. On suppose que la fonction dérivée f’ est
strictement décroissante et positive sur Rt

1. Démontrer que pour tout x > 1, nous avons :
flat+l)=f@) < f(2)<f(z)-f(2)

2. En déduire que si f admet une limite finie A en 400, c’est a dire lirf f(z) = A ou A est finie,
T—+00

. LN
alors TETOO f(x)=0
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3. On définit la suite (Sp),, par :

Sp=F W+ @+ +f (=) fk)

k=1

Démontrer que la suite (Sp)p21 est convergente si et seulement si f admet une limite finie A
lorsque A tend vers 400

4. Applications : Quelle est la nature des suites (ap),, et (bp),, suivantes :

x| =

P P P
1 1
(a‘) apzzl+k2 (b) bP:Z\/m (C) CPZZ
k=1 k=1 k=1
5. Nous définissons les suites (o) -, et (U;))p>1 par :

op=8,—f(p+1) et O';/D:Spff(p)

(a) Démontrer que les suites (0y),,-, et (a;)p> | sont monotones

(b) Démontrer que, pour tout p > 1, o), < 0y,
(¢) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur la fonction f pour que les suites (ap)p>1 et

/ . .
(Up)p> 1 soient adjacentes

Exercice 21 :

Soit a € R et f : [a; +oo[ — R, définie, continue et dérivable sur [a; +o00].

1. On suppose que lim f/(z) = 4+o00. Démontrer que lim f(z) =400
T—r+00 T—r+00

2. On suppose, cette fois ci, que lim [’ (z) = 0. Démontrer que lim I @) =0
r—r+o0 Tr—+00 €T
. RN . . f@) . B
3. On suppose que lim f/(x) =1 oul > 0. Démontrer que lim “——= =1let que lim f(x)=
T—+00 r—+o0 T T—r 400

—+00
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