Chapitre 4 : Fonctions différentiables 4.4 Formules de Taylor

4.4 Formules de Taylor
Nous avons la formule, exacte pour les polynémes de degré n, en fonction des dérivées successivesﬂ :

P (0 P®) (0 P™ (0
! n!
Cette formule peut-elle se généraliser pour une fonction quelconque ?
L’idée est de construire un polynéme de degré n, a partir de f, et de déterminer l’erreur commise en
substituant ce polynéme a la fonction elle-méme.
Exemples d’approximations, non forcément linéaires de In (1 + x) que nous illustrons dans la figure :

¥

In(14z)

FIGURE 4.2 — Approximation de degré 1 de In (1 + ) par la droite y = x, de degré 2 par la parabole
2

y:x—%,dedegré?)parlacubiquey:x—%—i—%

4.4.1 Théoreme : formule de Taylor-Lagrange

Soit f : [a b)) — C, une fonction de classe C" sur l'intervalle [¢ b] admettant sur I'intervalle ouvert
]a b[ une dérivée n + 1-ieme.

Soit « € [a b]. Nous appelons P, ; le polynéme de Taylor associé a f. Ce polynéme a pour expression,
pour tout z € [a b] :

n (k) o
P, s(z)= Z [ (@) (x — a)k

k!
k=0

Alors, il existe ¢ compris entre z et « tel que

)n+l f(”+1) (C)

Démonstration

Sans étre difficile, c¢’est une démonstration particulierement longue et qui risque, si nous n’y prenons
pas garde, de nous embrouiller. C’est le théoréme de Rolle appliqué une infinité de fois; Ce théoréme
pourrait étre regardé comme l'une des généralisations du théoréme des accroissements finis.

Soit « € [a b]

2. Cette formule est démontrée en exercice
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1. On reprend le polynéme de Taylor appliqué a f en «, donc, pour = € [a b] :

o 1 o

n [ (a)

n!

Poy (@) = f (@)+(z =) f' (@) +(z k(@) +k(z - a)

2. 11 faut remarquer que P, s (o) = f (@), et que, méme plus généralement, en tenant compte des
formules sur les dérivées successives :

P () = 1 (a)

3. Soit ¢ () = f (&) — Pu s (z) — M (z — )"t alors :
pl@)=¢ (@) =P ()= =W () = =" (a) =0
4. Choisissons M tel que ¢(z) = 0; nous avons, bien évidemment :

f (@) = Py (2)

M =
(1’ _ a)’ﬁr‘rl

5. Comme ¢ (z) = ¢ (a) = 0, d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢; entre z et «, (c’est a dire
c1 € |z;af ou g € Jasx[) tel que ¢’ (¢1) =0

6. Toujours en appliquant le théoréme de Rolle, mais cette fois ci & la fonction ', il existe ¢o € Ja ¢4
tel que ¢’ (e3) =0

7. On crée ainsi une suite de nombres ¢1, ca, -+ , ¢p, tels que, pour tout k =1,--- ,n, @*) (ck) =0

8. Comme ¢ est une fonction n + 1 fois dérivable et que o™ (o) = (™ (¢,) = 0, toujours d’apres le
théoreme de Rolle, il existe ¢, 41 entre « et ¢, tel que cp(”“) (cnt1) =0

9. Or, la dérivée n + 1-itme de ¢ est donnée par : 0tV (z) = f(*+D () — (n + 1)!M, d’ott nous

. f(n+1) (Cn+1)
tirons : M = ~—————=
(n+1)!

fUY (ensr) _ f(2) = Py (2)

10. En égalisant les deux valeurs de M, nous trouvons :

(n+1)!  (z— )Y
_ N+ p(n41)
11. En posant ¢ = ¢,41, nous trouvons f (x) = P, (x) + (= 04)( n 1‘]; ' (<)
n !

Ce que nous voulions.

Remarque 11 :

1. Nous avons donc I’écriture classiqie des formules de Taylor : il existe ¢ compris entre x et « tel
que

(z — )’

f(x) = f(Oé)HSC*Oé)f’(a)JrTf(Z) (@) + -
(o) f (o)

k! n!

n+1 fn+1(c)

(x—a)" + (v —«) e

N/ (sc—a)k+~-~+

2. Pour n = 0, comme P, s () = f («), nous obtenons f (z) = f (a)+(z — a) f’' (c); ¢’est le théoreme
des accroissements finis.

Remarque 12 :
1. En remplagant x par a + h, nous obtenons :

hn+1

(n+ 1)!f(n+1) (o +6h)

flath)=f(a)+hf @)+ 4+ [T (@) +

avec 0 € 0 1 (dans ce cas, nous avons, si h >0 :a < a+60h < a+h et si h <0, nous avons
a+h<a+b0h<a)
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2. Si, cette fois ci, « = 0, avec f définie sur un intervalle |a , b[ avec 0 € Ja , b] nous obtenons alors la
formule de Taylor Mac-Laurin :

xn-{—l

mf(mrl) (6)

Fe) = FO) +af (0) 4+ 0 f0 (0) +
avec 6 € )0 1]

4.4.2 Corollaire : évaluation de ’erreur commise

Soit f : [a b — R une fonction de classe C" sur I'intervalle [a )] et n + 1 fois dérivable sur |a b|.
On suppose aussi ("1 bornée sur |a b|
Alors, pour tout x € Ja b] et tout « € ]a b],

., (n+1)
MHﬂémW (%

Démonstration

La démonstration est simple.
D’apres [£.4.1]il existe il existe ¢ compris entre x et « tel que :

(0) = Py (0) = (o -yt L2200

(n+1)!
En passant a la valeur absolue :
£ @) = Py ()] = |2 — ™™ f<(:+l)1(>f)
C’est a dire :
V@—mﬂmﬁau'wmw%

(n+1)
mﬂmgﬂw (%

Exemple 6 :

Si nous considérons la fonction f (z) = sinz au voisinage de 0, et f(™ (z) = sin (x +ng), et donc

£ (0) = sin (ng) ; de plus, pour tout = € R, |f(”) (x)| < 1. Ainsi, pour tout x € R,

. ( 3 2 z’ )’ ‘xg‘
sme —\x— —+ — — <

6 120 5040/| — 362880

4.4.3 Application : convexité

Soit I C R un intervalle et f : I — R une fonction de classe C? sur I'intervalle I
Si, pour tout x € I, nous avons f” (z) > 0, alors la courbe représentative de [ est toujours au-dessus
de ses tangentes
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o
~

3 3 5
FIGURE 4.3 — Deux fonctions polynémes approchant sinz : x — % et x — % + 19670

Démonstration

Soit xg € I et étudions la tangente a f en ¢ € I. Ecrivons la formule de Taylor-Young entre = et g
Il existe ¢ compris entre x( et x tel que

£@) = f (o) —20) 5 (o) + E 190 () e f (@)~(f (o) + (2 = 20) 1 (00)) = E 20502 (g

2
Or, comme ¢ € I, nous avons f(?) (¢) > 0 et donc wf(z) (¢) = 0.

D’olt nous déduisons que f (z) — (f (zo) + (x — xo) f' (x0)) 2 0 <= f(x) = (f (z0) + (x — z0) f' (x0)).
L’équation de la tangente au graphe de f en x( est donnée par y = f (x0) + (x — x0) f/ (x0) et U'inégalité
f(x) = (f (xo) + (z — o) f' (xo)) traduit bien le fait que le graphe de f est audessus de la tangente.

Remarque 13 :

Que, pour tout x € I, nous avons f” (xz) > 0 signifie que f est convexe sur I. Ainsi, le graphe d’une
fonction convexe est toujours au-dessus de ses tangentes.

4.4.4 Application : Inégalité de Kolmogorov

Soit a € R et f : [a;+00[ — R une fonction 2 fois dérivable.
On suppose que pour tout x € [a; +oo[ nous avons |f (x)| < My et |f” (x)] < Mo.
Alors : pour tout x > a, |f' (z)| < 2v/MyMs

Démonstration

Soit x Z2aetu>0
Nous écrivons la formule de Taylor-Lagrange ente = et x + u.

2
Il existe donc ¢, € [x;x + u] tel que f (z+u) = f(z) +uf’ (z) + %f” (Czu)
Alors, nous avons :

2 2
uf (@) = F (@) = (@) = 5 ean) = S @) = o (Pt = £ () = B e
u? M
Do nows tivons | (o)) < - (1f (a4 )l +1f 0]+ | " o) < 0 + Gt
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> On suppose My = 0.

2M,
Alors I'inégalité devient |f ()] < =—2.

Cette inégalité est vraie pour tout u > 0, en particulier lorsque u tend vers +o00; donc, comme

2M,
lim ~—2 =0, nous avons, pour tout z > a, |f’ (z)| = 0; I'inégalité | f' (x)| < 2v/MoMy est bien

uU——+00 u
vérifiée dans ce cas particulier.
> Supposons maintenant que Ms # 0.

2M M.
Etudions la fonction ¢ (u) = e 5 2 pour u > 0
, 2M0 My  Mou? —4My  (uv/Ma + 2¢/My) (uv/My — 2¢/My)
Nous avons ¢’ (u) = ——— +t5 = 52 = 52
u u u

2
Comme uy/Ms + 2+/My = 0, le signe de ¢’ (u) ne dépend que de u/Ms — 2y/ M,

. M L. My
* Dong, si u < 24/ —=, alors ¢’ (u) < 0 et ¢ est décroissante sur |0 : 24/ —
M2 M2
. My , . My
* Et, si u > 24/ ——, alors ¢’ (u) > 0 et p est croissante sur |24/ —;+00
M2 M2

.. . My
* Le minimum est atteint en u = 2 A

o
) or-

My v/ M- MO Ms
24— | =2M, % 2 X —— = v/ MyM: MoMy = 2+/ My M-
@( M2> 0 2\/—4- 5 \/ 0 2+\/ oMo \/ oMo

D’olt nous avons bien le résultat |f’ (x)| < 2v/MoMs

Nous avons donc |f/ (z)] < ¢ (2

Il faut maintenant calculer ¢ <2

4.4.5 Formule de Taylor-Young

On suppose f de classe C" sur I'intervalle [a ,b], et on suppose juste f(™) dérivable en a, c’est a dire
que f("*1) (a) existe
Alors

g @t T o0 g =

T m Y @ = e @)

Ou lime(z) =0

T—a

Démonstration

Soit € [a ,b], et on va considérer l'intervalle [a ,z]; pour t € [a ,x], nous construisons le polynéme de
Taylor de f en a

n ) (a)
Pos(t)y= > (t-
k=0 1
= @ a) )+ -
K [ (a)
k!
La démonstration sera trés voisine de celle de [£.4.1]; on peut d’ores et déja remarquer que la dérivée
n-ieme de P, ; est la constante f(™) (a)

n [T (a)

n!

4 (t—a) +-+(t—a)

1. On construit comme précédemment (cf [4.4.1)),une fonction ¢ définie pour tout t € [a , z] par :

o(t)=f(t)—P,(t)—M(t—a)"""
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ou nous choisissons M de telle sorte que ¢(x) = 0; et nous avons, bien évidemment :

f(x) = Py (z)

M= (x _ Cl)n+1

2. Comme dans on crée ainsi une suite de nombres £ > ¢; > co > --- > ¢, > a, tels que
e (cr) =0
3. Comme ¢ est une fonction n fois dérivable et que la dérivée n-ieme de @ est donnée par :

P (1) = £ () = £ @) — (n+ DM (¢ - a)

D’ou nous tirons :
S (a) = £™ (cn)

(a - Cn)

(n+ D! x M=

4. Puisque x > ¢y > ¢cg > -+ > ¢, > a, les ¢ sont des fonctions de = et de a telles que lim ¢ = a
r—a

5. En fait,M est une fonction qui dépend, en fait, de x et nous pouvons donc écrire :

(n -+ 1)IM (2) = fo (2 - f(;) (cn)

Et donc :%gr(ll (n+ 1) M (z)=lim (f(n) (a) = f (C”)) = f+1) (q).

T—a (a — cn)

Il est donc possible d’écrire :

(n4+ 1M (z) = f@*D (a) + e (z) ot lime(z) =0

r—a

6. Nous avons donc w (n+ D! = f+) (@) 4+ ()
T —a

Ce que nous voulions

Remarque 14 :

1. Les hypotheses de cette formule sont beaucoup plus légeres que celle de

2. La plupart du temps, nous aurons des fonctions qui poseront peu de probléemes au niveau de la
dérivabiité

3. Ce sera la formule la plus utilisée pour construire les développements limités.

4. Certains livres, plutot que d’écrire (z —a)" e (z) on lim & (x) = 0, préferent écrire o ((x —a)"),

sans doute moins explicite, écriture que nous étudierons dans une autre section

4.4.6 Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f:[a,b] — R de classe C" sur I'intervalle [a ,b].
Alors, pour tout z € [a ,b] et tout y € [a ,b], nous avons :

T — (n=1) ¢(n—1) T (o
f(:v):f(y)+(w*y)f’(y)+--~+( y)(n—1];! (y)+/y(
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Démonstration

La démonstration se fait par récurrence sur n € N*; on pose, pour n € N* :

Pour f de classe C™

BNt =)@ f )+ + EY

R Al () B A Ot NP AR )
CESE +/y CES I

1. Vérifions que P (1) est vraie

Nous avons, en utilisant les primitives : / () dt = f (y) — f (z), et donc
y

f(y)zf(x)Jr/zf’(t) dt

2B (1) est donc vraie
2. Supposons P (n) vraie
3. Démontrons que ‘P (n + 1) est vraie
Soit f de classe C™t1.
f étant de classe C"*! est en particulier de classe C", et en utilisant I’hypothese de récurrence
B (n), nous avons, pour tout = € [a ,b] et tout y € [a , b

T — (n=1) r(n—1) T (n=1) £(n)
f@=fW+@—y)f@+--+ ( y)(n—1J;! W) +/y ( t()n—l)f! W

— 1) po) ()

x
. X .
En intégrant / ( dt par parties, nous obtenons :
Y

(n—1)!
,_@="V @™
YT e YT
v=f" () v = O (1)
D’ou :
@ (D) p(n) N () v T (g " )
/y ( t<)n_1>f; () 4 _ {( (n)t)! £ (t)} N /y (z—1) nf! ) 4
- g [0
D'ou :

Ce que nous voulions

Exercice 22 :
Formule de Taylor pour les polynémes
R,, [X] est le R-espace vectoriel des polyndémes de degré inférieur ou égal a n

1. Soit a € R, et on appelle E; (X) = (X — a)*
Montrer que la famille {Ey, E1, ..., E,} forme une base de R,, [X]

2. Nous pouvons donc écrire tout polynéme de R,, [X] sous la forme
P(X) = PyEy+ PLEy + PoEy +---+ P, E,

PE) (g
En calculant les dérivées successives de P, montrer que pour tout £k =0,...,n, P, = T()
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Conclusion

> Nous obtenons ainsi la formule de Taylor pour les polynémes : qui est une formule exacte

P(X)=P(a)+(X —a) P (a)+(X — a)2 @Jp (X —a)

kPk(a)
k!

n P (a)
n!

+o(X —a)

> En faisant a = 0, nous obtenons ainsi la formule de Taylor Mac-Laurin :

p(X):p(O))+P'(0)X+@X2+...M+Xk+...+P”<0>

k! n! X"

> Ce qui donne, si P (X) = ag+ a1 X +asX?+...+a, X", une expression explicite des ay, ;
P®) (0)
k!

nous avons : ai =

Exercice 23 :
Soit @ € R et h > 0. On considére f : [a — h;a+ h] — R, continue sur [a — h;a + h] dérivable sur
la—h;a+ h|

1. Montrer qu’il existe ¢ € ]0; 1] tel que :

f(a-i—h);f(a_h) = f"(a+ch)+ f'(a - ch)

2. Démontrer cette fois ci qu’il existe 0 € ]0; 1] tel que :

f(a_|_h)—2fh(a)+f(a_h) :f/(a_,’_eh)_f’(a—eh)

3. On suppose, cette fois-ci que f” (a) existe. Nous posons pour 0 < |u| < h, c’est a dire —h < u < h

et u#0:
flatu)—2f(a)+ f(a—u)
e (u) = 5
u
Démontrer que 111%@ (u) = f" (a)
u—
Exercice 24 :
Soit @ > 0 et f : [—a;+a] — R définie et continue sur l'intervalle [—a;+a] et deux fois dérivable sur

|—a;+al
On suppose que f(0) =0 et que f” est bornée sur |—a; +a[, c’est a dire qu’il existe M > 0 tel que, pour
tout € |—a; +al, |f" (z)| < M
n

k
On construit la suite (Uy,),,cy- définie pur tout n € N* par : U,, = Z f (—2)

n

k=1

Il faut démontrer que la suite (U ), cy- converge et donner sa limite
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